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Prefacio

Estas notas se escribieron para el curso optativo Fundamentos matemdticos del
aprendizaje profundo, que dicté en el primer cuatrimestre de 2025 en el Departamento
de Matemética de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de
Buenos Aires, con 21 clases. El curso busca presentar, como conceptos matematicos
precisos, las ideas que en la practica del aprendizaje automatico se usan de manera
intuitiva: qué es una neurona, qué se puede aprender con una red, y por qué.

Sobre la autoria. Las notas son una traduccién de la primera parte del libro de
Calin [3], al que sigue de cerca; no reclamo autoria sobre el contenido. Los Capitulos 1
a 9 corresponden a los Capitulos 1 a 9 del libro, y el Capitulo 10 (Clasificacion)
al Capitulo 18. El Capitulo 10 del libro, sobre aprendizaje exacto, no se incluye. En
algunos lugares corregi o aclaré demostraciones del libro; creo que eso puede tener algin
valor didactico, pero recomiendo, para quien pueda, leer directamente el original.

Contenido y organizacion. La primera parte (Capitulos 1 a 6) introduce las
neuronas v las redes: los problemas que motivan el concepto de neurona abstracta, las
funciones de activacion y de costo, los algoritmos de minimizacion, y el célculo del
gradiente en una red (la retropropagacion). La segunda parte (Capitulos 7 a 10) es
de andlisis: retine las herramientas clasicas (Dini, Arzela—Ascoli, Stone-Weierstrass, el
principio de contraccion), las usa para demostrar que las redes con una capa oculta
aproximan funciones, y cierra con el problema de clasificacion. Cada capitulo comienza
con un breve mapa de lo que contiene, y termina con un resumen y una secciéon de
ejercicios.

Convenciones. Los vectores se escriben en negrita, x,w, y el producto interno
es w - X. Una neurona calcula y = ¢(w - x + b), donde w son los pesos, b el sesgo
y ¢ la funcién de activacion; wg) es el peso de la neurona ¢ de la capa £ — 1 a la
neurona j de la capa ¢. El simbolo n denota la tasa de aprendizaje. En los Capitulos 1
a 6 el sesgo se absorbe en los pesos con una entrada o = 1 y wy = b, de modo
que w-x = > wz; +b. La letra ¢ designa una funcion de activacion general y
o(z) = (1 + e *)~! siempre es la funcion logistica; H es la funcion de Heaviside, con
H(0) = 1. En el Capitulo 9, para las redes que resuelven ecuaciones diferenciales, ¢
denota el vector de todos los parametros.

Sobre la revisién. Esta version es una revision de las notas originales, hecha
en octubre de 2026 con la asistencia de herramientas de inteligencia artificial: corrige
errores y erratas, unifica la notacion y mejora la presentacion. La lista de cambios estéa
en el archivo CAMBIOS.md que acompana a las notas. La responsabilidad por los errores
que hayan quedado es mia, y agradeceré que me los senalen.
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Parte 1

Introducciéon a las redes neuronales






Capitulo 1
Problemas introductorios

Empecemos discutiendo algunos problemas de la vida cotidiana que nos llevaran
al concepto de neurona abstracta y red neuronal. Estos ejemplos, estdn basados en el
problema de ajustar un cierto nimero de pardmetros que detonan una cierta funcién
de activacion. Estos pardmetros se ajustan para minimizar una funcion de error.

El capitulo parte de tres situaciones concretas: el llenado de un tanque de agua
(Seccion 1.1), el problema de la regresion lineal (Seccion 1.2) y una red muy sencilla,
la “fabrica de cocteles” (Seccion 1.3). En cada una hay parametros que se ajustan para
minimizar una funcién de error, y de ahi sale la idea de neurona abstracta. Corresponde
al Capitulo 1 de [3].

1.1. Agua en un tanque

Una cafierfa lleva agua a una presion dada P (ver la Figura 1.1 a). La canilla K
puede ajustar la presion del agua, produciendo una flujo variable a una tasa r. La
canilla influencia la tasa introduciendo un control w de manera tal que P = r/w.

Un cierto niimero de canerias de este tipo son usadas para verter agua en un tanque
(ver Figura 1.1 b). Simultaneamente, el tanque es drenado a una tasa R. El objetivo
de este problema es: Dadas las presiones de agua P, ..., P,, como se pueden ajustar
las canillas K71, ..., K,, de manera tal que luego de un periodo de tiempo fijo ¢ haya un
determinado volumen V' de agua en el tanque.

Denotemos por 7y, ..., 7, a los flujos de agua ajustados por las canillas K1, ..., K,.
Si el flujo saliente R excede la totalidad del flujo entrate (i.e. R > Y " | r;), entonces no
se acumulard agua en el tanque (i.e. V' = 0). Caso contrario, si el total del flujo entrante
es mayor que el saliente (i.e. R < > r;), entonces el agua se acumulara en el tanque a
una tasa igual a la diferencia de la tasa entrante y la saliente, con lo que la acumulacion
de agua sobre le intervalo de tiempo ¢ viene dado por V' =¢(>_"  r; — R). Luego, la
funcién que determina el volumen de agua total en el tanque luego de t segundos, viene
dado por la férmula

v {o, SR>3

t(>° ,ri—R), caso contrario.

Podemos escribir esta funcion de manera equivalente. Si notamos w; al control provisto
por la canilla K;, entonces la i—ésima caneria provee agua a una tasa r; = Pw;.
Consideramos también la funcidon de activacion

0, six<O
pi(z) = .
tx, caso contrario,

9
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FIGURA 1.1. a. La canilla K ajusta la presion P en la caneria produ-
ciendo un flujo r. b. Las n canillas Ky, ..., K, ajustan las presiones en
las canerias que vierten agua en el tanque con un desagiie teniendo un
tasa de desagote R

que depende del pardmetro temporal ¢ > 0. Luego, el volumen de agua V' se puede
escribir como

(1.1.1) V= (Zﬂwi—kb).
=1

La tasa de salida R produce una traslacion horizontal al grafico de ¢; que en el lenguaje
de las redes neuronales se denomina como bias o sesgo; en la formula aparece como
b = —R. El problema se reduce entonces en encontrar una solucién para la ecuaciéon
(1.1.1) teniendo como incognitas w; y b. En la practica alcanza con obtener una buena
solucion aproximada eligiendo para eso controles w; y el sesgo b de manera tal que la
funcion de error

2
1 n
i=1

sea minimizada. Otras funciones de error pueden ser utilizadas, como por ejemplo

Ot (iﬂwi—l—b) -V
i=1

pero esta presenta el inconveniente de que no es diferenciable.

L(wy, ..., wy,b) =

)

En la practica queremos aprender de los datos disponibles. Para eso disponemos de
N datos de entrenamiento que consisten en presiones P* = (PF ... PF) y volimenes
Vi, 1 <k < N. Usando estos datos, deberiamos poder pronosticar el volumen V' para
cualquier otro vector de presiones P = (Py,..., P,).
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Los controles w = (wy, ..., w,) se obtienen de los datos minimizando la funcioén de
costo
|
Cw,b) =3 ) (lP*w+8) = Vi)?

y para esos controles se realiza el pronostico usando la formula (1.1.1).

1.2. Regresion lineal

Las redes neuronales no son un concepto reciente. Aparecieron por primera vez bajo
el nombre de regresion lineal a principios del s. XIX en trabajos de Gauss y Legendre.
Veamos como un modelo de regresion lineal puede ser naturalmente interpretado como
una red neuronal.

Consideremos una funcion continua a valores reales f: K C R" — R donde K es
un conjunto compacto. Queremos construir una funcion lineal L = L(x) que aproxime
f en el sentido de L? usando una neurona con una activacion lineal. La entrada es la
variable x = (7y,...,2,) € K y la salida es la funcion lineal L(x) = >°7_ ajz; +b
donde a; son los pesos y b es el sesgo de la neurona, ver la Figura 1.2.

Tn

FiGURA 1.2. Una neurona de aproximacion lineal

Para simplificar el anélisis, asumimos que la aproximacion se realiza cerca del origen,
i.e. L(0) = f(0), lo que implica que el valor del sesgo es b = f(0). Usando una traslacion
vertical, podemos siempre asumir que f(0) = 0, con lo que podemos tomar el sesgo b =
0. Luego, la funcion lineal es de la forma L(x) = La(x) = a-x donde a = (ay, ..., ay,).

Consideramos como funcién de costo a la distancia L? entre la salida de la neurona
y la funcién objetivo f,
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Calculemos el gradiente de la funcion C.

oC
@) = /K mu(a - x — f(x)) dx

= Zaj/ xjxkdx—/ xp f(x) dx
= Z Q5T — My
j=1

Luego,
VC(a) = Ra' —m’,
donde R = (7jx)1<jk<n Yy M = (my,...,m,). Observemos que R = R'.
El valor 6ptimo de los pesos a = (ay, . .., a,) se alcanzan entonces cuando VC'(a) =

0. Si la matriz R resulta inversible, entonce a? = R~'m?.

En general el célculo de R™! (sobre todo cuando la dimension n es grande) suele
ser costoso computacionalmente y atin cuando la dimensiéon es pequena, la matriz
puede ser mal condicionada y su calculo introducir errores significativos. Es mejor para
eso utilizar otros métodos de resolucion como por ejemplo el método de descenso de
gradiente. Mas adelante veremos con detalle este método.

Se toma un vector de pesos inicial ag y a partir de la misma se general la recursion
Aip1 = A5 — ch(ai)a

donde el parametro n > 0 se lo llama la tasa de aprendizaje. Se puede ver que esta
sucesion {a;};>1 aproxima a la solucion buscada.

Cuando se busca aproximar una funciéon a valores vectoriales F': K C R" — R™ con
m>1, F=(f1,...,fm), queremos hallar una funcion lineal del tipo L(x) = Ax' + b’
donde ahora A = (a;;) € R™ " es una matrizy b = (by,...,b,) € R™ es un vector de
Sesgo.

Nuevamente, si queremos aplicar la aproximacion en x = 0, sigue que el vector de
sesgo b = F'(0) esta fijo. La salida de la k—ésima neurona estara dada por la k—ésima
componente de L, Ly(z) = Y ", ajxx; + b, ver la Figura 1.3.

La funcién de costo, serd entonces

C(4) = 5 [ 106 = PRI dx = 3 Culal),

donde a* = (ay, ..., an) es la k—ésima fila de la matriz A y
1 1
Ci(a") = 5/ (Li(x) = fu(x))? dx = 5/ (" x4 b — fi(x))* dx.
K K

La minimizacion del costo C(A) es equivalente a la minimizacion simultanea de
los costos Ci(a*), 1 < k < m. Cada uno de esas funciones de costo es relativa a una
neurona y hemos mostrado su procedimiento de optimizacion en el caso escalar.
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b1
- ai Ly =377, apz; + b
a2
T2 e
Lo =370 ajazj + b2
. - L =377 ajm®; + bm

FiGURA 1.3. Una red neuronal de aproximacion lineal

1.3. La red de “fabrica de co6cteles”

En este ejemplo introduciremos la idea de la red de aprendizaje profundo que sera
el topico central de este curso.

Asumamos que tenemos un flujo entrante de agua a una tasa r en un tanque que
tiene una canilla K que controla el flujo saliente del tanque. Ver la Figura 1.4.

o(z) = max{wz + b, 0}

FiGurAa 1.4. Un tanque de agua con una canilla y un flujo saliente
é(r) = méx{wx + b,0}

La canilla esta situada a una distancia h del fondo del tanque. Luego de un cierto
tiempo t, la cantidad de agua que fluy6é dentro del tanque es x = rt. Notemos por w
al pardmetro que controla el flujo saliente del tanque. Si A es el area de la base del
tanque, entonces x — Ah representa el flujo sobrante y la cantidad w(x — Ah) = wz +b
sera eliminado del tanque por la canilla, donde b = —wAh. El flujo saliente del tanque
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se modela como
0, sixz < —b/w

o(r) = méax{wz +b,0} = )
wzx + b, caso contrario.

Vamos ahora a organizar nuestros tanques en una red de seis tanques que mezclan
tres ingredientes en un coctel (ver la Figura 1.5). Azicar, agua y vino se vierten en los
tanques A, B y C. Una mezcla de los tanques A y B, se vierte al tanque D como agua
dulce y una mezcla de los tanques B y C' se vierte al tanque E como vino diluido. La
mezcla producida por los contenidos de los tanques D y E se vierte al taque F. La
canilla del tanque F' controla la produccion final del coctel.

u3

salida

FiGurA 1.5. Una fabrica de cocteles como una red neuronal con dos
capas escondidas

La produccion final del coctel es le resultado de una combinacion compleja de
mezclas de los ingredientes, azicar, agua y vino, vertidos en cantidades x1,zs y 3.
Las canillas controlan la proporcién de las soluciones que pasan al siguiente contenedor
y son usadas para ajustar la calidad de la produccion de coctel. Luego de probar el
resultado final, un experto en coctel ajusta las canillas de manera tal que el coctel
mejore su calidad lo méas posible. El proceso de ajuste de las canillas corresponde al
aprendizaje de como hacer el coctel de los ingredientes.

1.4. Resumen

Veamos ahora como las caracteristicas comunes de los ejemplos nos van a llevar a
desarrollar nuevos conceptos abstractos como el perceptron y la red neuronal.

En todos los ejemplos se empieza con informaciéon entrante proporcionada por las
variables x1, ..., x,. En los ejemplos que vimos, estas son deterministas, pero podrian
bien ser aleatorias (i.e. las mismas dependen de la observacion realizada pero estan
distribuidas segun una ley de probabilidad).
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Otra caracteristica en comin es que los ingresos x; estan multiplicados por un peso
w; v luego esos productos estan sumados formando expresiones del tipo > ", w;x; que

es el producto interno entre el vector de entradas x = (z1,...,x,) vy el vector de pesos
w = (wy, ..., w,). En los ejemplos que vimos aparece sumando un sesgo b (por ejemplo,
b= —R en el caso del umbral de la canilla). El mismo se puede eliminar introduciendo

un nuevo peso wy = b y un nuevo ingreso xo = 1lo que llevaa > jw;z; = Y o w;x;+b
que también es el producto interno de dos vectores.

Otro ingrediente en comin es la funcion de activacion, denotada por ¢(x), Vimos
algunos ejemplos de funciones de activacion: lineales, lineales a trozos. Veremos de mas
tipos.

La funcion de salida y se obtiene aplicando la funcién de activacion ¢ a el producto
interno mediante la expresion y = ¢(w - x). Si las variables de entrada x; son deter-
ministas, la salida y también lo sera, pero si las entradas son variables aleatorias, la
salida también seréd aleatoria.

El objetivo de estos ejemplos es el de ajustar el sistema de pesos w de manera tal
que la funciéon de salida y aproxime una cierta funciéon de manera mas precisa posible.
En algunos casos, esto puede hacerse de manera exacta, pero en la mayoria serd soélo
una aproximacion. Este objetivo se alcanza eligiendo los pesos w de manera tal que
cierta funcién de error sea minimizada. La funcién de error, es tipicamente una funcién
tipo distancia entre la salida realizada y la deseada.

Resumiendo, en los ejemplos se tienen los siguientes ingredientes: entradas {z;},
pesos {w;}, sesgo b, una funcion de activacion ¢(x) y una funcién de error. Estas
partes son usadas para construir una funcién aproximante, mediante el proceso de
ajustar los pesos que se lo denomina aprendizaje de los datos observados. Méas adelante
veremos un concepto abstracto que reine todas estas propiedades y contiene todas
estas caracteristicas.

1.5. Ejercicios

EJERCICIO 1.5.1. Una fabrica tiene n proveedores donde cada uno produce diferen-
tes cantidades por dia, x1,...,x,. La fabrica est4 conectada con sus proveedores por
un sistema de rutas, que pueden ser utilizadas con capacidades variables ¢y, ..., c,, de
manera tal que la fabrica queda provista por una cantidad diaria x = ciz1+ - - -+ ¢, 2.

(a) Dado que la produccion de la fabrica empieza cuando el suministro alcanza
una cantidad critica diaria b, escribir la formula para los ingresos diarios de la
fabrica y.

(b) Formular el problema como un problema de aprendizaje.

EJERCICIO 1.5.2. Un nimero n de instituciones financieras, cada una teniendo una
riqueza de x;, deposita una cantidad de dinero en un fondo a una tasa ajustable para
el depdsito de w;. Luego, el dinero en el fondo viene dado por z = wizy + - -+ + W, Ty,.
El fondo esta disenado para funcionar de la siguiente forma: mientras el fondo tenga
menos que una cierta reserva M, el manager del fondo no realiza inversiones. Sélo se
invierte el dinero excedente a la reserva M. Sea k = €™, donde r y ¢ denotan la tasa
de retorno y el tiempo de inversiéon respectivamente.

(a) Hallar la formula para la inversion.
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(b) Enunciar el problema de aprendizaje asociado.

EJeERCICIO 1.5.3. (a) Dada una funcion continua f: [0, 1] — R hallar la funcion
lineal L(z) = ax + b tal que L(0) = f(0) y que minimize el error cuadratico

3 Jo (L(@) = f(x))* da
(b) Dada una funcién continua f: [0, 1] x [0, 1] — R hallar la funcion lineal L(z) =
ax + by + ¢ tal que L(0,0) = f(0,0) y que minimize el error cuadratico

// (x,y) — f(z,y))? ddy.

EJERCICIO 1.5.4. Dado un compacto K C R", asociamos la matriz simétrica

Tij:/l'i$jdl’.
K

La inversibilidad de la matriz R = () depende de K.

(a) Probar que si K tiene medida de Lebesgue positiva, entonces R es inversible
(para todo n). Mostrar que si K tiene medida nula (por ejemplo, un segmento
en R?), entonces R no es inversible.

(b) Probar que si K = [0, 1]", entonces R es inversible para todo n > 1.



Capitulo 2
Funciones de activacion

Para poder aprender una funcién no lineal objetivo, una red neuronal usa funciones
de activacion que son no lineales. La elecciéon de una funciéon de activacion especifica
define tipos diferentes de redes neuronales. Dentro de la enorme variedad de funcio-
nes de activacién que existen en la literatura, los tipos mas comtinmente usados son:
funciones lineales, funciones escaléon, funciones sigmoidales y funciones palo de hockey;
también se usan funciones sombrero.

Cada una de estas funciones tiene ventajas y desventajas (continuidad, diferencia-
bilidad, acotacion, etc.) que aparecen a la hora de realizar diferentes célculos.

El capitulo presenta las funciones de activacién que usaremos a lo largo del curso
(Seccion 2.1) y las propiedades que importan para el entrenamiento. La seccion final
las resume. Corresponde al Capitulo 2 de [3].

2.1. Algunos ejemplos de funciones de activaciéon

Funciones lineales. La pendiente de la funcién lineal puede ser usada para mo-
delar la tasa de activacion de una neurona. Se suele usar fundamentalmente en una red
de multicapa para la capa de salida. Una neurona con una funciéon de activacion lineal
es equivalente a una regresion lineal: f(z) = kx.

Funciones escalén. Este tipo de funcién de activaciéon esta inspirado en neuro-
nas biologicas que exhiben saltos que simplificadamente modelan la activaciéon de una
neurona del sistema nervioso. Los ejemplos mas comunes son:

Funcion de Heaviside. Esta dada por

0, siz<0
H = ’
(%) {1, si x>0,

Si bien esta funciéon no es diferenciable en el origen, si tiene derivada en sentido de
distribuciones, H' = §, donde ¢ es la delta de Dirac. Recordemos que § no es una
funcién sino la distribucién definida por

/R(S(ac) o(x) dx = (0) para toda ¢ € C2°(R).

En efecto, [, H¢' dv = [[7 ¢ dz = —p(0). (La descripcion heuristica “vale 0 si o # 0
y 400 si x = 0, con integral 1”7 es 1til como intuiciéon, pero no define nada: una funcién
que vale 0 salvo en un punto tiene integral 0.) Para x # 0, H es derivable y H'(z) = 0.

17
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Funcion bipolar. A veces se la llama (con algo de abuso) funcion signo; se define

como
—1 12z <0
Szy=4¢
1, siz > 0.

Se ve facilmente que se tiene la relacion S(x) = 2H(x) — 1 y en consecuencia S’ = 26
en el sentido de distribuciones. Notemos que S(0) = 1, mientras que la funcién signo
usual cumple sgn(0) = 0; coinciden para x # 0.

Funciones palo-de-hockey. Estas son funciones cuyos graficos son similares a
los de un palo de hockey. Algunos ejemplos:

Unidad lineal rectificada (ReLU). En este caso, la activacion es lineal solo si x > 0.

0, six<O

x, caso contrario.

ReLU(z) = zH () = méx{0,z} = {

La ReLU no es derivable en z = 0; para x # 0 se tiene ReLU’(z) = H(z), y en sentido
distribucional ReLU’ = H. En la practica se adopta una convencién para el valor de
la derivada en 0 (habitualmente 0 o 1), que no influye porque el conjunto {0} tiene
medida nula.

Unidad lineal rectificada paramétrica (PReLU). En este caso la activacion es lineal
a trozos con distinta pendiente si x < 0 o x > 0.

ar, sizx <0
PReLU(a, z) = { ’ ,
Z, caso contrario.
Unidad lineal exponencial (ELU). Esta funcion es lineal y positiva para © > 0y
negativa exponencial para x < 0.

x, six >0
ae®—1), siz<0

ELU(a,z) = {

Esta funcién es diferenciable en x = 0 si y s6lo si a = 1.

Unidad lineal sigmoidal (SiLU o Swish). Buscamos una funcion suave (C*°) con el
mismo comportamiento de “palo de hockey” que la ReLU. Eso podemos obtenerlo de

la forma
x

1+e®
Observemos que esta funcion es aproximadamente lineal para z > 1 (pues o(z) — 1) y
que SiLU(z) — 0~ para x — —oo (pues |z|e” — 0). Sin embargo no es monotona: tiene
un tnico minimo global, de valor aproximado —0,278, en x ~ —1,278, v es negativa
para x < 0. A diferencia de la ELU, que tiende a —a, la SiLU tiende a 0 en —oo0.

SiLU(z) = zo(z)

Funciones sigmoidales. Este tipo de funciones de activaciéon tienen la ventaja
de ser suaves y que pueden aproximar a las funciones escalon con la precision deseada.
Cuando se normalizan para que sus valores estén en [0, 1] su valor puede interpretarse
como una probabilidad. Algunos ejemplos:
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Funcion logistica.
1
1+ e’
donde el parametro ¢ > 0 controla la tasa de encendido de la neurona en el sentido de
que valores grandes de ¢ corresponden a cambios rapidos de 0 a 1.

o.(x) =o(c,x) =

Observemos que cuando ¢ — oo, tenemos que o(c,x) — H(x) para x # 0.
Tangente hiperbolica. También se la llama funcion sigmoidal bipolar.
et —e "
Se relaciona con la logistica por tanhz = 20(2x) — 1, de modo que toma valores en
(—1,1) y tanh’(z) = 1 — tanh?*(z) € (0, 1].
Softplus. Es una version suave de la ReLLU:

softplus(z) = In(1 + €%),

t(z) = tanhz =

que es C*™, estrictamente creciente y convexa, con softplus’ = o y softplus(z) —
ReLU(x) — 0 para |z| — oco. La usaremos en el Capitulo 8.

Funciones sombrero. Estas funciones de activacion se utilizan cuando la neurona
es activada al maximo para un cierto valor del potencial de accion.

Gaussiana.
glx) =e
Doble exponencial.

flx)y=e? x>0
2.2. Resumen

Cada unidad en una red neuronal usa una funcién que procesa la senal entrante,
llamada la funcion de activacion. La importancia de estas funciones de activacion es
la de introducir no-linealidades en la red. Activaciones lineales s6lo pueden producir
resultados lineales y solo pueden ser utilizadas para una clasificacion lineal (o problemas
de regresion lineal), lo que resulta muy restrictivo. Las funciones de activacion no
lineales resuelven este problema.

Existen muchos tipos diferentes de funciones de activacion que han sido propuestos

en la literatura cada una de ellas para un proposito diferente. Algunas de las mismas
las hemos visto en este capitulo.

2.3. Ejercicios

EJERCICIO 2.3.1. (a) Mostrar que la funcion logistica o(x) verifica la desigual-
dad 0 < o’(z) < § para z € R.
(b) (Como se modifica esa desigualdad para la funcion o.(x)?

EJERCICIO 2.3.2. Sean S(x) y H(x) las funciones signo y Heaviside respectivamen-
te. Mostrar que

() S(x) = 2H(z) — 1,
(b) ReLU(z) = tz(S(z) + 1).

2






Capitulo 3
Funciones de costo

En el proceso de aprendizaje, los pardmetros de una red neuronal se deben ajustar
para minimizar ciertas funciones objetivo que representan la medida de la proximidad
entre lo que predice la red y el objetivo buscado. Esto es conocido con los nombres
equivalentes de funciones de costo, funciones de pérdida o funciones de error. En este
capitulo vamos a describir las funciones de costo mas usuales en redes neuronales.

Este capitulo define qué se le pide a una red: la entrada, la salida y el objetivo (Sec-
cion 3.1), los principales ejemplos de funcion de costo (Seccion 3.2) y su combinacion
con términos de regularizacion (Seccion 3.3). Luego se distingue el error de entrena-
miento del de test (Seccion 3.4), y se da una interpretacién geométrica del problema
con restricciones (Seccion 3.5). Corresponde al Capitulo 3 de [3].

3.1. Entrada, salida y objetivo

La entrada de una red neuronal es obtenida de datos conocidos o de sensores que
perciben el entorno. La entrada es la variable con la que se alimenta la red. Puede
ser una variable unidimensional z € R, un vector x € R”, una matriz, o una variable
aleatoria X.

La red en si actia como una funcion, es decir, modifica la variable de entrada de
una cierta manera y produce una salida que puede ser, nuevamente, unidimensional
y € R, un vector y € R™, una variable aleatoria Y, etc. La ley por la cual la entrada
es modificada en la salida se realiza mediante un mapeo ingreso-egreso, f, ;. El indice
(w, b) sugiere que los parametros internos de la red mientras se realiza esta asignacion
estan fijados en (w,b). Siguiendo las notaciones previas, tendriamos y = fi, (), 0
y = fw,b(x)a oY = fw,b(X)-

La funcion objetivo es la relacion deseada que la red trata de aproximar. Esta funciéon
es independiente de los parametros (w,b) y serd denotada, segun corresponda, por
z=¢(x),0z = ¢(x),0 Z = ¢(X), segun los datos sean unidimensionales, vectoriales o
variables aleatorias. Podria eventualmente, haber alguna mezcla, por ejemplo z = ¢(x)
cuando la entrada sea vectorial, pero la salida unidimensional.

La red neuronal, ajusta los pardmetros (w,b) hasta que la variable de salida y se
encuentre dentro de un entorno de la variable objetivo z. Esta proximidad se puede
medir de diferentes maneras, involucrando diferentes funciones de costo, C(w,b) =
dist(y, z), con una distancia a ser determinada. Los valores 6ptimos de los parametros
de la red seran dados por (w*,b*) = argmin,, ;) C(w,b).

El proceso por el cual los parametros (w, b) se van ajustando a (w*,b*) se lo llama
aprendizaje. Equivalentemente, decimos que la red aprende la funcion objetivo ¢(z).

21
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Este proceso de aprendizaje involucra la minimizacion de la funcién costo. En este
capitulo vamos a investigar algunos tipos de funcion costo.

3.2. Ejemplos de funcién costo
Vamos a ver algunos ejemplos, pueden consultar otros adicionales en el libro [3].

3.2.1. Funcién de error de supremo. Asumamos que la red neuronal, que
toma valores de entrada x € [0, 1], debe aprender una funcién continua ¢: [0,1] — R.
Si fup es el mapa entrada-salida de la red, entonces la funcion costo supremo asociada
es

C(w,b) = sup [fus(r) — o(2)].

z€[0,1]
A todo uso préctico, la funciéon objetivo es conocida en finitos puntos
zi=¢(x;), 1<i<n,

luego la funcién costo usada es

C(w,b) = 1121?32 | fuwp(@i) — 2.

3.2.2. Funcién de error L?. Como en el caso anterior, supongamos que la
variable de entrada es x € [0,1] y la funciéon objetivo es ¢: [0,1] — R. Si f,; es
el mapa entrada-salida de la red, la funcién costo que mide la distancia L? entre la
salida y el objetivo es

1
Clwst) = [ (usls) = 0(0))*do-
0
Nuevamente, si se conoce la funcién objetivo s6lo en n puntos,
zi = ¢(xi), 1<i<n,

entonces la funcion costo es la distancia Fuclideana en R”
n

Clw,b) =Y (fus(@:) = 2)° = |l fus(x) — 2,
i=1
donde x = (21,...,2,), 2= (21,-- -, 20) ¥ fuwp(X) = (fwp(21),- .., fus(z)). Segin el
contexto, estas funciones de costo se normalizan con un factor % 0 %; esto no cambia
los minimizadores.

Observemos que para x,z € R" fijos, C'(w, b) es una funcion suave y la misma puede
ser minimizada, por ejemplo, por el método de descenso de gradiente que estudiaremos
en el siguiente capitulo.

3.2.3. Funcioén de error cuadratico medio. Consideremos ahora una red neu-
ronal cuya entrada es una variable aleatoria X, y su salida es la variable aleatoria
Y = fus(X), donde f,; es el mapa de entrada-salida de la red. Asumamos que la red
es usada para aproximar a la variable aleatoria objetivo Z.

La funcién de error en este caso, mide la proximidad de la salida Y con el objetivo Z.
Una forma habitual de medir esa proximidad es mediante la esperanza de la diferencia
al cuadrado

C(w,0) = E[(Y — 2)*] = E[(fus(X) = Z)7].
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Para hallar el minimo (w*, b*) = arg min C'(w, b) se utiliza alguno de los algoritmos de
minimizacién que veremos en el capitulo siguiente.

Veamos algunas de las razones de por qué esta funcion de error (y la vista en la
seccion 3.2.2) son muy utilizadas.

1. Las variables aleatorias de cuadrado integrable sobre un espacio de probabilidad
forman un espacio de Hilbert con producto interno dado por (X,Y) = E[XY].
Esto define una norma || X ||* = E[X?] la cual induce una distancia dist(X,Y") =
IX - Y.

Luego, la funcién costo no es otra cosa que el cuadrado de la distancia
C(w,b) = dist(Y, Z2)2.

2. Otro motivo es la relacion que existe entre la funcion de costo y la esperanza
condicional. La red neuronal transforma a la variable aleatoria de entrada en
otra de salida Y = f,,(X) que es parametrizada por w y b. La informacién
generada por la variable aleatoria f,, ,(X) es la c—algebra £, = o(fup(X)) (es
decir, la menor o —4algebra que hace medible a f,, ,(X)). Todas estas c—algebras
generan toda la informacion de salida € =/, £, que es la o—élgebra gene-
rada por la unién (J,, , Ewp- (La notacion € viene de ezit, salida en inglés).

En general, la variable aleatoria objetivo Z (que supondremos de cuadra-
do integrable) no esta determinada por la informacion €. El problema enton-
ces puede formularse como: dada la informacion de salida &£, hallar la mejor
aprorimacion de Z basada en la informacion £. Esta es la variable aleatoria
Z = E[Z|€], que se llama la esperanza condicional de Z dado &. Es E—medible
y minimiza la distancia a Z entre todas las variables aleatorias U de cuadrado
integrable que son £ —medibles:

dist(Z,Z) = min_ dist(U, Z).
U, £—medible
Es decir, Z es la proyeccion ortogonal de Z sobre el subespacio de las variables

E—medibles de cuadrado integrable (con respecto al producto interno (X,Y) =
E[XY]). Como cada salida f,;(X) es £—medible, para todo (w,b) vale

Clw,b) > E[(Z - 2)?)

Esta es una cota inferior ideal para el costo. Se alcanza solamente si Z pertenece
a la familia { f,, s(X)}ws, lo que en general no ocurre, porque la red no produce
todas las variables £ —medibles.

3. La definicion de funcion de costo puede extenderse facilmente al caso en el
que las variables aleatorias son conocidas por mediciones. Consideremos n me-
diciones de las variables aleatorias (X, Z) dadas por (x1, z1), ..., (Zn, 2,). Esto
forma lo que se denomina como el conjunto de entrenamiento de la red neuronal.
Entonces, en este caso la funcién de costo se define como

. 1 & )
C(wab) - n ;(fw,b(mz) Zz) )
que es la media empirica del cuadrado de la diferencia entre Y y Z.

Observemos que en el caso trivial en el que las variables X y Z son independientes,
la red neuronal es poco lo que puede hacer. En efecto, si X y Z son independientes,



24 3. FUNCIONES DE COSTO

entonces también lo seran f,,,(X) y Z con lo que la informacion de salida £ va a ser
independiente de Z. En consecuencia, nuestro mejor estimador sera

Z = E[Z|€] = E[Z].

Es decir que el mejor estimador es simplemente un nimero que es el promedio de mis
mediciones.

3.2.4. Entropia cruzada. Vamos a presentar la definicién y propiedades de la
entropia cruzada para el caso unidimensional. Méas adelante lo usaremos en el caso de
dimensién 2.

Sean p y ¢ dos densidades en R. Se define la log-verosimilitud negativa de ¢ como

—lg(z) = —Ing(z).

Esta funcion mide la informacion proporcionada por ¢(z). Observemos que si ¢(x)
es grande, quiere decir que estamos en regiones de alta probabilidad con lo que no
tenemos mayor detalle de lo que ocurre y en ese caso —(,(z) es pequeno (para una
probabilidad discreta, cercano a 0). Mientras que si g(z) ~ 0, estamos en regiones
de baja probabilidad, con lo que ese dato nos da informaciéon mucho mas precisa y
—Lly(x) > 1.

La funcion de entropia cruzada de p con respecto a ¢ se define como la esperanza
con respecto a p de la funcion de verosimilitud negativa de ¢, es decir

S(p,q) =EP[—{,] = — /Rp(x) Ing(z) dz.

Esta funcién mide la informacién proporcionada por ¢ desde el punto de vista de la
distribucion p que se supone conocida. Para probabilidades discretas (con la suma en
lugar de la integral), como ¢ € (0, 1] se tiene —Ing > 0 y por lo tanto S(p,q) > 0. Sin
embargo tenemos un resultado mas fino:

PROPOSICION 3.2.1. Se tiene la desigualdad S(p,q) > H(p) (si H(p) es finita; en
general, lo que se prueba es [ pln(p/q) > 0), donde H(p) es la entropia de Shannon
definida como

H(p) = S(p.p) = ~B16] == [ plo)npla) d

DEMOSTRACION. Usamos la convencion 0In0 = 0 y llamamos A = {p > 0}.
Entonces

q(x)
S(p.q) — H(p) = —/p(ﬂf) In ——dux
A p(z)
(el integrando solo importa donde p > 0). Ahora usamos la desigualdad elemental
Int <t—1parat>0,esdecir, —Int > 1 —t, y obtenemos

S(p,Q)—H(p)z/Ap(x) (1—%) dx:/Ap(x)dm—Aq(x)dle—AQ(x)dx > 0,

porque [,q < [pq=1. Luego S(p,q) — H(p) > 0.

Si hay igualdad, entonces las dos desigualdades anteriores son igualdades. Como
Int < t—1 parat # 1, la primera obliga a que ¢ = p en casi todo punto de A; y la
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segunda a que fA q = 1, es decir, que ¢ = 0 en casi todo punto fuera de A. Como p =0
fuera de A, resulta p = ¢ en casi todo punto. La reciproca es inmediata. O]

Este resultado nos dice que dada una densidad p, el minimo de la entropia cruzada
S(p,q) se alcanza cuando ¢ = p y ese minimo coincide con la entropia de Shannon
de la densidad p. La diferencia S(p,q) — H(p) = [pln(p/q) se Nlama divergencia de
Kullback—Leibler de p respecto de q.

Observemos que en el caso de densidades continuas, la entropia H(p) puede ser
finita (positiva o negativa) o bien puede ser infinita, pero si p es una probabilidad
discreta, entonces H(p) > 0 (con H(p) = 0 siy solo si p es una delta); es finita si el
soporte es finito, pero puede ser 400 si el soporte es infinito numerable.

Para densidades continuas con esperanza y varianza finitas, la entropia de Shannon
esta acotada superiormente (aunque, en general, puede valer —oo):

COROLARIO 3.2.2. Sea X una variable aleatoria sobre R con densidad p. Asumimos
que X tiene esperanza y varianza finita. Entonces

1
H(p) < 1 n(2reV (X)),
donde V(X) = E[(X — E[X])?] es la varianza.
DEMOSTRACION. Llamemos p = E[X] y 0? = V[X]. Definamos ahora la densi-

(z—p)?
. . . 1 —_ T/
dad normal ¢ con misma esperanza y varianza que p, es decir, g(z) = =—e 27

Observemos entonces que por la Proposicion 3.2.1 se tiene que

H(p) < S(p,q).
Ahora, la entropia cruzada de p con respecto a ¢ se puede calcular explicitamente:

S(p.q) = — / p(r) Ing(s) d = 3 In(2m0) + / p(a) (@ — p)? de

R

1 1 1
=3 In(270?) + 55 In(27ec?),

usando que [, p(x)(x — p)?da = o2, Luego H(p) < 3 In(2meo?). Esto finaliza la demos-
tracion. Observemos que la igualdad se alcanza para variables aleatorias normalmente
distribuidas. 0

OBSERVACION 3.2.3. La entropia cruzada se utiliza por lo general en problemas de
clasificacion, mientras que el error cuadratico medio es usado en problemas de regresion.

3.3. Funciones de costo y regularizaciéon

Para evitar los problemas de sobreajuste de los datos de entrenamiento (overfitting),
es conveniente agregar términos adicionales a las funciones de costo. Se puede observar
que el modelo suele sobreajustar los datos de entrenamiento si se permite que los
pardmetros tomen valores arbitrariamente grandes. Sin embargo, si se restringen los
valores de los parametros a permanecer acotados, esto impide que el modelo pase por
todos los puntos de entrenamiento y por ende previene el sobreajuste.

Para lograr esta restriccion, se suelen usar términos de regularizacion a las funciones
de costo. Los términos més usuales son tipo L' o L2.
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Regularizacion L*. Consideremos los parametros w € R™. Su norma euclidea (o
2y es lwls = (O, w?)lﬂ, de modo que [|[w||3 = > w?. La funcion de costo con
la regularizacion L? se obtiene sumando un miltiplo del cuadrado de la norma a la
funcién de costo original

O (w) = C(w) + Allwl3,

donde A > 0 es un hiperparametro (que en la Seccion 3.5 se interpretard como un
multiplicador de Lagrange) que regula el equilibrio entre el tamafno de los pesos y
el minimo de C(w). Un valor grande de A significa un valor pequeno de los pesos a
costa de un valor grande para C(w). Anéalogamente, un valor pequefio de A permite
valores grandes de los pesos y un valor mas pequeno del costo, con el riesgo de que el
modelo sobreajuste. El valor del hiperpardmetro A debe ser seleccionado para conseguir
minimizar el sobreajuste sin aumentar demasiado el costo.

Regularizacion L'. La norma L' de w € R™ se define como ||wlj; = .7, |w;|.
Luego, la funcién costo con regularizacién L' se define como

CM(w) = C(w) + Allw]|1.

El rol del hiperparametro A es similar al caso L2. Observemos que la norma L' no
es diferenciable con lo que algunos métodos de minimizacién pueden no funcionar
adecuadamente. A cambio, la regularizacion L! favorece soluciones ralas, con muchos
pesos exactamente nulos, y ese es el principal motivo para usarla.

Regularizacion potencial. Esta es una generalizacion de las dos regularizaciones
previas. Se considera una funcion U: R™ — [0,00) tal que U(x) = 0 si y s6lo si x =0
(en particular, U tiene un minimo global en 0). En el caso en que U sea de clase C?,
esto implica necesariamente que VU (0) = 0 y D?U(0) > 0. La funcién U, llamada
funcién potencial, es una generalizaciéon de las normas L' y L2.

La funcién de costo regularizada se define entonces como
G(w) =C(w) + AU (w), A > 0.

La eleccion del potencial 6ptimo que posea las mejores propiedades de regulari-
zacién para una funcion de costo dada, se realiza verificando su performance en el
conjunto de validacion (ver la seccion siguiente). El error de validacion debe decrecer
significativamente cuando el término U(w) es agregado a la funcion de costo inicial

C(w).
3.4. Entrenamiento y test de errores

Una de las principales caracteristicas que hace diferente el aprendizaje automatico
(machine learning) a un problema regular de optimizacion, que minimiza sélo un error,
es el problema de doble optimizaciéon con dos tipos diferentes de errores que seran
discutidos en esta seccion. Es la diferencia entre estos dos errores lo que determinaré
qué tan bien funciona el algoritmo de aprendizaje automético.

En un enfoque basado en aprendizaje automético el conjunto de datos {(x;, 2;) bier
es dividido en tres partes: conjunto de entrenamiento, conjunto de testeo y conjunto
de validacion. Se asume que todos estos conjuntos poseen idéntica distribucion, siendo
generados por una distribucién de probabilidad en comin. Otra hipotesis es que cada
uno de estos conjuntos de datos son independientes entre si. En cuanto a los tamanos,



3.4. ENTRENAMIENTO Y TEST DE ERRORES 27

el mas grande de estos conjuntos de datos es el de entrenamiento 7 que suele tener
aproximadamente el 70 % de los datos. El segundo es el de testeo T que tiene aproxi-
madamente el 20 % de los datos. Finalmente el de validacion V con aproximadamente
el 10 %.

La funcién de costo evaluada en los datos del conjunto de entrenamiento se llama
el error de entrenamiento. Similarmente, la funcién de costo evaluada en los datos del
conjunto de testeo se llama error de testeo o error de generalizacion. Por ejemplo,

Crlwh) = — S (fusleg) = 5" (2 €T
Crlw ) = 1 3o (funle) =20 (rz) €T,

con m = #T y k= #T, son los errores de entrenamiento y de testeo respectivamente
asociados al promedio de la suma de los cuadrados.

En una primera etapa, un proceso de optimizacion (como el método de descenso
de gradiente) es usado para minimizar el error de entrenamiento Cr(w,b) ajustando
los parametros (w, b). Notemos por (w*, b*) los valores 6ptimos de los parametros. Este
procedimiento se llama entrenamiento.

En una segunda etapa evaluamos el error de testeo en los valores optimales de
los parametros que hayamos, obteniendo un error de testeo Cr(w*,b*). En general, se
espera obtener la desigualdad

Cr(w*,b") < Cr(w*,b").
Las siguientes variantes son posibles:

1. Ambos errores, Cr(w*,b*) y Cr(w*, b*), son pequenios. Esto significa que la red
generaliza bien, es decir que no sélo responde bien en el conjunto de entrena-
miento, sino que también en datos no usados. Este es el escenario deseado en
un algoritmo de aprendizaje automatico.

2. Elerror de entrenamiento Cr(w*, b*) es pequeno, pero el error de testeo Cr(w*, b*)
es aun grande. En este caso la red no generaliza bien. Lo que sucede es que la
red sobreajusta al conjunto de entrenamiento. El caso extremo es que el error de
entrenamiento sea cero, en ese caso la red memoriza los datos de entrenamiento
en el sistema de pesos y sesgos. En estos casos se precisa usar una técnica de
regularizacion. Si luego de esto el error de testeo no disminuye, probablemente
haya que modificar la arquitectura de la red. Una forma es disminuyendo el
nimero de parametros. Esta es la heuristica clasica: sobre-parametrizar la red
lleva a un sobreajuste. En redes modernas muy sobre-parametrizadas se obser-
va, sin embargo, que el error de testeo puede volver a decrecer aun cuando el
error de entrenamiento es nulo (el fenémeno llamado de doble descenso); es un
tema de investigacion activo que no trataremos aqui.

3. Ambos errores, Cr(w*,b*) y Cp(w*,b*), son grandes. En este caso, la red neu-
ronal subajusta los datos de entrenamiento. Para solucionar este problema,
necesitamos aumentar la capacidad de la red cambiando su arquitectura a una
red con mas parametros.
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El conjunto de validacion, V, es usado para ajustar los hiperparametros (tasa de
aprendizaje, profundidad de la red, etc.) de manera tal que el error de validacion sea
el menor posible. Segtn [3], "Finding the optimal hyperparameters is more like an art
rather than science, depending on the scientist’s experience, and we shall not deal with
it here".

error detener el entrenamiento

v

error de prueba

error de entrenamiento

épocas

A
Yy

y» <«
> <

subentrenamiento sobreentrenamiento
FiGURA 3.1. Regiones de sobre y sub entrenamiento para una red neuronal.

Otro tema importante a discutir es el sobre entrenamiento y el tiempo dptimo de
parada del entrenamiento. Entrenando durante un tiempo suficientemente largo (in-
volucrando un nimero suficientemente grande de ciclos) el error de entrenamiento se
puede hacer, en general, muy pequeno. Al principio del periodo de entrenamiento, el
error de testeo también disminuye, hasta que se llega a un punto luego del cual comien-
za a crecer lentamente. Un criterio habitual de parada (parada temprana) es detener
el entrenamiento cuando el error medido sobre datos no usados para entrenar, el de
validacion, llega a su minimo. Si se usara el conjunto de testeo para decidir, dejaria
de ser una estimacion honesta de la generalizacion: el conjunto de testeo debe usarse
una sola vez, al final. Luego de ese instante, la diferencia entre el error de testeo y el
de entrenamiento comienza a crecer, un hecho que lleva al sobreajuste. Es decir, la red
funciona muy bien con los datos de entrenamiento, pero no con los datos de prueba.
Ver Figura 3.1.

3.5. Significado geomeétrico

Si C(w,b) vy U(w) son suaves, entonces la funcién de costo regularizada G(w,b) =
C(w, b) + AU (w) también resulta suave y su minimo se realiza para

(w*,b*) = arg min(C'(w, b) + AU (w)).

En este punto minimo, el gradiente se tiene que anular. En particular V,,C'(w*,b*) =
AV, U(w*). Esto significa que, con b = b* fijo, los vectores normales a las superficies de
nivel de w — C(w, b*) y de U son colineales (el sesgo no se regulariza, y 0,C(w*,b*) =
0). Esto ocurre cuando las superficies de nivel son tangentes. Ver Figura 3.2. Como
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FIGURA 3.2. La funcion de costo C'(w,b) tiene un minimo en M; sus
superficies de nivel vienen dadas por Sy = {C(w,b) = k}. Una de esas
superficies de nivel es tangente a la superficie {U(w) = ¢} en un punto
en donde los gradientes VC'y VU son colineales.

los vectores normales a las superficies de nivel son colineales y tienen sentido opuesto,
resulta que A > 0.

La importancia de A. Para poder entender mejor el rol del multiplicador A,
asumamos por simplicidad que U(w) = ||w||3. Si w* es un punto de contacto entre
{C(w,b) = k} y {U(w) = ¢} (ver Figura 3.2), entonces la ecuacion V,,C(w*,b*) =
—AV,U(w*) se convierte en V,,C'(w*, b*) = —2 w*. Esto implica que

IV C(w®, b)[| = 2AVe,

es decir que la magnitud del vector normal a la superficie {C(w, b) = k} en w* depende
tanto de A\ como de c. Veamos las siguientes observaciones:

1. Asumamos que V,,C(w*,b*) # 0. Entonces valores pequenios (grandes) de ¢
se corresponden con valores grandes (pequenios) de . Equivalentemente, valo-
res pequenos de A se corresponden a valores grandes de los pesos w y valores
grandes de A se corresponden con valores pequenos de w. Este razonamiento es
heuristico: supone que ||V, C(w*,b*)|| no varia demasiado al variar \.

2. Asumamos ahora que V,,C'(w*,b*) = 0. Entonces A = 0 o ¢ = 0. La condicion
¢ = 0 es equivalente a w = 0, lo que implica que w* = 0, es decir que la funcion
de costo C'(w, b) tiene un minimo global en w = 0. Dado que la mayoria de las
funciones de costo no verifican esto, podemos concluir que A = 0 en este caso.

El rol de la restriccion. Sea w* = arg min C'(w,b) y asumamos que w* # 0.
Se tienen dos casos posibles:

1. w* € {w € R": U(w) < c}. Este caso corresponde al caso en que c es suficien-
temente grande tal que el minimo de C'(w, b) esta contenido en el interior de la
superficie {U(w) = c}. Ver Figura 3.3 a. En este caso, elegimos A = 0.

2. w* ¢ {w € R": U(w) < c}. Esta situacion describe el caso en que ¢ es sufi-
cientemente pequeno para que el minimo de C(w,b) esté afuera del dominio
D. = {U(w) < ¢}. En este caso, por ejemplo si C' es convexa, el minimo de
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C(w, b) sobre el dominio D, va a localizarse en el borde, sobre la superficie
{U(w) = ¢}, en un punto w** por el que pase una superficie de nivel de C(w, b)
tangente a la superficie {U(w) = c}, ver Figura 3.3 b. Las incognitas w** y A
satisfacen las ecuaciones

O, C(w™) = =A0, U(w™), U(w™) =c.

Para obtener una aproximacién de la solucién de esta ecuaciéon, minimizamos
G(w,b) = C(w,b) + AU(w) usando un método de descenso de gradiente. El
hiperparametro A\ es ajustado para que el minimo de G sea lo menor posible.

La equivalencia entre minimizar C' + AU (penalizacion) y minimizar C sujeto a U < ¢
(restriccion) vale, por ejemplo, cuando C'y U son convexas, por dualidad de Lagrange;
en general no es cierta.

{U(w) < ¢} {U(w) < ¢}

a b

FIGURA 3.3. La funcién costo C'(w, b) en dos posibilidades distintas: a.
w* € {U(w) < c} b.w* ¢ {U(w) < ¢}

Eliminaciéon del sobreajuste. Hemos visto que en el caso en que el error de
entrenamiento Cr(w, b) es pequeno, mientras que el error de testeo Cr(w, b) es grande,
tenemos un problema de sobreajuste.

Una forma de intentar solucionar este problema es requerir que el vector de pesos
w sea pequeno. La idea es que, cuanto mas pequenos son los pesos, menos depende la
salida de la entrada, y por lo tanto mas préoximos van a estar el error de testeo y el
de entrenamiento. En el caso extremo w = 0 (en todas las capas), la salida fj,(X) es
una constante que depende solo de los sesgos y de las funciones de activacion, y es el
mismo valor sea que el dato pertenezca al testeo o al entrenamiento.

Esto es solo una heuristica: el modelo constante subajusta, de modo que la regulari-
zacion busca un equilibrio entre ambos efectos. Una justificacion cuantitativa requiere
cotas de generalizacion (por ejemplo, en términos de la complejidad de Rademacher;
ver el Capitulo 26 de S. Shalev-Shwartz y S. Ben-David, Understanding Machine Lear-
ning), que no veremos aqui.
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3.6. Resumen

Durante el proceso de aprendizaje, las redes neuronales tratan de igualar sus salidas
a los objetivos dados. Este proceso de aproximacion involucra el uso de funciones de
costo, que miden la diferencia entre lo que es predicho (la salida) y lo que es deseado
(el objetivo). Estas proximidades son de varios tipos, dependiendo de lo que la red esta
tratando de aprender: una funcién, una variable aleatoria, una densidad de probabi-
lidad, etc. Algunas de estas funciones de costo son funciones distancia, mientras que
otras no. Sin embargo todas miden la separacion de la salida respecto del objetivo.

Algunas veces, para eliminar el problema de sobreajuste, la funciéon de costo es
aumentada con un término de regularizacion. Estos términos dependen de los pesos
y tienen la tarea de minimizar el costo sujeto a pesos de magnitudes pequenas. El
coeficiente del término de regularizacion es un hiperparametro que controla el compro-
miso entre el tamano de los pesos y el minimo de la funcién de costo. El valor de este
hiperparametro es ajustado usando el conjunto de validacién.

El conjunto de datos disponibles es dividido en tres partes que son usados para los
siguientes propositos: entrenamiento, testeo y validacion. Cuando la funcién de costo
es calculada usando los datos del conjunto de entrenamiento y se optimiza, se obtiene
el error de entrenamiento. Cuando se usa el conjunto de datos de testeo, se obtiene el
error de testeo. Un pequeno error de entrenamiento junto a un error de testeo grande es
una senal de sobreajuste. Un error de entrenamiento grande es una senal de subajuste.
El propésito de la regularizacion es obtener un menor error de testeo.

3.7. Ejercicios

EJERCICIO 3.7.1. Sean p, p;, q, ¢; funciones positivas en R (de modo que S(p,q) =
—prlnqdas tenga sentido cuando la integral converge) y a € R. Mostrar que se
verifican las siguientes propiedades:

(a) S(p1+p2,q) = S(p1,q) + S(p2,q)
(b) S(ap,q) = aS(p,q) = S(p,q")
(c) S(p, q1g2) = S(p, 1) + S(p, ¢2)-

EJERCICIO 3.7.2. Verificar que la entropia cruzada verifica

S(p.q) > 1— /p(x)q(x) d.

R
EJERCICIO 3.7.3. Sea X una variable aleatoria discreta. Mostrar que H(X) > 0.

EJERCICIO 3.7.4. Asumamos que la variable objetivo Z es £—medible. ;Cuél es la
funcién de error cuadratico medio en este caso?

EJERCICIO 3.7.5. Supongamos que la red tiene una funcién de entrada-salida f,
lineal en w y en b. Probar que la funcion de costo

n
C(w,b) = Z(fw,b(xi) — )%,
i=1
alcanza su minimo en algin par de parametros (w*,b*) (que es unico si la matriz de
datos extendida tiene rango completo), y que este par puede calcularse explicitamente
a partir de las ecuaciones normales.






Capitulo 4
Algoritmos de minimizacién

El proceso de aprendizaje en aprendizaje supervisado consiste en ajustar los para-
metros de la red (pesos y sesgos) hasta que una cierta funcion de costo es minimizada.
Dado que el nimero de pardmetros es muy grande, es necesario contar con un algorit-
mo de minimizacién que sea robusto. En este capitulo veremos algunos algoritmos de
minimizacion y discutiremos ventajas y desventajas de cada uno de estos algoritmos.

El capitulo estudia como minimizar una funciéon de costo. Primero, las propiedades
generales de los minimos (Seccion 4.1); después, los algoritmos de descenso de gradiente
(Seccion 4.2), que son el método de entrenamiento basico, y por altimo la bisqueda
estocéstica (Seccion 4.3). Corresponde al Capitulo 4 de [3].

4.1. Propiedades generales de los minimos

En esta seccion revisaremos algunos conceptos basicos sobre los minimos de fun-
ciones de una o varias variables. Estas técnicas analiticas teoricas s6lo son eficientes
si el niimero de variables no es muy grande. Sin embargo, en aprendizaje automatico,
el niimero de variables es del orden de miles, o0 més. Luego, estos métodos analiticos
clasicos no son eficientes para aplicaciones concretas. Los discutiremos por completitud
y porque son la base de construccion de métodos més sofisticados y robustos.

4.1.1. Funciones de una variable real. Recordemos que si tenemos una fun-
cibn continua f: [a,b] — R, definida en un intervalo compacto, esta es acotada y
alcanza sus cotas dentro del intervalo [a,b]. Es decir, existe (por lo menos) un valor
c € |a, b] tal que

£(0) = min f(x).
z€[a,b]
Este es el minimo global para f(x). Sin embargo, la funcién puede también tener mi-
nimos locales. Més atn, si el valor minimo (ya sea local o global) se encuentra en el
interior del intervalo, i.e. ¢ € (a, b), y si la funcion es diferenciable, entonces tenemos que
f'(¢) = 0. Geométricamente, esto significa que la recta tangente al grafico de y = f(z)
en el punto (¢, f(c)) es horizontal, Recordemos que esta condicion es necesaria, pero
no suficiente. Si, adicionalmente, la funcion es convexa (es decir, verifica f”(z) > 0),
entonces esta condicion resulta suficiente.

4.1.2. Funciones de varias variables reales. Sea K un conjunto compacto en
R™, es decir es un conjunto cerrado y acotado. Por ejemplo, K = [ay,b1] X - -+ X [an, by]
con a;,b; € R, 0 K = {x € R": ||x|| < R}, con R > 0. Si f: K — R es continua,
entonces existe un punto ¢ € K tal que f alcanza su minimo y si, adicionalmente, f es

33
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diferenciable en c y el punto c esta en el interior del compacto K, se tiene que

of .
axi(c) =0, i=1,...,n.

En notacion vectorial, este sistema de ecuaciones se puede escribir como V f(c) = 0.

Esta condicion geométricamente es equivalente a que el plano tangente al gréafico
z = f(x) en el punto (c, f(c)) sea horizontal (i.e. paralelo al hiperplano z = 0 en
R" ={(x,2): x € R",z € R}).

Si f es de clase C?, el desarrollo de Taylor de orden 2 de f(x) en un entorno de
X =ces

Fx) =fle)+) 5. (&) (@i — i)
i=1
1~ 0
52 G (e — ) ) +ofx —cf?)
7,k=1
Si llamamos H f o D?f a la matriz Hessiana o matriz de derivadas segundas, dada por
g_x,%(x) aiafxg( ) amala};n (x)
>f >’f >’f
Hix) = D) — | om0 300 A GO
8xigx1 (X) Bzigxg (X) e gz_g(x)

el desarrollo de Taylor se puede reescribir como

F6) = £€) + VI (e) - (x =€) + 5 0x — YHS(e) (x — ) + ofbx — ¢l

Observemos que la matriz Hessiana resulta simétrica si f € C?, es decir H f(x) =
Hf(x)".
Si se verifica que V f(c) = 0, entonces el desarrollo de Taylor queda

1

F(x) = fle) + 5 = ) H f(e) (x = €)' + of||x — c[?).

Asumamos ahora que la matriz Hessiana es definida positiva, i.e.
vHf(c)vt >0, VveR"\{0}.

Si llamamos ®(x) = xH f(c)x" la forma cuadratica asociada a la matriz Hessiana, esta
es una funcion continua y si llamamos S = {x € R": ||x|| = 1} a la esfera unidad, este
conjunto resulta compacto y por ende existe y € S tal que

0<m=9(y) = ml’élcb(x).
p <SS
Por otro lado, observemos que la forma cuadratica es homogénea de grado 2, es decir:
P(Ax) = (Ax)H f(c)(Mx)" = N2 (xH f(c)x") = \*®(x).

Luego, si x # 0, tenemos que x/[|x|| € S, de donde obtenemos que

1
0<m§q>(i>: ~B(x).
]l 1]l
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Se tiene entonces la siguiente desigualdad para la matriz Hessiana:
(4.1.1) xH f(c)x' > m||x|?, (m > 0).
Con la ayuda de (4.1.1) podemos demostrar el siguiente criterio
PROPOSICION 4.1.1. Sea f una funcidn de clase C? y ¢ € R™ una solucion de

Vf(c) =0. Si la matriz Hessiana de f en c. Hf(c) es definida positiva, entonces c es
un minimo local de f.

DEMOSTRACION. Por lo visto anteriormente, tenemos que f admite el desarrollo

(41.2) )~ f(e) = 3lx— ) H F()(x—<)'+oflx—cl*) = T |x—el*+ ol Jx—e?),

donde hemos usado (4.1.1) en la desigualdad. El término de error, verifica

a2
o o= ) _

x—e ||x —clf?
luego, dado € > 0 existe d > 0 tal que

2
—c

M <e sifx—c| <.
[x — ¢

En particular, tomando ¢ = m/4, tenemos que existe § > 0 tal que
(4.1.3) —%HX—CHQ <o(|x—c|*) silx—c|<é
Combinando (4.1.2) y (4.1.3) obtenemos
fx) = J(e) = Tlx —cf* > 0,
de donde obtenemos el resultado. U

EJEMPLO 4.1.2 (Matriz Hessiana en dimension 2). Si f es de clase C? en R?
entonces su matriz Hessiana tiene la forma

w= (4 ),

Si v = (a,b) € R?, entonces la forma cuadratica asociada es de la forma
VH V! = fu.0> + 2f,ab + f,,b°.

Realizando célculos elementales, si f,, # 0 esta expresion puede escribirse como

2 2
VHth = fxz (CL + @b> + b_ (fx:cfyy - fa?y) :
det H

De esta expresion se deduce facilmente lo siguiente:

1. 51 for >0y det Hf > 0, entonces H f es definida positiva.

2. 51 for <O0ydet Hf > 0, entonces H f es definida negativa.

3. Sidet Hf < 0, entonces H f es indefinida (esto vale también si f,, = 0, pues
det H f es el producto de los autovalores, que entonces tienen signos opuestos).

4. Sidet Hf = 0, entonces H f es semidefinida (algun autovalor es nulo) y estos
criterios no deciden. Para el caso general conviene el criterio de Sylvester.
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EJEMPLO 4.1.3 (Funciones cuadraticas). Sea A € R™" una matriz simétrica y
definida positiva y sean b € R” y d € R. Consideremos la siguiente funcién

f(x):%xAxt—b-x—l—d, x € R".

En coordenadas,

1 n n

[y, 2n) = D) Z AijTTj — Zbkl“k +d.
i,j=1 k=1

La funcion f: R™ — R resulta suave con (Vf(x))' = Ax' — b', Hf(x) = A. Al ser A

definida positiva, f resulta convexa, tiene un tnico punto critico dado por ¢! = A~!b?

que resulta ser un minimo global.

Si a la funcién cuadratica f la restringimos a un conjunto compacto K C R”, puede
ser que el punto critico ¢ pertenezca o no a K. Luego, en el caso en que ¢ € K no
podemos hallar los minimos como puntos criticos de f. Més atin, los minimos de f en
K van a pertenecer a la frontera de K, 0K y para hallarlos habra que utilizar algtin
método alternativo (p.ej. multiplicadores de Lagrange).

4.2. Algoritmos de descenso de gradiente

El algoritmo de descenso de gradiente es un procedimiento para hallar el minimo de
una funcion navegando a través de las curvas de nivel asociadas siguiendo la direccion
de maximo decrecimiento.

4.2.1. Conjuntos de nivel. Consideremos a la funcién z = f(x), x € D C R"
con n > 2 y definamos el conjunto de nivel ¢ € R como

S.=f"({c}) ={x € D: f(x) = c}.
El Teorema de la funcidn implicita nos permite asegurar que si f € C''y Vf(x) # 0
para x € S, el conjunto de nivel S, resulta ser una hipersuperficie (es decir, una super-
ficie de dimension n — 1). A la familia {S.}.cr se la llama la familia de hipersuperficies
de nivel de la funcion f. Para n = 2 se las llama las curvas de nivel. Geométricamente,
las hipersuperficies de nivel se obtienen intersectando el grafico z = f(x) con el plano
horizontal z = ¢. Ver Figura 4.1.

PROPOSICION 4.2.1. FEl gradiente V f es perpendicular a S..

DEMOSTRACION. Sea xg € S, y consideremos una curva x(t), t € (—6,6) tal que
x(0) = xg y x(t) € S, para todo t € (—9,09). Luego, el vector tangente a la curva en
t =0, v=x'(0) es un vector tangente a S. en el punto xq.

Por otro lado, como x(t) € S, para todo t € (—0,9), se tiene que f(x(t)) = ¢ para
todo t € (—6,0). Luego si llamamos ¢(t) = f(x(¢)), tenemos que ¢: (—06,0) — R es
constante, por ende ¢'(t) = 0. Pero

/ d /
0=¢'(t) = . f(x(t)) = Vf(x(t)) - X'(2).
Evaluando en ¢ = 0 obtenemos
Vf(xo) -v=0.
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FIGURA 4.1. Conjuntos de nivel para la funcion z = f(x).

Como Vv es un vector tangente arbitrario, concluimos lo deseado. O

Asumamos ahora que la funcion z = f(x) tiene un minimo local estricto en x* € D,
es decir, existe un entorno V de x* tal que f(x*) < f(x) para todo x € V\{x*}. Notemos
por z* = f(x*) el valor minimo de f en V. Adicionalmente, asumamos que V f(x) # 0
para x € V \ {x*}. Sea B C V una bola cerrada centrada en x*. Como f > z* sobre
la esfera OB (que es compacta), existe mp = mingg f > z*. Para ¢ € (2*,mp), el
conjunto {x € B: f(x) < ¢} es compacto, esta contenido en el interior de B, y crece
con c. Dentro de B tenemos S« N B = {x*} y los conjuntos S, N B, ¢ € (z*,mp),
son hipersuperficies (porque V f # 0) anidadas: cada una encierra a las anteriores. Ver
Figura 4.1.

La demostracion de [3, Lemma 4.2.2] plantea un sistema sobredeterminado (se
impone a la vez o/(0) = vy o/(0) = Vf(x*) = 0), y los Teoremas 4.2.3 y 4.2.4 de ese
libro se apoyan en ella. En su reemplazo damos una demostracién alternativa de un
resultado anélogo al enunciado en [3, Theorem 4.2.3|.

TEOREMA 4.2.2. Asumamos que f: D C R® = R es de clase C?, que x* € D es
un minimo local estricto de f y que existe un entorno ¥V C D de x* tal que V f(x) # 0
para x € V \ {x*}. Entonces existe un entorno abierto W C V de x* tal que, dado
xo € W\ {x*}, exmiste una curva continua 7: [0,1] — R", de clase C' en [0,1), tal que

1. v(0) = xo;
2. y(1) =x*;
8. 7/(t) es perpendicular a Sy para t € [0,1).
DEMOSTRACION. Paso 1: el entorno W. Sean B, mp como arriba, fijemos ¢ €
(z*,mp) y definamos
K. ={xe€B: f(x) <c}, W ={xeintB: f(x) < c}.
K. es compacto y W es un entorno abierto de x*.

Paso 2: el flujo del gradiente. Dado xo € W\ {x*}, sea « la solucion maximal de

(4.2.1) o = -Vf(a), a(0) = xg
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(como f € C?, el campo V[ es C', y hay existencia y unicidad). Se tiene 4 f(«a(t)) =
—|IVf(a®))]]? <0, de modo que f(a(t)) < f(xo) < c. Entonces a no puede salir de
B, pues para hacerlo tendria que cruzar 0B, donde f > mp > c. Luego a(t) € K.
(compacto) para todo t y, por lo tanto, la solucion existe para todo ¢ > 0. Ademas
a(t) # x* para todo t: como x* es un equilibrio de (4.2.1), si a(ty) = x* para algin ¢,
la unicidad daria o = x*, contra a(0) = x¢ # x*. En consecuencia, V f(«a(t)) # 0 para
todo ¢t > 0.

Paso 3: convergencia. La funcion t — f(a(t)) es decreciente y estd acotada in-
feriormente por z*; sea ¢ > z* su limite. Si fuera ¢ > z* entonces «(t) permanece-
ria en el compacto {x € K.: f(x) > ¢}, que no contiene a x* y esta contenido en
V\ {x*}, donde ||V f]| es continua y no se anula; luego ||V f|| > u > 0 en él y resultaria
fla(t)) < f(xo) — p*t — —oo, un absurdo. Por lo tanto, f(a(t)) — 2*. Si ¢, — oo, por
compacidad una subsucesion de «(ty) converge a algin y € K. con f(y) = z*; como x*
es el unico punto de B con f = z*, resulta y = x*. Esto prueba que a(t) — x* cuando
t — o0.

Paso 4: reparametrizacidn. La curva a: [0,00) — R™ verifica a(0) = xq, a(t) — x*
y o/(t) = =V f(a(t)), que es perpendicular a Sy ) por la Proposicion 4.2.1. Para
tener una curva definida en [0, 1] la reparametrizamos:

x* sit=1
%ﬂZ{ ;

a(i5) sio<t<l.

Como t/(1 —t) — oo cuando t — 17, v es continua, v(0) = xg y, para t € [0, 1),

70 = = (75) = ~ =gV,

que es perpendicular a Sy(,()) por la Proposicion 4.2.1. O

La construccion de la curva del Teorema 4.2.2 no es de utilidad a efectos compu-
tacionales. Para poder implementar la construcciéon de la curva, necesitamos poder
aproximarla por una poligonal B, = [xoX; - - - X;,] con las siguientes propiedades:

1. x;, € Sck;
2. cpy1 <cp,parak=0,1,....m—1;
3. el segmento [xzXy41] es perpendicular a S, .

El algoritmo de construccion es el siguiente: empezamos con un punto X, en un
entorno del minimo x*. Elegimos un parametro 7 > 0 pequeno y nos movemos una
distancia 7 de x; siguiendo la direccién normal a S,, hacia el interior de la regién, es
decir en la direccion de —V f(x):

X1 = Xg — T—vf(XO) .
IV f (x0)]
Repetimos este procedimiento y asi obtenemos la sucesion de puntos
Xk+1 = Xk — —Vf(Xk) .
IV f () |

Este procedimiento se contintia y luego de m pasos se llega al punto x,, que esperamos
sea una buena aproximacién del punto buscado x*.
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.Coémo se puede elegir el nimero de pasos m? En otras palabras, ;cémo sabemos
cuando detener el algoritmo? El mejor criterio para detener el algoritmo es continuar
siempre que se verifique que ¢xy1 < ¢g. Para un tamano de paso 7 > 0 fijo, el algoritmo
se detiene en el primer m tal que ¢,,11 > ¢,,; esto ocurre, en la practica, cuando el paso,
que tiene longitud fija 7, ya no permite acercarse més a x*. Heuristicamente, mientras
méas pequeno sea el paso 7, més grande serd el orden de parada m y més proximos
estaremos de x*; y cuando 7 — 0, la linea poligonal B,, aproxima a la curva vy dada
por el Teorema 4.2.2.

Si el algoritmo se detiene luego de m pasos, se tienen las siguientes cotas
(4.2.2) |xg — x*|| — m7 < ||x,,, — X*|| < diam(S,,,),

donde diam(S,) es el diametro del conjunto S, (la segunda desigualdad vale cuando x*
pertenece a la envoltura convexa de S, , por ejemplo si S, es el borde de una region
convexa que contiene a x*). De la primera desigualdad se deduce una cota inferior para
el ntmero de pasos:

> [0 = x| = [l — %"
T
Para demostrar las cotas de (4.2.2), se razona como sigue: Usando la desigualdad
triangular
%0 = x| < flxo = x| + [Ix1 = %ol + - -+ + %1 = Xm| + [ = x7]
=m7 + ||x,, — x|
Para la segunda desigualdad de (4.2.2), usando que x* € conv(S,,,) y que y — ||x,, —y]|

es convexa, se tiene

1" = %p[] < méx [x* —y|[ < sup |x -yl = diam(S,,,).

cm X,yescm

La eleccion del paso 7 en la construccion de la poligonal es muy importante. Se pueden

a b

FIGURA 4.2. La poligonal B,, = [Xq - - - X,,] en dos casos: a. El paso 7 es
grande. b. El paso 7 es pequeno.

tener los casos:

1. Si 7 es grande, el algoritmo para muy tempranamente y no se obtiene una buena
aproximacion de x*. Ver Figura 4.2 a;

2. Si 7 es demasiado pequeno, la cantidad de pasos que se tienen es muy grande
y puede ser muy costoso computacionalmente. Ver Figura 4.2 b.
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En general, el tamano del paso 7 resulta de un compromiso entre el margen de error y
el tiempo de corrida de la aplicacion. Mas adelante formalizaremos esta idea.

4.2.2. Derivadas direccionales. Otro concepto que usaremos es el de derivada
direccional, que mide la tasa de variacion instantidnea de una funcién en un punto al
moverse en una direcciéon dada. Mas precisamente, si u es un vector unitario en R",
f:UCR" = Ryxq € U, laderivada direccional de f en xq en la direcciéon u se define

e of f(xo -+ tu) — f(
R

cuando ese limite existe.

Si la funcion f es diferenciable en xq entonces la derivada direccional en xq existe
en cualquier direccién u y la misma se calcula como

of
—Xp) = Vf Xp) - u.
L (x0) = Vf(x0)

4.2.3. El método de descenso mas rapido. El método de descenso mds rdpido
(steepest descent method en inglés), también llamado método de descenso de gradiente,
es un método numérico basado en un algoritmo voraz (greedy algorithm) por el cual
el minimo de una funcién es buscado dirigiendo cada paso en la direccion en donde la
funcién decrece mas rapidamente.

Para aplicar este método, estamos interesados en encontrar una direccién unitaria
u en la cual f decrezca tanto como sea posible en un paso de tamano 7. Para eso,
usamos la aproximacion lineal

f(xo+7u) — f(x0) = 7V f(%0) - u+o(7).
Como asumimos que 0 < 7 < 1, podemos despreciar el efecto del término de error
o(7) (que es O(7?) si f € C?). Luego, para obtener la direccion u que haga la variacion
lo més negativo posible, usamos la desigualdad de Cauchy—Schwarz para el producto
escalar
—IVF&o)lll[ull < Vf(x0) - u < [|[Vf(xo)|[lul-
Como ||lul| =1 es facil ver que la igualdad inferior es alcanzada si y sélo si
V f(x0)
IV f (o)
Luego, el cambio més grande en la funciéon es aproximadamente igual a
f(xo+1u) = f(x0) 2 7V f(x0) - u= —7|[Vf(x0)].-

La constante 7 es llamada el paso. De la relaciéon previa, el cambio en la funcién en
cada paso es proporcional a la magnitud del gradiente y al paso.

El algoritmo consiste en la siguiente iteraciéon que construye la siguiente sucesion
{Xk}k203

1. Elegir un punto inicial xq (idealmente, en la cuenca de atraccion de un minimo

de f).

2. Construir la sucesion {xj}r>o usando la iteracion

e VI
(4.2.3) T IV )
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Esta construccion garantiza un cambio negativo en la funcién objetivo que es dado por
f(Xea) = f(x) > =7V f(xi)] <0.

Notemos que el segmento [x;X;41] es perpendicular a la hipersuperficie Sy(x,). Lue-
go, obtenemos la poligonal B, = [x¢X; - - X,,] de la Seccion 4.2.1, que es una aproxi-
maciéon de la curva v dada en el Teorema 4.2.2.

Sin embargo esta construccion tiene un inconveniente, que arreglaremos en breve.
Como ||X41 — Xk|| = 7 > 0, la sucesion aproximante {xy }x>0 no converge, luego puede
facilmente perder el punto minimo x*. Para superar este problema, vamos a utilizar un
paso 7, variable en el sentido que se vuelva mas pequeno cuando la funciéon cambie mas
lentamente (cuando el gradiente sea pequeno). Asumiremos que el paso es proporcional
al tamarno del gradiente de f con una constante de proporcionalidad 1 > 0, es decir
e = ||V f(xx)]. (De aqui en adelante, la tasa de aprendizaje es n; el simbolo 7 queda
para el paso normalizado de (4.2.3).) Entonces la iteracion (4.2.3) resulta

(4.2.4) Xpt1 = X — NV [ (X))

PROPOSICION 4.2.3. Con las hipdtesis del Teorema 4.2.2, supongamos ademds que
la sucesion {xy }r>o definida en (4.2.4) estd contenida en un compacto K C V. Entonces
{x1} resulta convergente si y sdlo si la sucesion de gradientes tiende a 0, V f(x;) — 0
cuando k — oo.

La demostracion de [3] de la implicacion “<” no es correcta (estima ||x" P —x"|| con
p fijo, lo que no alcanza para probar que la sucesion es de Cauchy). Para subsanarlo,
necesitamos un lema de espacios métricos.

LEMA 4.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico y sea {x, tnen C X una sucesion con la
siguiente propiedad: Erxiste xy € X tal que para toda subsucesion {x,, tren C {Tn}nen
existe una sub-subsucesion {xnkj bien C {@n, bren tal que Tpy,, = Lo cuando j — 00.
Entonces x,, — x¢ cuando n — 0o.

DEMOSTRACION. Supongamos que x, 7 o cuando n — oo. Entonces existe
e > 0 tal que d(z,,xy) > ¢ para infinitos n € N. Luego, existe una subsucesiéon
{Zn, tren C {xn}nen tal que d(z,,,z0) > € para todo k € N. Pero entonces existe una
sub-subsucesion {xnkj }ien C {zn, Jren tal que Ty, = Lo CON lo cual d(xnkj,xo) < e si
7 > N, lo que es un absurdo y el lema queda demostrado. O]

Ahora si, podemos demostrar la Proposicion 4.2.3

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4.2.3. Asumamos primero que {Xy}x>0 €s
convergente. De (4.2.4) tenemos que

[%r1 — Xill = 0l V f (x)]-
Como la sucesion es convergente, el lado izquierdo tiende a 0, lo que prueba lo deseado.

Asumamos ahora que V f(x;) — 0. Para ver que {Xy } x>0 es convergente usaremos el
Lema 4.2.4. Para eso, tomemos {X, }jen C {Xx}ren. Como la sucesion original {Xp, }ren
estd contenida en el compacto K, también lo es la subsucesion {x, }jen. Luego existe
una sub-subsucesion {iji}iEN C {Xg, }jen convergente. Sea Xg = lim; o Xg;, . Por
hipoétesis, tenemos que

V(o) = lim Vf(xg, ) = 0.
1—»00 v
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Como K es cerrado, xg € K, y como en V el Ginico punto critico de f es x*, sigue que
Xg = X* y por el Lema 4.2.4 concluimos que x;, — x*.

Esto concluye la demostracion. 0]

Observemos que si f es de clase C! y estamos en las hip6tesis de la Proposicion
4.2.3, entonces x, — x* y Vf(xx) = Vf(x*) =0.

EJEMPLO 4.2.5. Consideremos la funcion f: (0,1)x(—2,2) — R dada por f(z,y) =
%yQ — x. Su grafico se ve en la Figura 4.3. Notemos que f no tiene puntos criticos, pues
Vf(z,y) = (—1,y) tiene la primera componente no nula, y que decrece hacia el punto
(1,0), que esta en la frontera del dominio y no pertenece a él: el ejemplo ilustra el
comportamiento de la iteracién en un valle que desciende hasta salir del dominio. Sea
(20, Y0) un punto del dominio de la funcion. El gradiente de f es el ya indicado, y la
ecuacion 4.2.4 se traduce en

Tpy1 = T + 1,
Ykt = (1 = n)yr.

Esta iteracion se puede resolver explicitamente como

rr = kn + xo,
yr = (1 —n)*0o.

La sucesion {yx}x>0 converge si |1 —n| < 1, es decir si 0 < 7 < 2. Hay dos casos que
llevan a comportamientos bien distintos en la iteracién:

1.Si 0 < < 1, la sucesion gy, converge a 0 de manera mono6tona con signo
constante (el signo de yp). La sucesion xy, es una progresion aritmética con paso
igual a la tasa de aprendizaje 1. La iteracion se detiene cuando xj sale del
dominio (i.e. z > 1). El valor de salida es m = L%J Ver Figura 4.4 a.

2. Si1l < n<2,lasucesion y, converge a 0 de forma oscilatoria. Esto corresponde
a la situacion en la que la iteracion asciende las paredes del can6én sobrepasando
el fondo del canén. Ver Figura 4.4 b.

FIGURA 4.3. El grafico de z = 1y* — x.
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F1GURA 4.4. Tteraciones: a. Caso 0 <n < 1. b. Caso 1 <n < 2.

4.2.4. Efecto de la curvatura y método de Newton. El método de descenso
de gradiente no toma en consideracion la curvatura de la superficie z = f(x), que esta
descripta por la matriz Hessiana H f(x). Necesitaremos algunas propiedades de esta
matriz.

PROPOSICION 4.2.6. Sea f: D C R"™ — R una funcion de clase C*. Valen las
stguientes propiedades:

(a) La matriz Hessiana es simétrica;

(b) Para todo x € D, los autovalores de H f(x) son reales;

(¢) Para todo x € D, la matriz Hessiana H f(x) es diagonalizable y eziste una base
ortonormal {u;}1<,;<, de R"™ formada por autovectores de H f(x).

(d) Dado v € R™, si definimos v; = v - u;, se tiene que

VvHf(x)v' = Z \ivs,
i=1

donde \; es el autovalor correspondiente a w; (los \; son los autovalores de
Hf(x) contados segin su multiplicidad).

(e) Sillamamos Amin Y Amaz al menor y mayor autovalor de H f(x) respectivamente,
entonces

)‘minHVH2 < VHf(X>Vt < )‘maxHVH2~

DEMOSTRACION. Para ver (a), s6lo hay que observar que como f € C?, entonces

N
6@8% N E)xﬁxz ’
Las propiedades (b)—(e) son propiedades conocidas de matrices simétricas. O

La formula (4.2.4) provee la recurrencia para el método de descenso de gradiente.
Observamos que la aproximacion lineal

f(Xn41) = f(xx) + VF(x) - (Xp+1 — Xx)
= f(xe) = nllVf(xi)[? < fx),
produce un valor de f menor que el valor previo. Pero esto es s6lo una aproximacion que

se verifica al eliminar la correccién cuadratica y funciona para valores pequetios de 7. Si
tomamos en consideraciéon los términos cuadréticos, entonces vemos que la desigualdad
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puede no ser mas cierta. Para estudiar este caso, hacemos una aproximacion de segundo
orden

J&ir1) = f(xr) + V(%) - (X — %) + %(le — xp) H f (%) (Xp1 — X)"

= (1) = 0V (xe) | + %QVf(Xk)Hf(Xk)Vf(Xk)t~

El dltimo término es el término de correccién debido a la curvatura de f. Hay dos casos
de importancia que vale la pena resaltar:

1. El Hessiano H f es definido negativo (en ese caso el punto critico es un méaximo,
no un minimo, asi que este caso solo ilustra el signo de la correcciéon). Entonces
el término de correccién es negativo, luego la aproximacion de Taylor implica

fxirn) < fOa) = IV F(xi)lI” < f (),

es decir que para cualquier tasa de aprendizaje n > 0 cada iteracién provee un
valor de f mas pequeno.

2. El Hessiano H f es definido positivo. En este caso el término de correccion
es positivo. La Proposicion 4.2.6, parte (e), nos da una cota de error para el
término de correccion:

U > b 2
0 S 9 )\mlnva(Xk)H S 9 Vf(Xk)Hf(Xk)Vf(Xk;> S 9 /\maXHVf(Xk)H .

Luego al comparar los valores de f en iteraciones sucesivas, obtenemos

S (Xg1) 2 f(xi) = 0V f ()17 + %2Vf(xk)Hf(xk)Vf(xk)t

2
< J ) = VIO I+ o hma [V F ()],

(donde Apax es el mayor autovalor de H f(xy); para una cota uniforme se toma
el supremo sobre la region que recorren las iteraciones), y este ultimo término
es menor que f(xy) siy solo si

772

2
Luego, si la tasa de aprendizaje verifica (4.2.5), entonces la aproximacion cua-
dratica nos da un valor para f(xg;;) menor que f(Xy).

3. El Hessiano H f es indefinido (punto silla, el caso tipico en funciones de costo de
redes). El término de correccion puede tener cualquier signo, segtn la direccion
de Vf(xy) respecto de los autovectores.

Amax < 0 &= n <

(4.2.5) —n +

A1’1’134)(

El argumento anterior es heuristico, porque se usa ~ y luego una desigualdad. Una
version rigurosa es la siguiente.

LEMA 4.2.7 (Lema del descenso). Sea f: R" — R de clase C' con V f Lipschitz de
constante L, es decir, |[Vf(x) — Vf(y)|| < L||x —y||. Entonces, para todo x y todo
n>0,

Ln 2
flx =V F(0) < Fx) = (1= S ) IVFGII

En particular, si0 <n < 2/L y Vf(x)#0, el valor de f disminuye estrictamente.
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DEMOSTRACION. Sea y = x — nV f(x). Por el teorema fundamental del célculo,
1 1
FO=10) = [ V1Gcts(y=20)(y=x) ds = T ly=x)+ | (V1 Gcts(y=0) =T 1)) -(y—x) ds.

La integral se acota, por Cauchy—Schwarz y la hipotesis, por fol Ls|ly —x||?ds = £|ly —
2
x|[*. Como y —x = —V f(x), queda f(y) — f(x) < =V (x)|* + |V f(=)|* O

Si f es de clase C?, la constante L se puede tomar como el supremo de Apax en
valor absoluto de H f, lo que explica la condicion (4.2.5).

El método de Newton (o método del Hessiano) usa la informacion de curvatura de
otra manera: en lugar de (4.2.4), cuando H f(x}) es inversible, itera

X1 = Xg — (Hf(xk))_1Vf(xk),

que es el punto critico de la aproximaciéon cuadratica de f en xj;. Requiere calcular e
invertir el Hessiano en cada paso, lo que es muy costoso cuando hay muchos pardmetros.

4.3. Brusqueda estocastica

El método de descenso de gradiente no provee resultados satisfactorios en todos los
casos. Esto puede ser corregido con ciertas variantes del método. Pero, algunas veces es
necesario modificar el método para evitar caer en regiones plateau (donde el gradiente
es muy pequeno sin que en esa region se encuentre el minimo buscado) y el método de
descenso se vuelve muy ineficiente. En esta seccion presentamos un método que tiene
una variante estocastica que soluciona este inconveniente. El minimo es buscado a lo
largo de un procesos de difusion aleatoria en lugar de seguir un camino deterministico.

4.3.1. Modelo deterministico. Para entender la idea que vamos a utilizar,
analicemos primero el modelo deterministico de descenso de gradiente desde otra pers-
pectiva.

Supongamos que elegimos un punto de partida xy y queremos encontrar el camino
més rapido para llegar a x*, el minimo de nuestra funciéon f. La idea entonces es buscar
ese camino x(t) como una curva integral de un cierto campo vectorial b(x), i.e.

x'(t) = b(x(t)), x(0) = xo.

El objetivo entonces es el de encontrar al campo b(x) de manera tal que la funcion
o(t) := f(x(t)) decaiga lo méas rapidamente posible. Luego, calculamos la derivada de

o(t):
Q'(t) = %f(X(t)) = Vf(x(t) x'(t) = Vf(x(t)) - b(x(t)).

Entre los campos con ||b(x)|| dado, esta derivada se hace minima (por Cauchy-Schwarz)
si b(x) = —=AV f(x) con A > 0, es decir, si usamos el método de descenso de gradiente.
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4.3.2. Variante estocastica. Observemos que en el modelo determinista (des-
censo de gradiente) si se ingresa en una region en donde el gradiente de f es pequeno,
la tasa de cambio de la trayectoria x(¢) es pequena, entonces el tiempo que tarda en
salir de esa region (asumiendo que el minimo atin se encuentra lejos) puede ser muy
grande. Una manera de solucionar este problema es introducir ruido o un componente
aleatorio. La idea va a ser que este ruido sea chico en regiones donde el gradiente de f
sea grande pero que el ruido aumente si se ingresa a una region de plateau.

Para poder avanzar en la introduccién del ruido, veamos primero unos conceptos
probabilisticos.

4.8.2.1.  Movimiento Browniano y ruido blanco. Vamos a dar una muy breve defi-
nicién e introducciéon a este tema. Recomendamos una lectura mas detallada del mismo
y pueden hacerlo, por ejemplo, en [4, 5| o en las notas [7].

DEFINICION 4.3.1. Un movimiento Browniano, o proceso de Wiener, es un proceso
estocastico Wy, t > 0, tal que

1. Wy = 0 casi seguramente;

2. 510 <wu<s<t,entonces Wy — W y Wy — W, son independientes (el proceso
tiene incrementos independientes);

3. t — W, es continuo casi seguramente;

4. los incrementos estan normalmente distribuidos, con Wy — Wy ~ N(0, |t — s|).

Observemos que por 1y 4 tenemos que E[W;] =0y E[W?] = t.
Un movimiento Browniano m—dimensional es un vector W, = (W}, ... W) en

donde cada componente W} es un movimiento Browniano dado por la Definicion 4.3.1
y son independientes.

Sea b: R"” — R" un campo vectorial de clase C! y sea o: R” — R™ ™ una matriz
de clase C*.

Se define entonces el proceso estocastico X; € R"™ como la solucion de la ecuaciéon
diferencial estocastica

Al campo b(x) se lo llama la deriva (en inglés drift) y a la matriz o(x) se la llama
difusion (en inglés diffusion).
Para entender lo que significa una solucion de (4.3.1), es conveniente mirar la

ecuacion a tiempo discreto. Fijemos un 6 > 0 y tomemos t; = kd. Notemos ademas
X = Xi,. Entonces (4.3.1) se transforma en

Xk+1 — ch = b(Xk)cS + O'(X'k)(l/vtk+1 — Wtk)
Si usamos la condicion 4 de la Definicién 4.3.1, entonces By, := W, —W;, ~ N(0,01,,)
(donde I,,, es la identidad de R™*™)  luego llegamos a
(Este esquema se llama el método de Fuler-Maruyama para la aproximacion de ecua-
ciones diferenciales estocasticas)

Comparemos (4.3.2) con el método de descenso de gradiente (4.2.4). Observemos
que si tomamos b(x) = —V f(x) lo que tenemos es una perturbacion aleatoria del
descenso de gradiente.
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Razonemos ahora como en la seccién previa. Lo que queremos es buscar entonces
el campo b(x) y la matriz de difusion o(x) de manera tal que f(X;) decaiga lo més
rapidamente posible. Al ser un objeto aleatorio, lo que se busca es que decaiga en
promedio lo mas rapidamente posible. Luego, la cantidad a analizar es

p(t) = E[f(X:)|Xo = x0].

Para analizar la variacion de p(t), se usa la férmula de Dynkin (ver [4])

(1.3.3) (L + 6) = p(t) + OBLAF(X,)|Xo = x0] + 0(0),
donde
= = — tr(AHf) +b-V/.
Af i;a”axiaxj +;bk8xk tr(AHf) +b-Vf
con '
A = (a;j)1<ij<n, A= ioat y b= (by,...,b,).

Ahora, cuando la curva se encuentra en el plateau, la funcién objetivo es plana,
luego tiene un Hessiano pequeno. Para poder salir del plateau entonces ahi vamos a
definir una matriz de difusion grande. Consecuentemente, elegimos la matriz de difusion
o de manera tal que oo’ sea proporcional a la inversa del Hessiano, i.e.

(4.3.4) oot = ANHf)™

(Esto requiere que H f sea definida positiva en cada punto, para que (H f)~! exista y
o pueda definirse; en un plateau, Hf — 0 y su inversa crece sin control.) Con esta
eleccion, obtenemos

AJ(x) = GA+ V() - b(x),

y ahora, para minimizar Af(x) elegimos b(x) = —nV f(x), de donde obtenemos
n
Af(x) = 22—V S0

Si queremos que Af(x) < 0 necesitamos que el parametro de ruido A y la tasa 7
verifiquen la relacion

A2
<=V 2,
< V)
Notemos que en un plateau ||V f|| ~ 0, de modo que esta condicion fuerza a que A

sea chico justamente donde se queria ruido grande: el método es un compromiso entre
ruido y deriva. Para poder entender mejor este método, analicemos un ejemplo sencillo,

EJEMPLO 4.3.2. Consideremos el caso unidimensional dado por la funciéon objetivo
f(xz) = 12? para x € (a,b) con a > 0. Luego la ecuacion estocastica queda dX, =
b(Xy) dt + o(Xy) dWy, Xo = x0 € (a,b).

El Hessiano en este caso coincide con la derivada segunda H f(z) = f"(z) = 1,
luego debemos elegir

=\ = O':\/X.

Por otro lado,



48 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACION
Ahora A y n deben verificar
% <2|f'(z)]? = 227
como x € (a,b) podemos elegir A = 2a?n. La ecuacion estocastica queda

dX; = —nX, dt + VNdW,, X, = xo.

Esta ecuacion se llama ecuacion de Langevin. La solucion a esta ecuacion viene dada
por el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

¢
X, = xpe ™ 4+ \/X/ e 1E=8) qW
0

que es la suma de una funcién deterministica y una integral estocastica. Ahora obser-

([ s dWS)Q] - [

Estas igualdades se ven facilmente recordando que

(4.3.5) E[/Oth(s)dwslzo y E

t N
[ s w2 37 hs) (W = W),
donde N§ =t y observando que E[B;] = 0, E[Bi] = § y By, B; son independientes si
k # j. Ver las propiedades de la Definicién 4.3.1.
Usando (4.3.5), se llega a
A
E[X)] =ze™ y  V[X]= 2_(1 — 7).

n

La media representa la direccion esperada del movimiento, mientras que la integral es

la parte del ruido blanco.

La altura esperada o(t) se puede calcular explicitamente en este caso
1
p(t) = E[f(X,)|Xo = z0] = QE[(Xt)2|X0 = o]

1
-~ _E
2

t t 2
x%e‘m + ZxOﬁe_”t/ e 1) W, + A (/ e t=s) dWS> ]
0 0

1 A 1L/ A A
= (ade™® + (1 —e ")) = =+ (20— = )e?").
2 2n 2\ 2n 2n

Como % = a? < 2, sigue que ¢(t) es decreciente, luego el minimo sera
1A 1
1i =_-— = _g°
i e(t) =55, = 3¢

Aqui el valor %aQ coincide con inf(, ) f por la eleccion A = 2a?n hecha al comienzo.
Notemos ademés que el proceso no respeta la restriccion = € (a,b): el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck tiene soporte en todo R y sale del intervalo casi seguramente. El

ejemplo ilustra, entonces, solamente el calculo de p(t).
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4.4. Resumen

Encontrar el minimo global de una funciéon de costo dada, es un ingrediente im-
portante en cualquier algoritmo de aprendizaje automatico. El proceso de aprendizaje
es asociado con el proceso de ajustar las variable de la funcién de costo en sus valo-
res optimales. Algunos métodos son de primer orden (es decir que involucran solo las
derivadas primeras), como por ejemplo el método de descenso de gradiente lo que los
hace eficientes computacionalmente. Algunos otros métodos son de segundo orden e
involucran las derivadas segundas, como por ejemplo el método del Hessiano.

El méas conocido y utilizado de los métodos para minimizaciéon es el de descenso de
gradiente. Este método es facil de implementar, pero presenta dificultades cuando la
funcién de costo no es convexa. Este método se puede mejorar de varias maneras para
evitar caer en minimos locales o en zonas de plateau. En estas notas sé6lo discutimos
unas pocas variantes, pero pueden consultar en [3] por méas variantes como AdaGrad,
Adam, AdaMax, RMSProp, por ejemplo.

La btsqueda estocastica propone un algoritmo para salir de las zonas de plateau.
Esto involucra la bisqueda de minimos a lo largo de procesos estocasticos en lugar de
curvas deterministicas. Este método, sin embargo, resulta computacionalmente costoso
dado que involucra el calculo de la inversa de la matriz Hessiana de la funcién de costo.

4.5. Ejercicios
EJERCICIO 4.5.1. Sea f(z,y) = e*siny, con (z,y) € (0,1) x (0,%).
(a) Mostrar que f es armonica (i.e. fop + fyy = 0);
(b) Hallar ||V f];
(c) Mostrar que la ecuacion V f = 0 no posee soluciones;
(d) Hallar los maximos y minimos de f (como el dominio es abierto, pueden no
alcanzarse: hallar el supremo y el infimo).

EJERCICIO 4.5.2. Considerar la forma cuadratica Q(x) = $xAx’ — b - x, donde
A € R™™ es una matriz simétrica no singular.

) Hallar el gradiente VQ);

) Escribir la iteracion de descenso de gradiente;
) Hallar el Hessiano HQ);

) Escribir la iteraciéon del método de Newton.

(

(a
(b
¥






Capitulo 5
Neuronas abstractas

El concepto de neuronas abstractas es el componente fundamental de cualquier red
neuronal. Es una unidad que imita el comportamiento de una neurona biolégica y
consiste de una entrada (sefial de entrada), pesos (pesos sinapticos) y una funcion de
activacion (modelo de disparo neuronal). Este capitulo introduce los tipos més comunes
de neuronas (perceptrones, neuronas sigmoides, etc.) e investiga sus propiedades.

Se define la neurona abstracta (Seccion 5.1) y se estudian sus casos principales:
el perceptron (Seccion 5.2), la neurona sigmoide (Seccion 5.3) con su aplicacion a la
regresion logistica (Seccion 5.4), las neuronas lineales (Seccion 5.5) y la neurona de
entrada continua (Seccion 5.6). Corresponde al Capitulo 5 de [3].

5.1. Definicién y propiedades

En vista de los ejemplos presentados en el Capitulo 1, consideremos la siguiente
definicién que formaliza la intuicion desarrollada:

DEFINICION 5.1.1. Una neurona abstracta es un cuadruple (x, w, ¢, y), donde x =
(xo,...,2,) es el vector de entrada, w = (wo, ..., w,) es el vector de pesos, con zy = 1
y wog = b, el sesgo, y ¢ es la funcién de activaciéon que define la funcién de salida

y = p(w-x) = (31 wix;).

La forma en que una neurona abstracta aprende un objetivo deseado z es ajustando
los pesos w de manera tal que una cierta funcién que mide el error entre las variables
deseadas z y las salidas y sea minimizada. Algunas posibles funciones de error las hemos
visto en el Capitulo 3 y los algoritmos de minimizacion los tratamos en el Capitulo 4.

La neurona abstracta estd representada en la Figura 5.1. La unidad de computo
esta dividida en dos partes: la primera contiene el simbolo de sumacion, » |, que indica
la suma de las entradas con los pesos respectivos, vy la segunda contiene a la funcion
de activacion ¢ usada para definir la salida y.

Notemos que el sesgo b esta incluido en el sistema de pesos wy = b con entrada
constante xq = 1. La expresion del producto interno es entonces
WX =wT + -+ wyx, + b.

A los vectores w = (wy, ..., w,) ¥y X = (2o, ..., x,) se los llaman los vectores de pesos
extendidos y de entradas extendidas respectivamente. La funcion de salida y = p(w - x)
se la llama también la funcidn primitiva de la unidad de computo.

Las entradas {z;},—1__, son comunicadas a través de ejes a la unidad de computo
luego de ser previamente multiplicadas por los pesos, ver Figura 5.1. Los datos de
entrada pueden ser de diversos tipos, como por ejemplo:

» binario si ; € {0,1} parai=1,...,n;

51
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y = p(w-x)

FIGURA 5.1. Una neurona abstracta con sesgo b y funcion de activacion .

signo si x; € {—1,1} parai=1,...,n;

digito si x; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} parai =1,...,n;
= numeros reales arbitrarios si x; € R parai=1,...,n;
» nimeros reales acotados si x; € [a,b] parai=1,... n.

Por ejemplo, todo digito escrito a mano puede ser transformado en un dato digital, ver
Figura 5.2. La matriz de 4 x 4 se lee linea a linea y se ubica como una sucesion de
Os y 1s de longitud 16. Se pone un valor de 1 si el pixel asignado es activado en mas
del un 50 %. De otra forma se asigna el valor 0. Codificar caracteres de esta manera es
muy simplista y se pierde informacion sobre formas locales. Sin embargo hay mejores
maneras de codificar figuras usando convoluciones. En general, en el caso de imégenes
en escala en grises, cada pixel tiene una activacion que es un nimero entre 0 y 1 (1
para negro y 0 para blanco).

Digresion: eficiencia de la entrada. (Este argumento, de ingenieria de circuitos,
no se usa en el resto del curso.) Asumamos que uno quiere implementar un circuito de
neuronas. Una pregunta que debe ser hecha es: ;qué tipo de datos es més eficiente?
Equivalentemente, ;cuantos cambios de estado optimizan la informacion transmitida
desde el punto de vista del costo de circuito de implementacién?

1 0 0 1 O

1 1.1 0 0 0 0 0 1 0 O

FIGURA 5.2. La transformacion de 4 x 4 pixeles en una sucesion de Os y 1s.

Para responder a esta pregunta, sea ( el nimero de estados de la senal de entrada,
por ejemplo § = 2 para senales binarias. El nimero de canales o entradas viene dado por
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n. El costo de implementacion, F', se asume (como modelo simplificado) proporcional

tanto con n como con 3, i.e. F' = c¢nf3 donde ¢ > 0 es la constante de proporcionalidad.

Usando n canales con [ estados, nos da un total de 5" entradas posibles. Asumamos

ahora que el costo F' es fijo y tratemos de optimizar la cantidad de nimeros transmitidos
F

como funcién de 3. Consideremos la constante k = %, entonces n = 5 = % Entonces el

numero de entradas totales representadas es f(8) = " = ﬁ%. Para calcular el maximo
de esta funcion, tomamos el logaritmo (que es una funcién mono6tona) g(58) = In f(5) =
glnﬁ y su derivada es ¢'(f8) = %(1 — In ). En consecuencia, el maximo se alcanza
para § = e ~ 2,718. El entero mas proximo a este ntumero es 3, por ende 3 = 3 es
el namero 6ptimo de estados para las senales de entrada desde el punto de vista del
costo.

Sin embargo, este no es el tinico punto de vista y nos centraremos en una teoria de
modelos de neuronas con cualquier niimero de estados para las senales de entrada.

En lo que sigue presentaremos algunos tipos clasicos de neuronas especificando sus
tipos de entradas y funciones de activacion.

5.2. El modelo del perceptrén

Un perceptron es una neurona cuya entrada es cero o uno, i.e. z; € {0,1} , y cuya
funcion de activacion viene dada por la funciéon de Heaviside

(z) 1, six>0
€Tr) =
7 0, siz<0.

La salida del perceptron es una puerta umbral

1, si E?:l W; X5 2 —b

— -x+0b) =
y=plw-x+0) {O, sty wir; < —b.

De esta manera, un perceptrén es una regla que toma decisiones pesando la evidencia
dada por las entradas {x;}i—1,. ,. El umbral —b es una medida de qué tan dificil es
para el perceptron decidir que la salida es 1 (cuanto més chico es —b, es decir, cuanto
mayor es el sesgo b, mas facil es). Para todo propoésito general, el sesgo es visto como
otro peso, denotado por wy.

Veamos la interpretacion geométrica del perceptron. Consideremos un hiperplano
(n — 1)—dimensional en R" definido por

H={xeR": w- -x=—-b},

donde x = (z1,...,2,) y W = (wy,...,w,). El vector normal n es el vector de pesos
n = w. El hiperplano para por un punto p si se verifica la relacion b = —w - p.
Luego el resultado y del perceptron es asociar el valor 0 a uno de los dos semiespacios
determinados por el hiperplano H y 1 al resto. Ver Figura 5.3. En resumen, dado un
borde lineal entre dos regiones, un perceptréon puede determinar a cual regiéon pertenece
un punto dado.

El perceptron puede implementar las puertas logicas AND ("A") y OR ("V"). Esta
propiedad hace importante al perceptréon para calculos logicos.
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> T1

FiGURA 5.3. a. La separacion del plano en semiespacios. b. El grafico
de la funcién de activacion para un perceptréon con dos entradas, x1 y x».

Implementando AND. Consideremos la operacion Booleana definida por la tabla

Ty | Zo | Y =21 N\ X2
00 0
011 0
110 0
111 1

La misma funcion de salida y = x1 A x5 puede ser generada por un perceptrén con
dos entradas z1,x9 € {0, 1}, pesos wy,wy = 1, sesgo b = —1,5 y g = 1, ver Figura 5.4
a. La salida se escribe como

0, sixi+x2<1,5

= + 15— 1,5) = .
y=plort o ) {1, sixy +x0 > 1,5

La condicion {z; + x5 > 1,5} solo se satisface si x1 = x5 = 1, en todos los otros
casos se verifica {x; + xo < 1,5}.

En vista de la interpretacion geométrica del perceptron, la linea 1 +x9 = 1,5 divide
los datos de entrada {(0,0); (0,1); (1,0); (1,1)} en dos clases asociando 1 al semiespacio
{z1 + x5 > 1,5} y 0 al semiespacio {x; + xo < 1,5}. Ver Figura 5.5 a.

.ZL‘():l :E():l

1 w; =1
Yy =1x1 N\ T2 .\> y=x1V T

T2 T2

FiGURA 5.4. Tmplementacion de una funciéon Booleana usando un per-
ceptron: a. La funcion AND. b. La funcion OR.
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{x1 +z2 > 1,5} {z1+z2 > 0,5}
(0,1) ’(1,1) (0,1) (1,1)

{{El +x2 < 1,5} \

(0,0) ’(1,0) (0,0) (1,0)
{I1 + xo < 0,5}

a b
F1GURA 5.5. Particién usando un perceptron; el semiespacio sombreado

es asociado con el valor de salida 1.: a. La funcién AND. b. La funcién
OR.

Implementando OR. Esta funcién Booleana esta definida por la tabla:

Ty | Za | Y =21V T2
00 0
011 1
110 1
111 1

La funciéon de salida y = z1 V 25 es generada por un perceptron con dos entradas
x1, 9 € {0,1}, pesos wy,wy = 1, sesgo b = —0,5 y xo = 1, ver Figura 5.4 b. La salida
se escribe como

0, sixi+x9<0,5
=p(r1+ 29 —0,5) = .
Y 90( ! 2 ) {1, S1 Ty + Zo 20,5
La conclusion sigue de la observacion de que la condicion {x; + z2 < 0,5} se satisface

si y sOlo si 1 = 29 = 0. Ver la Figura 5.5 b para la interpretacion geométrica de este
hecho.

Sin embargo, un perceptron no puede implementar todas las funciones logicas. Por
ejemplo, no puede implementar la funcion XOR (el OR exclusivo), que viene dado por
la tabla

T1 | T2 | Y
01010
Ol1|1
11011
11110

Este hecho fue observado por primera vez por Minsky y Papert [8]. Veremos en
el Capitulo 6 que la funciéon XOR puede ser aprendida por una red neuronal de tres
perceptrones (dos en una capa oculta y uno de salida).
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La imposibilidad de implementar XOR, por un perceptréon sigue del hecho que no
hay una linea que separe los simbolos 0 y 1 en la Figura 5.6 a. Esto puede demostrarse
de varias maneras:

1. Una demostracion sigue como consecuencia de las propiedades de separacion del
plano. Si uno asume por contradiccion la existencia de una linea de separacion,
entonces el plano es dividido por la linea en dos semiplanos, H; y Hs que son
conjuntos convexos (ver Figura 5.6 b). Dado que ambos simbolos 1 pertenecen
a Hy, entonces por convexidad el segmento que los une queda contenido en H;.
Analogamente el segmento que une los simbolos 0 es contenido en H,. Como
H, N Hy, = (, los segmentos que unen los simbolos 1 y 0 deben ser disjuntos,
pero esto es una contradiccion dado que se intersectan (ver Figura 5.6 a).

2. La segunda prueba se basa en motivos algebraicos. Supongamos que un percep-
tron y = p(wix1 +wsxe +b) implementa XOR. Evaluando en los cuatro puntos:
(0,00 0dab<0;(1,1)—»0daw; +ws+b<0; (1,0) —~1daw +b>0;y
(0,1) = 1 da wy + b > 0. Sumando las dos tltimas, w; + ws 4+ 2b > 0, y junto
con wy + wq + b < 0 resulta b > 0 (restando), lo que contradice b < 0.

(0,1 171) @ 7777777777 @

O @ @D

FiGuraA 5.6. Clasificacion de clasteres usando un perceptréon: a. La fun-
cion XOR. b. Una linea divide el plano en dos conjuntos convexos H; y
H,.

Divisiéon de clasteres. Motivados por la aplicacion previa de division de datos
de entrada en clases, lo extendemos al problema mas general de clasificacion en dos
clisteres. Permitimos ahora que los datos de entrada sean ntimeros tomando valores
en el intervalo [0, 1] y asumimos por simplicidad que n = 2. Entonces cada dato es
un par de niimeros reales que se representan como un punto en el cuadrado unitario
[0,1] x [0, 1]. Supongamos ahora que asociamos una etiqueta o caracteristica con dos
posibles valores a cada punto, dada por ‘grupo 1’ (o, color rojo, forma de estrella, etc.)
y ‘grupo 2’ (o, color azul, forma de disco, etc.). La pregunta entonces es: ;puede un
perceptron decidir si un punto dado perteneces a un grupo o al otro? La respuesta va
a depender de la distribuciéon de los datos. Si los datos pueden ser separados por una
linea de manera tal que un grupo quede contenido en un semiplano y el otro en el otro
semiplano, entonces el perceptron podra eventualmente ser capaz de decidir qué grupo
estd asociado con qué etiqueta luego de un adecuado ajuste de los pesos. Para poder
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hacer esto, introducimos la funcion

0, si(x1,22) € G

2z, 20) = ,
(w1, 2) 1, si(z1,22) € Gy,

donde G; y G, representan a “grupo 1”7 y “grupo 2”7 respectivamente. El perceptron
decide entre estos dos grupos si somos capaces de encontrar dos pesos wq,ws y un
sesgo b tales que la linea wyzy + woxy + b = 0 separa a los grupos G; y Gs. Si esto es
posible, la funcion de salida

y = p(wiz + woxs + b)

tendra la misma expresion que la dada para la funciéon z. Los algoritmos de aprendizaje
para el perceptron (como la regla de Rosenblatt) aparecen en los ejercicios al final del
capitulo.

EJEMPLO 5.2.1. Consideremos la entrada (z7,x2), donde z; denota el talle del
calzado y x5 la altura (en pulgadas) de algunas personas en la poblacion. Asociamos
una etiqueta para cada individuo considerando el mapa (z1,z5) — ¢ € {varon, mujer}.
Dado un par (x1,xs), un perceptron es capaz de distinguir si corresponde a un varén o
a una mujer si hay una linea de separacion wyx; + waxs + b = 0 entre los dos grupos.

x2 (altura, pulgadas)
A

75 Ty = 75w1.+ 15 varones
®4° o

° o [ o
: g R

[e=)

mujeres

65 N ‘o.

60

> z1 (talle de calzado)

12 14

F1iGUrA 5.7. Clasificacién de un perceptron entre varones y mujeres. La
linea 9 = —bx1+ 115 es un borde de decision en el espacio {z1, z2} entre
dos clisteres separables linealmente.

Consideremos datos de talle de calzado y altura de una poblaciéon de estudiantes
(datos sintéticos, generados para ilustrar la idea; en [3] se usa un conjunto de datos
real) graficados en la Figura 5.7. Notamos que los grupos de varones y mujeres son
separables linealmente con la linea dada por x9 = —5x; + 115. Luego, dado un tamano
de calzado s y una altura h, el perceptron lo clasificard como “varén” si h > —5s+ 115
y como “mujer” en caso contrario.

Este problema se puede formular en términos de neuronas de varias maneras
1. Primero, asociamos un valor numérico a los datos. Etiquetamos los puntos co-

rrespondientes a varones como z = 1 y a los correspondientes a mujeres como
z = —1. Consideramos la neurona con entrada (x,z3), pesos wi, ws y sesgo b
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teniendo la funcién de activacion

1, siu>0

S p—
=121 gu<o.

La salida de la neurona sera la funcion y = S(wyx1 +wsx2+0), ver la Figura 5.8
a. Si (z1, x2) corresponde a un varon, entonces w1 +wqoza+b > 0, y entonces la
salidaes y = 1. Si (21, x2) corresponde a una mujer, entonces wy 1 +wqora+b < 0,
entonces la salida es y = —1. Los parametros de la linea de separaciéon se
obtienen minimizando la funcién distancia entre la salida y los vectores de
etiquetas como

(wi w;’ b*) = arg min(wl,wg,b) ||y - Z||27
con

Iy -z = 5 (yx) - 2(x))",
x~datos
donde z(x) e y(x) son, respectivamente, las etiquetas y las salidas de los datos
x = (21, x2). Notemos que, con la activacion escalon S, la funcion (wy, ws, b) —
ly — z||* es constante a trozos, con gradiente nulo en casi todo punto, de modo
que no se puede minimizar por descenso de gradiente. Se usa en su lugar la
regla de aprendizaje de Rosenblatt (ver los ejercicios), o bien se reemplaza S
por una activacion suave, como en la Seccion 5.3.

b

= eb y = S(wiz1 + wazs + b)

y1 = softmax(ui,uz2)1

y2 = softmax(u1, uz)2

FIGURA 5.8. a. La neurona con etiquetas z € {—1,1}. b. La red neuro-
nal en el caso de etiquetas en vectores one-hot.

. En este caso usaremos datos etiquetados usando vectores one-hot. Asociamos el

vector (1,0) con varones y (0,1) con mujeres. Consideramos una red neuronal
con entrada x = (z1,x2) y dos neuronas con funcion de activacion softmax:

elt

e"?
et + etz et etz )

(Y1, y2) = softmax(uy, ug) = (

ver Figura 5.8 b. Acd, uy, us son las senales tomadas de las entradas como

U1 = W11T1 + W19 + bl

Uy = W1T1 + WaoTo + bo.
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La funcién costo a ser minimizada en este caso es

S (%) = 21(x))” + (1(x) — 2(x))?).

x~datos

(Con salidas softmax lo natural es usar, en cambio, la entropia cruzada de la
Seccion 3.2.)

5.3. La neurona sigmoide

Hemos visto que un perceptréon funciona como una herramienta que provee de dos
estados de decision, 0 y 1, sin valores intermedios. La situacién puede ser mejorada si
permitimos que la neurona tome valores intermedios en el intervalo (0, 1); de esta forma,
las salidas cercanas a 1 corresponden a decisiones que son mas proclives de ocurrir,
mientras que salidas mas cercanas a 0 representan decisiones con menor chance de
suceder. En este caso, la salida de la neurona ocurre como una medida de verosimilitud
para tomar decisiones.

Una neurona sigmoide es una unidad de computo con entrada x = (z1,...,2,) y
funcion de activacion dada por la funcion logistica

o(z) = —

T ltes
Notamos por w = (wy,...,w,) al vector de pesos y por b al sesgo. La salida de la
neurona es un nimero entre 0 y 1 dado por

1

y=o(w-x+0b) = PEp———

Si consideramos como funcion de activacion a la funcion logistica escalada
1

Cl4e

entonces la salida de la neurona sigmoide tiende a la salida del perceptréon cuando
¢ — 0o (para todo x fuera del hiperplano w - x = b).

Uc(z) c > 0,

La ventaja de este tipo de neuronas es doble: Por un lado aproxima perceptrones
y por otro la funcion de salida es continua con respecto a los pesos. Esto iltimo no
sucede con los perceptrones. Esta propiedad de continuidad es de extrema importancia
en varios algoritmos que veremos mas adelante.

Vale la pena notar la forma en que los pesos w; se relacionan con las entradas z; y la
salida y. Para eso usamos la formula de la inversa de la funcion logistica, 07 (t) = In &
para ¢ € (0,1). Luego la relacion y = o(w - x + b) se convierte en In - = w - x + b.
Evaluemos ahora esta expresion en dos valores diferentes de los ingresos x; = z y
r; =x; + 1L

T lamey = waT1 + - Wiy £ Wy + D,

y|$i:x;+1 =wixy + - Fwi(xf + 1)+ - +wpz, + 0.
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Restando ambas expresiones y usando las propiedades del logaritmo llegamos a la

expresion
= 41
1—y 1Ti=T;
wi=In{—>—"—1,
1-y Ti=r}

(el logaritmo del cociente de las chances y/(1—y), o log-odds ratio), que es una expresion
independiente de z}. Esta expresion permite obtener el valor de los pesos w; de la
neurona en términos de las salidas, si las entradas se modifican en una unidad.

Una neurona sigmoide puede también tener otras funciones de activacion que tengan
un aspecto similar, como la tangente hiperboélica t(z) = tanh z = z;—r::z

Si bien diferentes elecciones de funcion sigmoide pueden tener distintas velocidades
de aprendizaje, desde el punto de vista matematico tienen un tratamiento muy similar.
Por ejemplo, el cambio infinitesimal en la salida de una neurona sigmoide y = p(w -
X + b), con funcion de activacion ¢ en términos de los pesos y sesgo es dada por la

expresion diferencial

—~ Oy Ay
dy = a—widwi + b
=1

:Zg@’(w-X+b):pidwi+go'(w-x+b)db

=1
=1

Notemos que la variacion dy es proporcional a ¢'. Esa constante de proporcionalidad
depende de la funcion sigmoide elegida y en algunos casos es facilmente calculable. Por
ejemplo

o(z) entonces ¢'(z2)=0'(2) =0(2)(1—0(2)),

t(z) entonces ¢'(2) =t'(2) =1 —t*(2).

si p(z) =

i p(z) =

La expresion diferencial, en términos de los gradientes se expresa como
Vy = (Vwy, Oy) = ¢'(W-x+b)(x, 1).

Es decir, el gradiente Vy es proporcional al vector extendido de entradas (x,1) con
constante de proporcionalidad dada por la derivada de la funciéon de activacion .
Usaremos este hecho en el algoritmo de retropropagacion (back-propagation algorithm)
méas adelante.

5.4. Regresion logistica

En esta seccion veremos dos aplicaciones de la neurona sigmoide que aprende usando
una regresion logistica. El primer ejemplo trata con pronosticar la probabilidad de
default de una compaiifa y el segundo con una clasificacion binaria en clasteres.
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5.4.1. Probabilidad de default de una compania. Estamos interesados en
predecir la probabilidad de default de una compania durante un cierto periodo de
tiempo [0, 7] usando una neurona sigmoide. Asumamos que la entrada x de la neurona
es un vector que contiene cierta informaciéon de la misma como, por ejemplo: Reservas
de efectivo, ingresos, costos, gastos de mano de obra, etc. El conjunto de entrenamiento
consiste en n pares {(x;, ;) }1<i<n, con x; como antes y z; € {—1,1}. Un valor z; = 1
significa que la i—ésima compania entr6 en default en el periodo [0,7] y un valor
z; = —1 significa que no entré en default. Las mediciones {(x;, 2;) }1<i<n representan
empiricamente un par de variables aleatorias (X, Z) donde Z toma valores +1 y X es
un vector aleatorio m—dimensional. La probabilidad condicional P(Z]X) viene dada
por la tabla

z —1 1
P(z]x) | 1 — h(x) | h(x)

para una cierta funcion h: R™ — [0, 1], donde m es la dimension de la entrada X (en
esta seccion n es la cantidad de datos). Una forma conveniente de elegir h(x) es usando
una funcion sigmoide

h(x) = o(w - x),

donde, si se desea incluir un sesgo, x y w son los vectores extendidos. El producto
interno w - X se interpreta como el puntaje por defecto de la compania con la entrada x.
Un puntaje alto implica que el valor de o(w-x) es cercano a 1, lo que se interpreta como
una alta probabilidad de default. Por otro lado, un valor bajo (negativo) del puntaje
implica un valor de o(w -x) cercano a 0, que se interpreta como una baja probabilidad
de default.

Observemos que la funcion sigmoide o verifica o(—z) = 1 — o(x), por lo que si
z=—1,
olzw-x) =0(—w-x)=1—-0(w-x) =1— h(x),
ysiz=1,

o(zw - x) = o(w - x) = h(x),

Luego, la tabla previa se puede escribir como

z -1 1
P(z]x) | o(—W - x) | o(W - X)

La distribucion de probabilidad depende entonces de los parametros w y lo conside-
ramos como un modelo de distribuciéon producido por la neurona. El siguiente paso es
encontrar los pesos w para los cuales el modelo de distribuciéon aproxima de la mejor
manera posible a los datos de entrenamiento {(x;, z;) }1<i<n. Esto lo podemos conseguir
eligiendo w de manera tal que la verosimilitud de los datos z; al aproximarse por y;
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sea maxima. Asumiendo independencia de los datos, tenemos

w* = argmaxy, P(21,. .., 2,|X1,. .., X,)

= arg max,, HP<Zi|Xi) = arg max,, In (H P(zi|xi)>
i=1 i=1

= arg max,, Z InP(z;]x;) = arg min,, (— Z In P(zz|xl)>
; i=1

=1

1 n
arg min, ( - ;_1 nP(z;|x ))

Ahora observemos que
I 1 < 1 < 1
—— InP(z|x;) = —— 1 W X)) = —— In ——
" ;:1 nP(z;]x;) - ;:1 no(zw-x;) - ;:1 E pp—

1 n
- Z:; n(l+e )

Luego el peso 6ptimo estad dado por
1 n
W* = arg minw E z; ln(l —+ e_Ziwxi).
i

Esta funcion es la entropia cruzada empirica (Seccion 3.2) entre las etiquetas y las
probabilidades del modelo. Es convexa: derivando dos veces se obtiene el Hessiano
LS o(w)(1—o(u;)) xxt = 0, con u; = z;w-x; (se us6 z7 = 1), que es definido positivo
si los x; generan el espacio. Pero atencién: si los datos son linealmente separables, es
decir, si existe wo con z;wy - x; > 0 para todo i, entonces F'(twg) — 0 cuando t — oo,
mientras que F' > 0 siempre. Luego inf ' = 0 no se alcanza: el “argmin” no existe y
los pesos crecen sin cota (||w| — 00).

Descenso de gradiente. No se tiene una féormula exacta para el valor del peso
optimo w*, asi que lo buscamos aproximar con una sucesiéon w; usando el método de
descenso de gradiente.

Llamemos
1 n
F = — In(1 TRWX;
(W) . ;:1 n(l+e ),

su gradiente viene dado por

—ZiW-X;

1~ zixe 1 « 2iX;
VF(w)=—=-y 222 _ -\~ __ =%
(w) n Z 1 4 e-zwi n ; 1 4 exwi

n
1
= —— E 2iX;0(—2z;W - X;)
n <
i=1
n n
1

1
= — Z 2iX;0(2z;W - X;) — — Z 2iX;.
n n

i=1 i=1
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Luego, dado un peso inicial wy, la sucesién aproximante viene dada por
77 n
i=1

donde 7 > 0 es la tasa de aprendizaje.

Para aplicar este método, asumiendo que tenemos el conjunto de entrenamiento
{(xi, i) }1<i<n ¥ si tenemos una nueva entrada x describiendo los parametros de otra
compaififa queremos entonces evaluar la probabilidad de default de la misma. Entonces
la probabilidad deseada se calcula como h(x) = o(w* - x), donde w* = lim;_,., w;.

5.4.2. Clasificaciéon binaria. Esta seccion trata sobre el uso de una neurona
sigmoide como un clasificador binario. Esto significa que una neurona sigmoide es
entrenada para distinguir entre dos clisteres distintos en el plano en donde se usa
nuevamente la regresion logistica como algoritmo de aprendizaje.

Asumamos que tenemos dos grupos de puntos en el plano: blancos y negros. Que-
remos poder dividir los puntos en dos grupos, el clister de puntos negros denotado
por G; y el claster de puntos blancos denotado por Gs. Si x = (z1,x2) representa las
coordenadas de un punto en el plano, consideramos la funciéon objetivo a la funcion

1, six € Gy

2(x) =
(x) -1, six e G,

Asumamos que existe una linea de decision en el plano dada por wiry + wexe +b =0,
que intenta dividir los puntos de los clusteres G; y Go. Ver Figura 5.9. El objetivo es
ajustar los pardmetros wq,wy y b para que la linea represente la mejor particion de los
datos en los distintos clusteres.

region G
_ 0,5

region Go

FIGURA 5.9. La familia de lineas wyx; +wsx2+b = ¢, ¢ € R. La funcion

sigmodea o mapea cada linea a un punto en (0,1) visto como una pro-
babilidad.

Consideremos la particion del plano en lineas paralelas a la linea de decision
{wixy + wors +b=c: c € R},

ver Figura 5.9. Las lineas con valores de ¢ positivo corresponden a la regién oscura
G,, mientras que las que tienen un valor negativo de ¢ corresponden a la regién G,.
Podemos pensar al plano como una escala de azules desde el blanco, cuando ¢ = —o0,
al azul oscuro, cuando ¢ = +o0.
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Cada punto es aproximadamente del mismo color que el color del fondo que lo rodea.
Si un punto tiene un color que es muy diferente al fondo en donde esté, ese elemento
“sorpresa” es grande y corresponde a una gran cantidad de informacion. Por otro lado,
si el color del punto no difiere del color de su entorno, entonces la informaciéon que
provee ese punto es pequena. Vamos a construir una medida de la informacion basada
en el efecto de esta diferencia de color, que luego serd minimizada. La informacion
asociada a un punto x = (x1, z5) se define como

I(x) = —Ino(z(x)(w-x+b)),

donde w = (w;,ws). Tratemos de entender esta construccion para los puntos mal
clasificados y para los que estan correctamente clasificados.

El caso de puntos mal clasificados. Elijamos un punto mal clasificado con coorde-
nadas x. Es decir un punto que tiene un color diferente al de su entorno. Por ejemplo
tomemos el punto blanco marcado con “1” en la Figura 5.9 (no confundir esas marcas
con las etiquetas z = £1). Este es un punto blanco en una regiéon muy oscura, por lo
que la informacion asociada con este evento es grande. Representamos este hecho en
la figura considerando un radio grande, de manera tal que la informacién esté asocia-
da al area del disco blanco. Tenemos entonces que existe un ¢ > 0 tal que x verifica
W - X + b = ¢. La funcion sigmoide o asocia a ¢ con un valor entre 0 y 1 que puede ser
considerado como una probabilidad P(x) = ¢(c). La informacién asociada con el punto
x viene dada con la funcidn de verosimilitud negativa logaritmica, — InP(x) = —Ino(c).
Si ¢ es grande, entonces o(c) es proxima a 1, luego la informacion — InP(x) es cercana
a 0. Esto no tiene sentido, dado que la informaciéon deberia ser grande. Para solucio-
nar este problema, definimos la informacién levemente diferente, usando la probabi-
lidad complementaria. Dado que el punto es blanco, x € Gy, entonces z(x) = —1.
Definimos entonces la probabilidad como P(x) = o(z(x)c) = o(—c¢) = 1 — o(c).
Luego, cuando ¢ es grande, la probabilidad es cercana a 0, por ende la informaciéon
—InP(x) = —Ino(z(x)c) = —Ino(—c) = —In(1 — o(c)) es también grande.

De manera analoga, para el punto oscuro marcado con “2” dentro de la regién blanca
de la Figura 5.9 va a poseer una informacion alta.

El caso de los puntos correctamente clasificados. Elegimos ahora un punto correc-
tamente clasificado, por ejemplo el punto blanco marcado con “3” en la Figura 5.9
situado en el area blanca. Notamos por x a sus coordenadas y ¢ < 0 a la constante tal
que w - X + b = c. Observemos que si ¢ es grande (en valor absoluto) y asociamos a x la
probabilidad P(x) = o(z(x)c), tenemos en este caso que z(x) = —1 pues X € G, luego
o(z(x)c) estard cerca de 1, luego su logaritmo estara cerca de 0.

Ahora estamos en la posicion de buscar la mejor linea usando la informaciéon como
funciéon de error. Este método resulta equivalente al método de méxima verosimilitud.
Consideramos n puntos del plano con coordenadas x; y tipo de color z; = z(x;), 1 <
1 < n. La informacion total se define como la suma de las informaciones puntuales, es
decir

E(w,b) = Z I(x;) = =Y Ino(z(w-x;+b)).

i=1
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La mejor linea de decision es la que corresponde a los valores w y b que minimicen a
la informacion total E. Estos valores 6ptimos estan dados por

(W*,b%) = argminy, ;) B(w,b) = arg max, ; Z Ino(z(w-x;+b))

=1

= argmax,, 5 In <H o(zi(w-x; + b)))

=1

= arg maxy,  In (H Pw,b(zi|xi)>

i=1
= arg max(y, ;) Pows(21, -y 2nlX1, oy Xn),
donde Py ;(z|x) representa la probabilidad de que el color sea de tipo z dado que

las coordenadas del punto son x. En la dltima igualdad usamos que el logaritmo es
creciente y asumimos que los datos son independientes.

Descenso de gradiente. Como no tenemos una soluciéon explicita para w* y b*
empleamos el método de descenso de gradiente para obtener una aproximacion. El
gradiente se escribe como

VE = (Vo E, 0,E).

Observemos que el error se escribe como

E(w,b) = — Zln o(zi(w-x;+b)) = Zln(l + e~ GilwxiFb)y
i=1

i=1

derivando obtenemos

ZiXg
VWE = — Zl 1 + 6zi(w-xi+b)

Zj
abE - Z 1+ ezi(w-xi-i-b) '

=1
Luego, la sucesion aproximante se construye como
Wiy1 = W; — nvwE(ij bj)
bji1 = b; — N0 E(W;, b)),

donde 7 > 0 es la tasa de aprendizaje.

5.5. Neuronas lineales

Una neurona lineal es una neurona con funcion de activacion lineal p(z) =z y n
entradas aleatorias. Su algoritmo de aprendizaje usa la funciéon de costo de cuadrados
minimos. Estas neuronas se pueden usar para el reconocimiento de patrones, filtraciéon
de datos y, por supuesto, para aproximar funciones lineales.

La neurona tiene n entradas, que son variables aleatorias, Xi,...,X,. Los pesos
para las entradas son ntimeros notados por wy,...,w,. El sesgo es considerado como
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el peso wy = b (ver Figura 5.10). Consideremos X, = 1 constante y usamos la notacion

X:(Xo,Xh...,Xn), w:(wo,wl,...,wn).

1'0:1

Tn

F1GURA 5.10. Neurona lineal con sesgo b y funcion de activaciéon lineal

Dado que la funcién de activacion es la identidad, la salida de la neurona esta dada
por la variable aleatoria unidimencional

Y=Y wX;=w-X
j=0

La salida deseada de la neurona viene dado por una variable aleatoria unidimen-
sional Z. La idea es ajustar el vector de pardmetros w para que Y aprenda Z y el
algoritmo en este caso es el de minimizar la esperanza del cuadrado de la diferencia,
por lo que el parametro 6ptimo es

w* = argmin,, E[(Z — Y)?.

Necesitamos encontrar w* y veremos algunas formas de hacerlo, algunas mas teéricas
y otras mas efectivas computacionalmente.

Solucién exacta. En este caso w* puede hallarse exactamente. En efecto
E[(Z -Y)?| =E[Z*> -2ZY + Y?| =E[Z? - 2Zw - X + (W - X)?]
= E[Z?] - 2E[ZX] - w + E[(wX")(Xw")]
= E[Z% - 2E[ZX] - w + WE[X'X]w'
=7 —2b-w+ wAw',

donde v = E[Z?] es el segundo momento de la variable objetivo Z, b = E[ZX] es el
vector que mide la correlaciéon cruzada entre la entrada y la salida, y

E[XoXo] E[XoXi] -+ E[XoX,]
E[X:Xo] E[X:Xi] - E[X1X,]
A=E[X'X] = , , . .

E[X;Xo] E[X;Xl] ]E[X;Xn]
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es la matriz que describe la autocorrelacion de las entradas. En el analisis que haremos
vamos a asumir que A es no-degenerada y definida positiva (es decir, las entradas son
coherentes).

Vamos a notar a la funcion cuadratica por
£(w)=v—2b-w+wAw",

su gradiente viene dado entonces por (Vy&(w))" = 2Aw’ —2b’ y luego el valor del peso
6ptimo es la solucion de V&(w) = 0 que es la solucion del sistema lineal Aw' = b.
Como la matriz A es no-degenerada, el sistema tiene una solucién tdnica dada por
(w*)! = A~'b’. Este punto es un minimo dado que la matriz A es definida positiva. La
ecuacion Aw' = b’ dice que E[(Z — w* - X)X,;] = 0 para j = 0,...,n (las ecuaciones
normales): el error Z —Y* es ortogonal en L? a las entradas, es decir, Y* = w*- X es la
proyeccion ortogonal de Z sobre el subespacio generado por Xy, ..., X, (en linea con
la Seccion 3.2). Notemos ademas que A es siempre semidefinida positiva, y es definida
positiva si y solo si no hay una combinacién lineal no trivial de Xy, ..., X,, que sea nula
casi seguramente.

Método de descenso de gradiente. En general, cuando n es grande, el calculo
de A~! resulta muy costoso y si la matriz estd4 mal condicionada puede traer grandes
errores en su calculo. Es por eso que resulta conveniente usar métodos de aproximacion,
como el método de descenso, para el célculo efectivo de w*.

Empezamos entonces con un vector de pesos arbitrario wy € R"*! y construimos
la aproximacién {w;},>; recursivamente como
Wit = w; —nVw&(Wy)
= w; — 2n(Aw; — b')'
= [(Tny1 — 27714)“’;‘ + QUbt]t
= [Mw} + 2nb']",

donde I,,;; es la matriz identidad de tamano (n+1) x (n+1) y M = L,4; — 2nA.

Convergencia del método. Veamos para este caso que la iteracion converge a la
solucion buscada. Si iteramos la recursion, obtenemos la siguiente formula para w;

wh = MIwh+ (M7 4+ M7 -+ M+ L) 200
= Miwh + (L1 — M?)(I,py — M)~ 12nb
= Mw} + (I,11 — M7)A™'b".
Asumamos por un momento que la tasa de aprendizaje n > 0 es tal que

lim M? = Q,,; (la matriz nula).
j—00

Entonces, tomando el limite en la férmula previa obtenemos que

(w")! = lim w}, = A~'b’
j—00
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Veamos ahora la suposicion de que M7 — Q,1. Como M es una matriz simétrica,
resulta diagonalizable con autovalores reales y a partir de ahi es facil ver que la su-
posicion resulta equivalente a ver que los autovalores de M, {\;}1<i<nt1, verifican que

Paso 1. Veamos que \; < 1.

Observemos que si A; es un autovalor de M, de la definicion de M sigue que «; =
% es un autovalor de A. Pero como A es definida positiva implica que a; > 0 lo que

nos da que \; < 1.
Paso 2. Veamos que si 7 es pequeno, entonces \; > —1.

Notemos por {a;}1<i<nt1 @ los autovalores de A. Por el Paso 1, A\; = 1 — 2nay, asi
que A\; > —1 es equivalente a na; < 1. Luego, si elegimos la tasa de aprendizaje como

0<n< , Qmax = MAX
max ¢
obtenemos |\;| < 1 para todo i. (Esta es exactamente la condicion 7' < 2/Amax del
Capitulo 4 para el paso ' = 2n y £ de Hessiano 2A.)

Estimacion del error. Estimemos ahora el error de la j—ésima iteracién, €; =
|w; — w*||, usando la formula para w;, recordando que (w*)® = A~'b’. Tenemos
entonces

wi — (W) = MIwg + (T — M) (w")' — (w")" = M7 (wo — w")".

Luego
gj = llw; =Wl = [|M (wo — w)'|| < [|M|P[[wo — w*|| = w/d,
donde p = || M]| (la norma como operador) y d = ||wg — w*|.

Ahora, es fécil ver que [|[M|| = mixi<;<ni1|Aif, pero como [A;| < 1 para todo 4,
tenemos que pu < 1, por lo que p/d — 0 cuando j — oo. Més precisamente, u =
max{|l — 2namin|, |1 — 2nmax|}, v la mejor eleccion es n = 1/(aumin + Omax), que da

"= n—jr} CON K = Qmax/Omin €l niimero de condicion de A: cuanto peor condicionada

estd A, mas lenta es la convergencia.

5.6. Neurona de entrada continua

En esta seccién introducimos el concepto de neurona de entrada continua, que es
una neurona con una cantidad no numerable de pesos. Este concepto serd usado mas
adelante en la seccion 7.2.1 para la construccion de redes neuronales continuas.

Recomiendo consultar también el capitulo 10 de [3] donde se estudia el aprendizaje
en el contexto de neuronas de entrada continua.

Una neurona de entrada continua tiene como entrada = € [a,b]. El peso asociado
al valor = viene dado por w(dz), donde w es una medida sobre el intervalo [a,b]. La
primera mitad de la unidad de computo integra las entradas con respecto a la medida
w. La funcién de salida en este caso toma la forma

(5.6.1) Y=o (/abxdw(x)) |
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En particular esto se aplica a la situacién en donde la entrada es una variable aleatoria
que toma valores en el intervalo [a, b]. Si w representa la medida de distribucion de X,
entonces la salida de la neurona depende de su esperanza, y = o(E[X]).

Dependiendo del tipo particular de medida de peso que se utilice, la formula (5.6.1)
provee de una representacién general para la salida de una neurona tanto si tiene un
numero finito de entradas, como discutimos previamente, un nimero infinito numerable
o un numero no numerable de entradas.

Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 5.6.1 (Neurona con una medida de Dirac). Sea zq € [0, 1] fijo y conside-
remos la medida de Dirac ¢,, definida por

5 (A)— 1, sizg€e A
VN0, sizg €A,

para cualquier conjunto medible A. Esto corresponde al caso en que la variable aleatoria
X toma sé6lo el valor zy. La funcién de salida en este caso es una constante

y=o (/abxdéxo(a:)) = o (x0).

Dado que no hay parametros que ajustar, no hay nada que aprender.

EJEMPLO 5.6.2 (Neurona con una medida discreta). Sea E = {z1,...,x,} un con-
junto finito de puntos del intervalo [0, 1] y consideremos la medida discreta

u(A) = 3" w;d,, (A),

donde el nimero positivo w; es la masa del punto z;. La funcion de salida estd dada

por
y=o (/abl’du(fv)> =0 <iwjxj> ,

que corresponde al modelo de neurona clasico. El algoritmo de aprendizaje en este caso
ajusta los pesos w; para minimizar la funcién de error, por ejemplo,

F(w) = % (a <ij:cj> - z) :

donde z es el valor deseado de la neurona dada la observacion x = (x1,...,x,).

EJEMPLO 5.6.3 (Neurona con medida continua). Sea p una medida absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue. Es decir du(z) = p(z)dr para una
funcion no negativa y medible p en el intervalo [0, 1]. Luego, la funcion de salida de la
neurona esta dada por

y:a(élﬁmm):a(éimwdﬁ,
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que depende de la funcion de peso p(z). El algoritmo debe entonces optimizar la neurona
eligiendo la funcion p(z) que minimice el funcional de error

Flo) =5 (a (/lep(x) d:c> _ 2)2

Si p es una medida de probabilidad, entonces p(x) es una densidad de probabilidad lo
que implica que fol p(z) dx = 1. Luego, si suponemos que p(z) minimiza la funcion de
error, debe verificar que

F(p) < F(q)
para toda densidad de probabilidad ¢(z). Para encontrar esta densidad éptima se usa el
cdlculo de variaciones. Asumamos que p es éptima y, para simplificar, que p > ¢ > 0 en
[0, 1]. Sea ¢ acotada con f01 ¢(x) dx = 0. Entonces, para |t| chico, p;(z) = p(z) + te(x)
es no negativa y verifica fol pi(z) dx = 1, de modo que es una densidad y, por ende,
F(p) < F(p;), para todo [t| suficientemente chico.

Luego, si j(t) = F(p;) tenemos que j(t) alcanza su minimo en ¢t = 0 por lo que se debe
tener j'(0) = 0. Notemos por m(p) = fol xp(z) dx. Entonces

. d !
710) = (om(p) = 2) o)) 3|, [ omito)do
=0 J,
1
— (om(p)) = 2) ' (m(p) | wola)da
0
Elijamos ¢(z) = z — 3, que cumple fol pdr =0y fol vo(z) de = 5
o’ > 0 (por ejemplo, para la funcion logistica), j/(0) = 0 si y solo si

- (/01 p(x) dm) .

lo que nos da una condicién necesaria para encontrar al minimo del funcional. Notemos
que F' depende de p solo a través de m(p) € (0, 1); en particular, la condicion solo puede
cumplirse si z € (0(0),0(1)) ~ (0,5; 0,731) para la logistica. Si z esté fuera de ese rango,
el infimo de F' no se alcanza con una densidad.

= - # 0. Como

1
4

5.7. Resumen

En este capitulo se presentaron distintos tipos de neuronas. Obviamente existen
més tipos, pero hemos elegido presentar las més clasicas: Perceptron, sigmoide y lineal.
Todas las neuronas se caracterizan por una entrada, un sistema de pesos, un sesgo, una
funcion de activacion y una salida.

El perceptréon es un modelo de neurona con una funciéon escaléon como funcién de
activacion. La neurona dispara si la senial de entrada supera un cierto umbral. Su salida
tiene una discontinuidad de salto. Un perceptréon puede ser usado como un clasificador
binario para clasificar dos clusteres que son linealmente separables. Puede ser también
usado para aprender funciones Booleanas como AND y OR, pero no puede aprender
la funcion XOR.

La neurona sigmoideal tiene una funcion de activacion sigmoideal. Su salida es
continua y puede saturar si la senal es o muy grande o muy pequena. La neurona
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sigmoideal puede aprender usando regresion logistica, que es equivalente al hecho de que
los pesos vengan dados por el método de méaxima verosimilitud. Presentamos algunas
aplicaciones de esta neurona como clasificacion binaria y prediccion de probabilidades.

Las neuronas lineales tienen entradas a variables aleatorias y la funcion de activa-
cion es lineal. Sus pesos 6ptimos pueden ser obtenidos de manera exacta aunque en
aplicaciones practicas es mejor y mas simple entrenar a la neurona con un método de
descenso de gradiente.

5.8. Ejercicios

EJERCICIO 5.8.1. Recordemos que —x es la negacion de la variable Booleana x.

(a) Mostrar que un perceptron puede aprender la funcién Booleana y = x1 A -y,
con x1,x9 € {0,1}

(b) Misma pregunta que en (a) para la funcién Booleana y = 1 V —xs.

(c) Mostrar que un perceptrén con una entrada Booleana x puede aprender la
negacion y = —x. ;Qué sucede si queremos usar una neurona lineal?

(d) Mostrar que un perceptron con tres entradas Booleanas x4, o, x3 puede apren-
der xq A\ z9 A x3. {Qué sucede con x1 V xo V 237

EJERCICIO 5.8.2. Mostrar que dos conjuntos finitos y linealmente separables A y
B pueden ser separados por un perceptréon con pesos racionales.

EJERCICIO 5.8.3. (a) Asumamos que las entradas de una neurona lineal son
independientes y normalmente distribuidas, X; ~ N(0,0?),7=1,...,n. Hallar
los pesos 6ptimos w*.

(b) Una variable aleatoria unidimensional con media cero, Z, es aprendida por una
neurona lineal con entrada X. Asumamos que la entrada X y el objetivo Z son
independientes. Escribir la funcion de costo y hallar los parametros 6ptimos w*.
Interpretar el resultado.

EJERCICIO 5.8.4. Mostrar la equivalencia entre el algoritmo de regresion lineal y el
de aprendizaje de una neurona lineal.

EJERCICIO 5.8.5. Considerar n puntos, P, ..., P, incluidos en media circunferencia
y notemos por Xi,...,X, sus coordenadas. Un perceptréon puede aprender la mencio-
nada media circunferencia usando el siguiente algoritmo:

1. Empezamos por una media circunferencia arbitraria determinada por su didme-
tro y un vector unitario wy. Entonces seleccionamos un punto incorrectamente
clasificado P, , i.e. un punto tal que wy - x;, < 0. Ver Figura 5.11.

2. Rotemos el didmetro de manera tal que la nueva normal es w; = W + X;,.
Mostrar que wy - X;, = W - X, + || X5, || > Wo - X;,: €l valor aumenta, de modo
que P;, estd mas cerca de quedar bien clasificado (puede ser necesario repetir
el paso).

3. Repitiendo las dos etapas previas, construimos inductivamente una sucesion
de vectores {w,, },n>1 tal que wy, 11 = W, +x;,,, donde P, es un punto mal
clasificado en la etapa m. Mostrar que este proceso termina en un nimero
finito de pasos si los puntos admiten un margen, es decir, si existe w* unitario
y v > 0 con w*-x; > v para todo i (esto ocurre si los puntos estdn en
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un semiplano abierto, pero no si hay dos puntos antipodas sobre el borde).
Sugerencia: partiendo de wy = 0, probar que w,, - w* > my y que ||[w,,[|? <
mR?, con R = méx; ||x;||, y concluir que m < (R/v)?. Este es el teorema de
convergencia del perceptron de Novikoff.

FiGUrA 5.11. Figura para el Ejercicio 5.8.5

EJERCICIO 5.8.6. Modificar el algoritmo del ejercicio anterior para el caso en que
los puntos Py, ..., P, estan incluidos en un semi espacio.

EJERCICIO 5.8.7. Notemos por 14(x) a la funcion carateristica (o indicadora) del
conjunto A, es decir 14(x) =1sizx € Ay 1a(z) =0siz & A
(a) Mostrar que la funcion
021, 22) = Yayswy 40,5} (X1, 2) + Lizgca—05) (T1, T2)
implementa XOR.

(b) Mostrar que XOR puede ser implementada por una combinacion lineal de dos
perceptrones.



Capitulo 6
Redes neuronales

Hasta el momento hemos discutido el caso de una Gnica neurona. En esta secciéon
consideraremos varias capas de neuronas cuyas salidas alimentan otras capas de neuro-
nas formando asi redes neuronales. Una capa de neuronas es un paso de procesamiento
en una red neuronal y puede haber de distintos tipos, dependiendo de los pesos y de las
funciones de activacion usada en sus neuronas. La parte principal de esta capitulo tra-
ta sobre el entrenamiento de redes neuronales usando el algoritmo de retropropagacion
(backpropagation algorithm en inglés).

Dado que el estudio de redes neuronales se basa fuertemente en notacion, empeza-
mos con un ejemplo de calentamiento.

Las neuronas se organizan en capas. Se trabaja primero un ejemplo completo (Sec-
cion 6.1), donde aparece el calculo del gradiente por retropropagacion; luego se lo hace
en general (Seccion 6.2), y se discute como inicializar los pesos (Seccion 6.3). Corres-
ponde al Capitulo 6 de [3].

6.1. Un ejemplo de red neuronal

Consideremos dos neuronas que tienen idénticas entradas 1, xo y diferentes salidas
Y1 € yo respectivamente. Las salidas se usan para alimentar una tercera neurona con
salida y. Ver figura 6.1. Asumimos que la funcién de activacion de todas las neuronas
es la misma y la notamos por ¢. Cada neurona tiene un sesgo que es considerado como
un peso de una “falsa” entrada igual a —1. Ahora ensamblamos estas neuronas juntas
como una red neuronal equivalente, como se ve en la Figura 6.2. Esto forma una capa
de dos neuronas en el medio que se la llama la capa escondida.

Las sinapsis entre las neuronas estan representadas por ejes y cada uno de esos es

asociado con un peso, notado por wg). Los indices tienen el siguiente significado: El
superindice, (¢), representa el indice de la capa en la que entra la sinapsis. El indice
¢ = 1 es usado para los pesos que alimentan la capa escondida y el indice ¢ = 2 es
usado para los pesos que entran en la capa de salida, que consiste en la ultima neurona.
El indice inferior ¢ indica la neurona de entrada. El indice ¢« = 0 es siempre usado para
el sesgo, mientras que ¢ = 1,2 representa el indice de la entrada. El segundo indice,
7, corresponde a la neurona de salida, i.e., el indice de la neurona a la que apunta la
sinapsis.

Las entradas forman la primera capa de la red. Estos se notan con un superindice

igual a 0: x(()o) = 1, x§0> y :cho). Notemos que los sesgos de las neuronas en la capa

escondida son notados por bgl) = w(()ll) y bgl) = wé?, mientras que el sesgo de la neurona

en la capa de salida es b§2) = wé?.

73
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mél> =1

(2) _ (2
l’gm = Wor = bg )

© .m:era neurona
Iz = X2 Waq

y=st?

neurona de salida

0) _
o wé? N bél) (2)
N Waq
w
0) _ 12
Ty =T Yo = :L'(l)
= T3

© ) segunda neurona
Ty = T2 Wa2

FIGURA 6.1. Dos neuronas con idénticas entradas x, zo, y salidas y1, ¥
que alimentan una tercera neurona con salida y.

mél) =1

0) _ 1 1
"o ! w((’l) - b<1 ) Sgl) |$§1> 2) (2)
woy = by

(0) _
Ty =1 y = z?)

0) _
Ty =2 wé? sgl) |z§1)

F1GURA 6.2. Red neuronal con una capa escondida, teniendo dos entra-
das x1, 29 y dos neuronas en la capa escondida.

La primera neurona de la capa escondida toma la informacién de la capa de entrada
en la senal
2

o = w2 + we® + e = 3wl )
=1

Luego, se aplica la funcion de activacion ¢ a la senal para obtener la salida

2
1 1 1 0 1
n= = (o) = g (Sl )

=1



6.1. UN EJEMPLO DE RED NEURONAL 75

De manera andloga, la segunda neurona de la capa escondida toma la informacion
en la senal

o) = wDaf? + w2 + w® zw o0 b,

y luego le aplica la funcién de activacion ¢ para obtener la salida

2
1 1 1 0 1
=) :¢<sg>>:¢(zw,g>xg>+bg>).
=1

Estas relaciones pueden ser manipuladas de manera méas simple si son escritas en
forma matricial. Las senales en la capa escondida se pueden escribir como

1 1 1 0 1
) = (en ) () - (%
So Wiy  Wag ) by

o en forma condensada como
s — w0 4 1)

donde s™) representa el vector de sefiales, W) es la matriz de pesos, x(©) es el vector de
entrada y b( es el vector de sesgos para las neuronas en la capa escondida. Observemos
que se toma la transpuesta en W por como hemos elegido la numeracion de los
coeficientes y en esta ocasion tomamos los vectores s(l), x(0) y b como vectores
columna.

La salida de la capa escondida es el vector

(1) (1)
Yy x S
<) — ( 1) _ %1) _ [ %)) _ ga(s(l)),
Y2 ) ©(s5")
donde adoptamos la convencion de que aplicar la funciéon ¢ a un vector da como

resultado un nuevo vector que se calcular aplicando ¢ a cada componente.
Estas dos tltimas formulas implican la relacion

<) — (W 5 4 0y

que nos da el Vector de salida de la capa escondida como funciéon de las entradas. La
multiplicacion de x(© por la matriz W' es una transformacion lineal y sumar el vector
de sesgos b 1o convierte en una transformacién afin. La funcién de activaciéon ¢ es la
que agrega la no linealidad a la salida.

La neurona de la dltima capa convierte esta tltima informacion en la senal
s — sg ) (2) (1) + w( )xg ) 4 w21 x2 Zwu ! )

En la forma matricial, esto se escribe como
s@ — Ww@'xM L p@

donde ahora la matriz de coeficientes y el vector de entrada vienen dados por
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~ L1 2 . . 7.
En este caso, la sefial que sale de la ultima neurona s® = sg ) es una matriz unidimen-
sional. El subindice 1 indica que hay s6lo una tnica neurona en la capa de salida. La
salida de la red se obtiene aplicando la funcién de activacion a la senal s de la forma

y = xP = o(s®) = oI <D 4 H?).

Notamos a la salida y para ser consistente con los capitulos previos y también con ng)

en donde el superindice (2) indica que es la salida de la segunda capa (en realidad la
tercera si contamos la capa de datos de entrada) y el subindice 1 significa que es la
salida de la primera (y unica) neurona de esta capa.

Si usamos la formula para x(!) que obtuvimos, podemos expresar la salida final en

términos de las entradas originales como
(6.1.1) y = (W (W% 4 p1) 4 p@),

Notemos que las transformaciones afines que consisten en multiplicar por las matrices
de pesos y sumar los vectores de sesgo, se alternan con la transformaciéon no lineal que
es inducida por la funcion de activacion ¢. Si se considera el mapa f,,: R? — R dado
por

Fup(x) = oW o(WD'x 4+ bD) 4+ @),

lo lamamos el mapa de entrada-salida de la red neuronal.

OBSERVACION 6.1.1. Observemos que si las neuronas de la red son lineales, i.e. la
funcion de activacion es la identidad ¢(z) = z, entonces la salida es

y = (W(l)W(Q))tX(O) + WD L p@ = i 4 b,

donde W = WOW® y b = W®bM 4+ b®. Luego toda la red neuronal resulta
equivalente a una tnica neurona. Es decir que el estudio de redes neuronales lineales
se reduce al estudio de una tinica neurona lineal.

OBSERVACION 6.1.2. Asumamos ahora que la red neuronal de la seccién esta com-
puesta por todos perceptrones con funcion de activacion p(z) = H(z). La salida de la
red en este caso es dada por

y=H (wgz)H(xlwgll) + xgwéll) + bgl)) + wémH(a:lwg) + l'g'll)é? + bg)) + b(2)> )

Notemos que esta red puede aprender exactamente la funcion Booleana XOR. En efecto,
esto lo logramos eligiendo los pesos de la forma

y= f(x1,22) = H(H(xq + 29 — 0,5) — H(z1 + 22 — 1,5) — 0,5).

Se puede verificar facilmente que f(0,0) = f(1,1) =0y f(1,0) = f(0,1) = 1.

Que tres perceptrones alcanzan se puede explicar de la siguiente manera. En el
Ejercicio 5.8.1 vimos que las funciones y; = x; A =25 € yo = —x; A 9 pueden ser
aprendidas por un perceptréon cada una. Se necesita un perceptréon mas para aprender
la funcion y; Vs, que es la funcion XOR, (x1 A—z2)V (—21 Axs). Que con dos no alcanza
se ve asi: si hubiera un solo perceptron oculto, la salida seria funcion de H(w-x+b1) €
{0,1}, y por lo tanto seria constante, igual a esa salida, o igual a su negacion (que
también es un perceptron), lo que contradice que XOR no es implementable por un
solo perceptron (Capitulo 5). Notemos que aqui H(0) = 1, como en el Capitulo 2.
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6.1.1. Variacién total y regularizacién. El rendimiento de generalizacion de
una red neuronal depende de la sensibilidad de la salida con respecto a su entrada.
Asumamos que tenemos dos redes que han sido entrenadas con los mismos datos: la
red que se muestra en la figura 6.3 a, que sobreajusta a los datos, y la que se muestra
en la figura 6.3 b, que generaliza bien. La diferencia geométrica entre estos modelos
consiste en el hecho de que en el primer caso la variacion total de la salida es mayor a
la de la segunda. La variaciéon total estd relacionada a la sensibilidad de la salida por
la formula. Siy = f(x(?)) denota el mapa de entrada-salida de la red, la variacion total
representa la acumulacién total de las variaciones locales

V(f) = / IV £ (o)l dx.

donde la integral se calcula sobre el espacio de entrada (o sobre una region acotada de
él). Luego, la variacion total V(f) juega un rol importante al evaluar la performance
de evaluacion de la red y es el motivo por el que es necesario contar con una formula
para el diferncial dy = df(x) y lo calcularemos en lo que sigue.

Y Y
A A
[ ]
°
/\/\J/\‘/ R
[ ]
S() > (0
a b

F1GURA 6.3. a. El modelo sobreajusta los datos de entrada. b. El modelo
generaliza bien.

La formula (6.1.1) nos da la salida en funcion de la entrada. Asumiendo que los pesos
y sesgos se mantienen fijos, los cambios en la salida y cuando se producen pequenos
cambios en las entradas x(©) se calculan aplicando la regla de la cadena:
dy dy ds®
— 1 452 — (1)
W=D = 50 ax X

)
ds® dx@ ds® *°
ds@) dx(1) ds) dx(0)
Usando que

dy dx(l) ) 1 1
ds@ 90/(5(2))7 0 DW .= dlag(gp’(sg ))7 gp’(sg ))),
ds(® . ds J—
dx(® ’ dx©) ’
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obtenemos
(6.1.2) dy = ' (s YW@ DO O’ gx©)

A partir de la formula (6.1.2) vemos que existe una relacion entre el valor de la
variacion V(f) y los pesos W, ¢ = 1,2. Més precisamente, como |Au| < || Al|op|u]
para la norma operador, resulta |dy| < (sup |g0’])2 W || W D |op |[dx |, de donde
f es Lipschitz con esa constante y V(f) < Lip(f) || sobre un dominio acotado €.
Luego, si requerimos que estos pesos sean pequenos en norma operador, esto hara
disminuir V(f). Heuristicamente, esto mejora la performance de generalizacion (es una
de las motivaciones de la regularizacion de la Seccion 3.3). Para la logistica, o’ < }l

1

(Ejercicio 2.1), de modo que cada capa aporta un factor < 7 a la cota: en redes

profundas esto produce el problema del gradiente evanescente.
En el caso cuando la funcién de activacion es la funcion logistica ¢ = o, usando
propiedades de la logistica, la formula (6.1.2) se puede escribir en la forma

dy = o(s?)(1 — a(s?)) WP diag(a(s™M)(1 — o(sV))) W' dx®,

donde el producto o(s™)(1 — o(s™M))) se entiende componente a componente. Esta
formula serd 1til en la resolucion de algunos de los ejercicios.

6.1.2. Retropropagacién. Consideremos una funcion de costo C'(w, b) que mide
la proximidad entre la salida de la red y = f,5(x) y el objetivo z. Asumamos que la
funcion de costo es una funcion suave de los pesos y sesgos. Su gradiente estd dado por

VC = (V,C,V,C).

Para la red que vimos en el ejemplo, este vector tiene dimension nueve, dependiendo
de seis pesos y tres sesgos. Vamos a realizar el calculo de este gradiente hacia atras,
desde los tltimos pesos y sesgos hacia los primeros por un procedimiento que se llama
retropropagacion.

Empezamos calculando las derivadas parciales de la funcién de costo con respecto a
los pesos que tienen superindice £ = 2. Vamos también a usar que la funcion de costo C'
depende de y que a su vez depende de wg) a través de s§2)
la regla de la cadena obtenemos

oc _ oc _ oC os? 520 _ 5
P ow?  ast? ow

ac  ac 9s?

como y = gp(sgz)). Aplicando

8w§21) = 889) awﬁ) = 5§2)I§1)
00 _ 9C 95 _ o
8w§21) 8352) 8w§? b
donde usamos el hecho de que s(2) = wéﬁ)xél) + wﬁ)xgl) + wg)xél), xél) =1y usamos la

(2
notacion (55 ) = 6(6;).
0sy

Ahora calculamos las derivadas parciales con respecto a los pesos y sesgos con
1)

superindice ¢ = 1. El costo C' depende de y, que a su vez depende de ng a través de
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sg»l), j=1,2, dado que y = o(W® (sM) + b®) por (6.1.1). Para j = 1 la regla de la
cadena nos da

ac  ac  ac ostY

oY awlt  ast owll)
00 _ 9C 05" _ oy )
8wﬁ) 83%1) 8w§11) b
ac  ac sV

_ _ 50,0
8w$) (93%1) 8w§11) b

59)%(()0) _ 5§1)

donde ahora 5%1) = 88%. Para 7 = 2 nos queda
51

ac  ac  aC sy
sy owl) st owll
1)
80 _ 8(] 382 :5él)$§0)
8wg) 8551) 8wg)
ac  oC osY

_ 551)9080) _ 551)

_ — s m(U)’
8wéé) 8351) 8wéé) 2
donde 651) = 62§>.
Resumiendo estos calculos, tenemos
oC
(6.1.3) — =0
Ob;
(6.1.4) 9C 50,0
1. PO T

(]
Es decir que el gradiente de la funcion de costo, VC', lo conocemos si podemos calcular
los valores de (5J(-£). Veamos que las deltas de la capa oculta, (5J(-1) (7 = 1,2), dependen
del delta de la capa final 652). Usando que 35” afecta a la funcion de costo C' solo a
través de s§2), la regla de la cadena nos da
aC  aC 957 508

(6.1.5) s = = =) .
' 8551) 8552) 85%1) ' 8551)

~ 2 .
Ahora, la senal sg ) se escribe como

2 2 2 1 2 1
st = wy) + wp (s +wie(sy”),

entonces sigue que

05" o) )
o Wn ¥ (517)-
835 )

Reemplazando en (6.1.5), obtenemos

1 2 2 1
A = P )
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De manera analoga,
1 2) (2 1
(5§ ) = 65 )wél)go’(sg )).

Estas formulas pueden escribirse vectorialmente como

1 2 1
(6.1.6) 5%13 — 50 w(§21)>¢’(s(§1))) .
0y wyy @' (85 ).

Luego, para encontrar los deltas de la capa oculta, es suficiente calcular el delta de la

2 . ,
capa final (5§ ). Veamos como realizar ese calculo.

)

La funcion de costo C(w, b) depende de 552 solo a través de la salida y = f,,,(x(¥) =

4,0(3%2)), luego aplicando la regla de la cadena,
00 _aCay 00, e
(9.952) Ay 8352) Ay

Reemplazando en (6.1.6) obtenemos

1 2 1
03 dy Wy ¢'(837)-
El factor % depende de la funcion de costo considerada. Por ejemplo para la funcion
de costo C' = %(y — 2)?, tenemos % = y — z. donde z es la funcién objetivo que debe
ser aprendida por la red. Ya a este pundo hemos calculado todos los deltas.

o)

Finalmente, para minimizar la funciéon de costo C, aplicamos el método de des-

censo de gradiente. La inicializacion es dada por una eleccién arbitraria de pesos y
Sesgos (wg)(()), b;g)(())), y la sucesion aproximada (wﬁf)(k), by)(k;)) para k > 1 se define
recursivamente por

oC
b (4 1) = b (k) — 5 (w7 (k). b (k)
oC
i (k4 1) = i (6) = T ) (0, 578,

(]
donde el argumento £ representa el nimero de iteraciones. Con la notacion de deltas
introducida, esta recursion se escribe como

(0) _ 3 ()
b; (k+1) = b; (k) — néj

) N (9] (©) (e-1)
Wi, (k+1)= Wi (k) — 775j z; ' (k),

donde n > 0 es la tasa de aprendizaje y xl@_l)(k‘) es la i—ésima entrada en la capa /¢

dado por los valores de los pesos y sesgos en la k—ésima iteracion.

Cuando se han utilizado todos los ejemplos de entrenamiento para actualizar los
parametros de la red, decimos que se ha procesado un ciclo. El proceso de actualizacién
de pardmetros continiia hasta que el sistema de aprendizaje se ajusta a los datos de
entrenamiento. El descenso de gradiente se utiliza hasta que el gradiente es muy pe-
queno, lo que indica que se esta cerca de un punto critico (que no necesariamente es un
minimo local: puede ser un punto silla). Si el modelo representa perfectamente los datos
de entrenamiento, entonces la pérdida de entrenamiento puede hacerse arbitrariamente
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pequena. Si el modelo no se ajusta adecuadamente a los datos de entrenamiento, la
pérdida de entrenamiento no puede disminuir por debajo de un cierto limite.

Hasta aqui consideramos un tnico dato de entrenamiento (x,z). Con N datos
(Xn, zn) €l costo es el promedio C = + SN €, y su gradiente es el promedio de
los gradientes de los C,,, que se calculan con retropropagacion. Se puede actualizar con
todo el conjunto de datos a la vez (batch), con un dato por vez (online) o con grupos
de datos (minibatches). Un ciclo (en inglés, epoch) es una pasada por todos los datos.
El costo de calcular el gradiente con retropropagaciéon es del orden del costo de una
pasada hacia adelante, es decir, proporcional a la cantidad de parametros.

6.2. Redes neuronales generales

A continuacion, discutiremos el caso de una red neuronal de alimentacion hacia
adelante (o feedforward en inglés), es decir, una red en la que la informaciéon fluye
desde la entrada hasta la salida. La figura 6.4 a muestra el caso de una red neuronal
con 3 capas (contando la de entrada, de modo que en la notacion de abajo es L = 2):
La capa de entrada que tiene 4 entradas, la capa del medio, o capa escondida que tiene
4 neuronas y la capa de salida con s6lo 1 neurona. La Figura 6.4 b representa el caso
de una red neuronal con 4 capas, que luce similar a la red anterior, pero posee 2 capas
escondidas, cada una de ellas con 4 neuronas.

Comenzamos presentando la notacion sobre capas, pesos, entradas y salidas de una
red neuronal general.

O—

O0O0O0
0000
QOO0

entrada  capa oculta salida entrada capas ocultas salida
a b

FIGURA 6.4. a. Una red neuronal con una capa escondida. b. Una red
neuronal con dos capas escondidas.

Capas. Notaremos el niimero de la capa con un indice ¢. Tenemos ¢ = 0 para la
capa de entrada, ¢ = 1 para la primera capa escondida y ¢ = L para la capa de salida.
Notemos que el nimero de capas escondidas es igual a L — 1, El nimero de neuronas
en la capa ¢ se nota por d). En particular, d© es el nimero de entradas y d™) es el
numero de salidas.

Pesos. El sistema de pesos es denotado por {wg)}, con 1 <l<L 0<i<d®h,

1 <j<d®. Elpeso wl(f) se asocia al eje que conecta la i—ésima neurona de la capa (—1
con la j—ésima neurona de la capa ¢. Notemos que los ejes s6lo conectan neuronas de
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. ‘ ¢ .
capas consecutivas. Los pesos w(()j) = bg» ) son los sesgos y son los pesos correspondientes

¢ . . )
a las falsas entradas :p(()) = —1. El niimero de sesgos es igual al nimero de neuronas.

El ntimero de pesos, sin los sesgos, entre las capas £ — 1 y £ es dado por d“~1d®, con
lo cual el niimero de pesos en una red de alimentacion hacia adelante es

Z A0 g0

L
(=1

Por ejemplo, la red de la figura 6.4 a tiene 4 x 4 + 4 x 1 = 20 pesos, mientras que la
de la figura 6.4 b tiene 4 x 4 +4 x 4 +4 x 1 = 36 pesos. Los pesos pueden ser tanto
positivos, como negativos o incluso cero. Tipicamente, un peso positivo estimula a la
neurona a disparar, mientras que uno negativo la inhibe de hacerlo.

Entradas y salidas. Las entradas de la red se denotan por x(o), con 1< j<d9.

J
y) a la salida de la j—ésima neurona en la capa f. Luego, azg-L)

salida de la red, con 1 < j < d®). Reservamos la notacion x((f) = —1 para las falsas

entradas correspondientes a los sesgos de las neuronas de la capa ¢ + 1.

Notamos por z es la

Consideremos la j—ésima neurona de la capa ¢. En la primera parte, la neurona
recoge la informacion de la capa previa como una suma ponderada en la senal

de—1) de—1)
Sgg) = Z wzfj)ng*” = Z wg)xz(»ffl) + bg-e).
i=0 i=1

En la segunda parte, la neurona aplica la funcion de activacion ¢ a la senal que recogio
y produce el valor de salida

=1

¢ ¢ 0 (-1 ¢

(6.2.1) xg ) = gp(sg- N = g ng)xl(- )+ b§ )
i=1

Esto puede escribirse en forma matricial como
x© — w(W(f)tx(ffl) + b(é)),
donde

{4 4 4 4 4
X(Z) = (xg),...,l’il&))t, W(g) = <w§j))ij’ b(g) = (bg)w"abé()l))t?

con 1 < i <d¥b y1 <5< d® y hemos usado la convencién de que la funcién de
activacion ¢ aplicada a un vector actia componente a componente. Observemos que la

entrada de la red esta dada por el vector x(% = (xgo), 2 )t mientras que la salida

(L) (L) e
es xB) = (a1, a0

6.2.1. Pasando a través de la red. Dado un sistema de pesos y sesgos, uno
puede usar la ecuacion (6.2.1) para hallar las salidas de cada neurona en funciéon de
sus entradas. En particular uno encuentra la salida de la red, que es la salida de la
Gltima capa x). Avanzar a través de la red significa calcular todas las salidas de las
neuronas. Este paso hacia adelante representa una etapa de prediccion del objetivo.
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Esto prepara el terreno para la segunda etapa del método de recorrer la red hacia
atras para poder calcular el gradiente de la funcién de costo y asi poder actualizar los
parametros fijados por el método de descenso de gradiente.

Estos pasajes hacia adelante y hacia atras producen una sucesién de pardmetros
que corresponden a una sucesion de mejoras en la prediccion del objetivo. Este proceso
finaliza cuando la funcion de costo no puede mejorarse.

6.2.2. Avanzando hacia atras a través de la red. Sea C(w,b) la funcion
de costo de la red, que mide la proximidad entre el objetivo z y la salida y = x1).
Para poder aplicar el método de descenso de gradiente, necesitamos poder calcular

precisamente el gradiente de C, VC = (V,,C, V,C).

¢ S o

Z(j) conectan la i—ésima neurona en la capa /—1 con la j—ésima
. , ~ V4 .

neurona de la capa £, el mismo va a entrar en el calculo de la senal s§ ) producida por la

j—eésima neurona de la capa (. M4as alin, ninguna otra senal de la capa ¢ se ve afectada

por ese peso en particular. Luego, la regla de la cadena nos da

Dado que los pesos w

oc  oC 0sy
ow?d 5’550 8w§5)'

ij

Usaremos la notacién delta

s _ oC
Jj o 88(6)
J

para notar la sensibilidad del error con respecto a la senal s¥. Rl segundo factor de la

J
formula se calcula facilmente como

835-8) _
3w§f) v
con lo que obtenemos
86(;) _ 5;@)931(@—1)‘
ow

(]
Haciendo ahora un anélisis similar, se calcula la derivada del costo con respecto a los
sesgos v obtenemos

o9C _ 5.
8650 J
De estas relaciones, obtenemos que el gradiente de C' se escribe como
86(;) _ 6]@%@_1), 8_((/;) _ 5](4)7
ow;; ob;

es decir, VC = (V,C,V,C) queda determinado por los deltas, de donde sigue que
para el calculo de V|, s6lo necesitamos calcular los deltas 65@.

Como vimos en el ejemplo de la seccion previa, el calculo de los deltas se realiza
mediante un algoritmo de retropropagaciéon que en el caso general lo discutiremos en
la siguiente seccion.
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6.2.3. Retropropagacion de los deltas. Empecemos con el calculo de los del-

tas en la dltima capa 5]@), 1 < j < d®. Esto depende esencialmente de la funcion de
costo. Para simplificar los calculos, asumamos que la funcién de costo viene dada por

dL)

1 1
Clw,b) = 5 Y (a5 = 2)* = 5 |x® — )"

=1

Usando que mjL = gp(sj , la regla de la cadena implica que

oC ,
5j

Observemos que para algunas funciones de activacion particulares, esta expresion puede
simplificarse. Por ejemplo, para la funcion logistica ¢ = o, se tiene que ¢’ = o(1 — o)
y para la funcion tangente hiperbolica ¢ = t se tiene que t' = (1 — t2), lo que evita el
calculo de ¢'.

Ahora comienza la retropropagacion. El objetivo es entonces calcular los deltas de
la capa ¢ — 1 en funcion de los deltas de la capa £. Asi, partiendo de la férmula (6.2.2)
para los deltas de la tltima capa, podemos iterativamente calcular todos los deltas
restantes.

Aplicamos una vez mas la regla de la cadena y obtenemos
4

a
-1 0C (90 3
O B astY Z 83 Z

7

50

. 9sH . o e1e ~
Debemos entonces calcular la derivada 8TJ,1), i.e. la sensibilidad de la senal en la capa
E

k2
¢ con respecto a la senal en la capa previa. Recordemos que

41 de=1)

b= Z wg)xz('ff Z ww o(s; )+ blZ
i=1

(£-1)

de donde diferenciando con respecto a s; ', obtenemos
(©)
Js; 0 ‘(s (4—1))
a5(13_1) Wij ¥ :

Reemplazando en la expresion para el delta, obtenemos la formula de retropropagacion

4@

623 D = () 5 600
j=1

En resumen, para calcular el gradiente de la funciéon de costo, uno usa la férmula de

retropropagacion (6.2.3) para calcular 51@ y la formula de propagacion hacia adelante

(6.2.1) para el calculo de las salidas %@71).
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6.2.4. Relaciones finales. Los calculos de las secciones previas se pueden resu-
mir en el siguiente conjunto de ecuaciones maestras

qd—1)
(6.2.4) =0 [ Y wlaV ), 1< <d®
=1
(6.2.5) 0 = (@ = ) (), 1< <dP
4
(6.2.6) N = ()Y w1 <i <™y
j=1
aC _
8wi]—
(6.2.8) 8—% =\").
b

La primera de estas formulas nos da una expresién recursiva para el célculo de las
salidas en términos de los pesos y sesgos. La segunda nos da la expresion del delta de
la capa de salida (suponiendo que la funcion de costo es la suma de los cuadrados de
los errores). La tercera es la formula retropropagacion de los deltas. Las ultimas dos
expresiones nos proveen las componentes del gradiente de C' con respecto a los pesos y
Sesgos.

6.2.5. Forma matricial. Para evitar confusiones con los indices es méas conve-
niente reescribir las ecuaciones maestras de la seccién anterior en forma matricial.

Para eso necesitamos introducir un nuevo producto entre vectores de la misma
dimension llamado el producto de Hadamard. Si u 'y v son vectores de R" se define el
producto de Hadamard de u = (uy, ..., u,) y v = (vy,...,v,) como u®v € R" al vector
con coordenadas (u®v); = u;v;. Es decir es el producto coordenada a coordenada. Su
uso simplifica mucho la forma de las ecuaciones.

Usamos las notaciones

4 Y4 Y4 Y4 Y4
0= @ a)s WO = () O =00

,

l {4 l l
00 = (31, o) 89 =)

junto con la convencion de que ¢ acttia sobre un vector componente a componente, las
ecuaciones maestras de la seccidon anterior se pueden escribir como:

(6.2.9) x® = o (Ww)txwfl) n bw))
(6.2.10) 6 = (xD) — z) @ ¢'(sH)
(6.2.11) 51 = (WO50) o o (sD)
(6.2.12) afﬁ@ _ - g

(6.2.13) oC _ 5w

b~
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Notemos que el lado derecho de (6.2.12) es una matriz resultado del producto de dos
vectores. Més precisamente, si u = (ug,...,u,)" y v = (v1,...,v,)" son dos vectores
columna en R”, entonces uv’ = (u;v;);; es una matriz de n x n. Sin embargo, si se
realiza el producto u'v = ), u,;v; es un escalar. Observemos también que en (6.2.11)
aparece W y no la matriz transpuesta.

OBSERVACION 6.2.1. En el caso de una neurona lineal, las formulas previas pueden
simplificarse. Dado que la funciéon de activacion es la identidad ¢(z) = z, la férmula de
retropropagacion para los delta se simplifica a 6~ = W §® Tterando esta expresion,
obtenemos

5O — WDy E+2) ) (L)

Luego, obtenemos las formulas

oC
_ (f*l)(W(ﬂFl)W(@rQ W(L 5([/ )
—— X
oW o
% e ) 50
b )

con lo que se obtiene una expresion explicita para el gradiente de la funciéon de costo.

OBSERVACION 6.2.2. La formula (6.2.10) estd basada en la eleccién particular de
la funcion de costo. En caso de que la funcion de costo se cambie, solamente hay que
modificar la formula para 6(%) que hay que ajustar acorde a ese cambio. Veamos un
ejemplo con otra funciéon de costo.

EJEMPLO 6.2.3. Supongamos que la funciéon de costo es dada por la entropia cru-

zada
C= —ZZk lnx,(f) =— sz lngo(s,(f)),
k k

que representa la ineficiencia de usar la salida predecida x(*) en vez de el dato real z.
El delta de la j—ésima neurona en la capa de salida es dada por
(L))

aC s
s = =— zkInp(s (L) L
! (9st L) Z @(SE‘L)>

Esta expresion puede simplificarse aiin mas para algunas funciones de activacion.
Supongamos que p(z) = o(z), entonces en este caso se tiene
(L) (L) (L)
so_ o) alsT)—alsiT)

L
i = TR N —Zj ! (L) ’ = _Zj(l - 0(35' )))7
o(s;”) o(s;”)

que puede escribirse vectorialmente como
o =z (1-— O’(S(L))).

Esta formula reemplaza (6.2.10) en este caso. Notemos que con sigmoides esta funcion
de costo solo penaliza la clase verdadera; la entropia cruzada binaria completa, C' =
— > klzkIn xl(f) + (1 — 2z) In(1 — :v,(f))], da el delta mucho mas simple 6% = x(&)
z. Lo mismo ocurre con softmax y entropia cruzada: si x(*) = softmax(s'")), C' =
— > %k lnxk Yy >, 2 = 1, entonces 06’/8S§L) = x§L) Yok — 2 = x§L) — 2;. (Con
softmax, ¢ no acttia componente a componente, asi que (6.2.2) no vale.)
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6.2.6. El algoritmo de descenso de gradiente. Consideremos una red neuro-
nal con un sistema de pesos y sesgos iniciales dados por w( 0)y b (0) Estos pesos y
sesgos pueden inicializarse eficientemente con un procedlmlento que describiremos més
adelante. Sea n > 0 la tasa de aprendizaje. El valor 6ptimo de los pesos y sesgos luego
de que la red es entrenada con el algoritmo de descenso de gradiente estan dados por
la sucesion aproximante definida por

wii (k1) = wi) (k) = 105" (k)" (k)

]

b (k + 1) = b\ (k) — 1o\ (k),

donde las salidas xy)(k) y los deltas (5](-3)(145) dependen de los pesos w(g)(k:) y los sesgos

by)(k’) obtenidos en el k—ésimo paso.

6.2.7. Definicion formal de redes neuronales feedforward. En esta secciéon
daremos la definicion matematica rigurosa de una red neuronal de propagaciéon hacia
adelante, o red neuronal feedforward (por su terminologia en inglés).

Empecemos repasando los ingredientes usados hasta ahora en la construcciéon infor-
mal que hemos hecho. Hemos visto que una red neuronal feedforward contiene neuronas
arregladas en L+1 capas distintas. La primera de esas capas corresponde a los datos de
entrada se etiqueta con el superindice £ = 0 y la capa de salida se etiqueta con ¢ =
La j—ésima neurona en la capa { tiene activacion x(f) Para la capa de entrada, x(o)
las activaciones vienen como los datos de entrada, mlentras que para las otras Capas
las activaciones se calculan en términos de las activaciones de las previas capas por la
formula de propagacion hacia adelante

ae=1)
xy) =¥ Z wg)a:y*l) + by) ,

donde ¢ es la funcién de activacién de la capa £, wgf) y bge) son los pesos y sesgos
de las neuronas en la capa f respectivamente. Notemos también que la senal sy) =

Z?N ! w@xyfl) + bg»e) es una funcién afin de xyfl) y que la activacion xy)

i=1 ij se obtiene

de aplicar la funcion ¢ a la sefial sg-g).

Realicemos ahora un nivel adicional de abstraccion. (Identificamos F(Uy) con R4
asi f; es el vector de activaciones x) y las funciones afines son de la forma x —
W®'x +b®.) Notemos por F(U) = {f: U — R} el conjunto de todas las funciones a
valores reales definidas sobre el conjunto U. Consideremos U, = {1,...,d"} y definimos
la funcion afin

Qyp: .F(Ug_1> — I(Ug)
como a(x“Y) = s, Luego x¥ = (0 o ay)(x“~Y) se obtiene como la composicién
de la funcion afin en la capa de activacion previa, con la nolinealidad ¢

La definicion formal de una red neuronal feedforward es entonces la siguiente:

DEFINICION 6.2.4. Consideremos dY € N con ¢ = 0,...,L enteros positivos y
Us=1{1,...,d9}. Sean o, ..., ar, funciones afines

Ay F(Ugfl) — F(Ug)
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y sean o : R — R funciones de activacién. Entonces la correspondiente red neuronal
feedforward es la sucesion de mapas fy, f1,..., fr dados por

fo=0Woapo iy, 1<0<IL,
donde fy es dada.

Es decir, una red neuronal feedforward produce una sucesion de reparametrizaciones
cada vez mas abstractas f; que mapean la entrada fy a través de una seria de funciones
paramétricas a, y funciones de activaciéon no lineales ¥, La salida de la red es dada
por

(L_l) o aL*l O-+++0 (10(1) o 041 o fO

fLZSO(L)OOéLOSP
El ntimero L se lo denomina la profundidad de la red y a max{d™, ..., d®} (incluyendo
la capa de salida) se lo llama anchura de la red.
Para problemas de regresion, la tltima funcién de activacién es lineal @) (x) = x.
Para problemas de clasificacion, se suele tomar la funcion softmax, definida como

1
ar
Zizl et

(que no actiua componente a componente, a diferencia de lo supuesto antes) y en los
casos de regresion logistica la més usual es la sigmoideal ") (1) = o(x).

oD (x) = softmax(x) = (e, ..., e%am)),

6.3. Inicializacién de los pesos

En el caso de redes con pocas capas, inicializar los pesos muestreandolos con una
densidad uniforme o Gaussiana de media cero suele dar resultados satisfactorios. En
cambio, inicializar todos los pesos con el mismo valor (en particular, con 0) no funciona:
todas las neuronas de una capa reciben entonces el mismo gradiente, se actualizan
igual y nunca se diferencian (problema de simetria); por eso la inicializacion debe ser
aleatoria. Sin embargo, en el caso de redes neuronales profundas con un gran niimero
de capas es necesario inicializar los pesos con cuidado dado que ese proceso tiene mucha
importancia en el funcionamiento del algoritmo de minimizacion.

La magnitud de los pesos juega un rol importante en evitar tanto como sea posible
el problema de gradiente pequeno o muy grande. Esto sera descripto en las siguientes
dos situaciones marginales.

1. Si los pesos estdn muy cerca de cero, entonces la varianza de la entrada decrece
mientras pasa por cada capa de la red.
Este enunciado heuristico esta basado en el siguiente calculo: sea xy) la sali-
da de la j—ésima neurona en la capa £. Las salidas entre dos capas consecutivas
estd dado por la ecuacion de propagacion

o = o (a0 40

: : ¢
Queremos ahora calcular la varianza de esta salida, V[xg ).

Para este calculo, observemos que si X es una variable aleatoria y llamemos
m = E[X]. Si f es una funcién de clase C?, entonces tenemos que

f(@) = f(m) + f'(m)(z —m) + O(Jz — m[*),
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de donde obtenemos la aproximacion
fX) = f(m) + f(m)(X —m).
Tomando varianza a ambos lados llegamos a la féormula
(6.3.1) VIf(X)] = f'(m)*V[X]
Usando ahora esta aproximaciéon para la varianza y asumiendo que las va-

riables xﬁﬁ_l) son independientes entre si (hipotesis heuristica, ya que en general
dependen de la misma entrada), calculamos

2
V[xy)] ~ [gpl <Z wg)mghl) + b§£)>

Esta expresion nos da la varianza de las neuronas en la capa ¢ en término de
las varianzas de las neuronas en la capa previa.

Ahora realicemos la siguiente estimacion. Asumamos primero que la funcién
de activacion tiene derivada acotada, i.e. |¢’|> < C y usando la desigualdad de
Cauchy obtenemos

1/2 1/2
) < 0Vl “>1<G(Z<w§f>>4) (Z(VW—”W)

7 %

1/2
<C (Zmﬁ?)?) (Z(W”D?) .

) )

Finalmente, elevamos al cuadrado y sumamos sobre j para obtener

SV 23 (Sl R) Sl < (Yo 2) SR

J 7 7 i @, 7

Esto muestra que si los pesos son pequenos (si C’Zij(wg))z < 1), entonces

la varianza de la capa ¢ es mas pequena que la de la capa previa. Iterando la
desigualdad, sigue que la varianza de la senal decae a 0 luego de pasar por un
cierto nimero de capas con lo que la variacion de la sefial se vuelve insignificante.

2. Si los pesos son muy grandes, entonces la varianza de la senal tiende a ampli-
ficarse cuando pasa por las capas de la red, o las activaciones saturan y la red
entra en una zona de gradiente casi nulo (un plateau).

: (0
En este caso, si los pesos w;;
también es grande.

Supongamos que la funcién de activacion es lineal, p(x) = z, entonces

Vel = 3 (wl)) V)

1

0, (61
son grandes, entonces la suma ) wz(»j)xz(» )

lo que implica que la varianza V[ ] también se vuelve grande.

Supongamos que la funciéon de activacidon es sigmoide, entonces en ese caso
la funcién o se vuelve saturada y por ende ¢’ es muy pequeno, lo que trae el
problema de gradiente cercano a cero.
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Luego, para que la inicializacién sea viable, es necesario que los pesos no sean
ni muy grandes ni muy pequenos. Necesitamos que la inicializacién sea en un rango
razonable antes de iniciar el entrenamiento de la red. Veremos ahora cémo tratar con
este problema.

La idea principal se basa en el hecho de que la propagaciéon del error de la senal
a través de una red neuronal profunda puede cuantificarse mediante la varianza de la
senal, es decir, la varianza de las activaciones de las neuronas. Para mantener la varianza
bajo control, evitando valores que se disparen o se anulen, la forma mas simple es
encontrar valores de los pesos para los cuales la varianza se mantenga aproximadamente
constante al pasar la senal por cada capa. Dado que la asignacion de los pesos iniciales
es un proceso aleatorio, asumimos que los pesos son variables aleatorias con distribucion
uniforme o Gaussiana y media cero.

Simplifiquemos la notaciéon levemente. Fijemos una capa ¢ y notamos al vector de
entrada de esa capa como X = XY (usamos la notacion de letras maytsculas dado
que seran todos variables aleatorias) y al vector de salida de la capa como Y = X ©,
El nimero de neuronas lo notaremos como N = d“~1. La j—ésima componente de Y

estd dada por
Y=o (ZMin‘f'bj) 5

donde la matriz de pesos W;; es una matriz aleatoria con media cero. Sobre los X; asu-
mimos que son independientes, idénticamente distribuidos y con media 0 (por ejemplo
pueden ser Gaussianos o con distribuciéon uniforme). Asumamos también que W;; y X;
son independientes. Sobre los sesgos b; asumimos que son constantes (usualmente se
inicializan como 0).

Ahora, usando la formula de aproximacion para la varianza dada por (6.3.1), obte-
nemos

VY] ~ ¢/ (ZEWZJX +b> ZWUX]
= ZVW”X ZV SV

= N¢'(0)? V[WII}V[Xl]a

donde hemos usado que E[W;;X;] = E[W,;]E[X;] = 0 por la independencia de las
variables en la segunda igualdad, que VW X] = V[W]V[X] para variables aleatorias
independientes con media cero en la tercer igualdad y que las variables aleatorias son
idénticamente distribuidas (y tomamos b; = 0) para la ultima igualdad.

Si requerimos que la varianza no se modifique en el paso de capa a capa, esto
equivale a pedir que V[Y;] ~ V[X;], luego obtenemos
N¢'(0)* VW] V[X,] >~ V[X].
Simplificando obtenemos la expresion para la varianza de los pesos
1
VWil = VW] 2 ——.
[ ]] [ 11] NQD/(())Q

Tenemos dos casos importantes
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1. Los pesos tienen una distribuciéon normal W;; ~ N (0, W). En particular, si
la funcion de activacion es lineal, ¢’(0) = 1y en ese caso W;; ~ N(0, ).
2. Los pesos tienen una distribucion uniforme W;; ~ U([—a,a]) para a > 0. En
este caso, igualando las varianzas obtenemos
1 a? V3
———=—, dedonde a=—""—.
Ng(0)2 3 (0N
Notemos que la pendiente de la funcién de activacion en el origen afecta el
rango del intervalo en donde debemos tomar los valores de los pesos. Mientras
mas grande sea esa pendiente, mas angosto debe ser ese intervalo. Una forma de
utilizar este hecho es considerar la escala de los pesos como un hiperparametro

y ajustarla en un conjunto de validacion.

Este analisis supone que las entradas de cada capa tienen media cero y que ¢ es
derivable en 0 con ¢'(0) # 0: vale para la tangente hiperbdlica (¢'(0) = 1, de donde
V[W] = 1/N, la inicializacion de LeCun), pero no para la logistica ni para la ReLU,
cuyas salidas no tienen media cero. Para la ReLU (que no es derivable en 0) el analisis
analogo da V[IW]| = 2/N (inicializacién de He et al., 2015). Si se tiene en cuenta ademés
la propagacion hacia atras, Glorot y Bengio (2010) proponen V[W] = 2/(d“~1) + d®).

6.4. Resumen

Una red neuronal es obtenida por una concatenacion de varias capas de neuronas.
La primera capa corresponde con las entradas y la dltima con la salida. Las capas
intermedias se llaman capas ocultas. Este capitulo traté s6lo de las llamadas redes
feedforward. Estas son redes en donde la informacion fluye hacia adelante desde la
entrada a la salida.

Las redes neuronales son usadas para aprender caracteristicas complejas, que una
Ginica neurona no es capaz de hacer. Las redes son entrenadas por el método de descenso
de gradiente. Un ingrediente importante de este método es el cilculo del gradiente
de la funcién de costo. Este gradiente es calculado por un método recursivo llamado
retropropagacion. Las ecuaciones maestras tanto para la propagacion hacia adelante,
como para la retropropagacion son analizadas en detalle.

Para que el método de descenso de gradiente funcione adecuadamente, es necesario
dar valores iniciales a los pesos y sesgos. Los pesos se inicializan al azar, con media
cero, para romper la simetria entre neuronas (inicializarlos todos en cero haria que las
neuronas de una capa evolucionen de manera idéntica); cuando la red es profunda, es
necesario ademas desarrollar ciertas estrategias para elegir la escala de esa inicializa-
cion.

6.5. Ejercicios

EJERCICIO 6.5.1. Dibujar el esquema de la red dada por la Observacion 6.1.2.

EJERCICIO 6.5.2. (a) ;Puede un tinico perceptron aprender el siguiente mapa:

(0,0,0) = 1, (1,0,0)+—0, (0,1,0) 0, (0,0,1)~ 0,
0,1,1) —» 1, (1,1,0)—0, (1,0,1)—~0, (1,1,1)+— 17
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(b) Dibujar el esquema de una red neuronal con perceptrones que aprenda el mapa
del item anterior. Dar los pesos y sesgos de todos los perceptrones de la red.

EJERCICIO 6.5.3. Escribir una féormula explicita para la salida de la red neuronal
multi-perceptron dada por la figura 6.5 a.

X); &2
. w1 . wa . y

s [z() 5@ |y

a b

FIGURA 6.5. a. La red neuronal usada en le Ejercicio 6.5.3. b. La red
neuronal usada en el Ejercicio 6.5.5.

EJERCICIO 6.5.4. Considerar una neurona sigmoide con una entrada unidimensional
x, peso w, sesgo b y salida y = o(wz + b). El objetivo es una variable unidimensional
z. Consideremos la funcion de costo C(w,b) = 3(y — 2)*.

(a) Hallar VC(w, b) y mostrar que |[VC(w,b)| < 3v1+ 22(1 + |z]).
(b) Escribir la iteracion de descenso de gradiente para la sucesion de pesos (w,,, by,).

EJERCICIO 6.5.5. Consideremos la red neuronal dada por la figura 6.5 b, con la
funcion de costo dada por C'(w,b) = 3(y — 2)%.

(a) Calcular las deltas 60 = 2C- £ =1,2.

(b) Usar el algoritmo de retropropagacion para hallar el gradiente VC'(w, b).

EJERCICIO 6.5.6. Asumamos que la funciéon de activacion en la capa £ es lineal y
que los pesos y entradas son variables aleatorias.

(a) Mostrar que 00 = WD ... W5 no depende de W ni de X1 mas
que a través de 65,

(b) Concluir que, si WD W E) §1) son independientes de W y de X1,
entonces 5§£) es independiente de Wi(f) y de XZ.(E_l). (Esta hipotesis es solo una

aproximacion, ya que 60 depende de la salida de la red, que si depende de
WO y de X6

EJERCICIO 6.5.7. Considerar una neurona sigmoide con entrada aleatoria normal-
mente distribuida, X ~ N(0,1) y con salida Y = o(wX + b). Mostrar que V[Y| ~
w?a’(b)?. Notar que la varianza de la salida decrece para valores pequernos del peso w
o grandes valores del sesgo |b|.
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EJERCICIO 6.5.8. Considerar una red neuronal con una capa escondida que posee

neuronas sigmoides en esa capa. Suponer que las entradas estdn normalmente dis-

tribuidas, X ~ N(0,1) y que la salida es ¥ = SN oyo(w; X + b;). Mostrar que

2
VY] ~ (Zfil a; o' (b;) wl-) (todos los sumandos dependen de la misma X, asi que no

son independientes).
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Capitulo 7
Teoremas de aproximacion

Este capitulo presenta algunos resultados clasicos del analisis real con aplicacio-
nes al aprendizaje de funciones continuas, integrables o de cuadrado integrables. Los
resultados de aproximacion incluidos en este capitulo abarcan el teorema de Dini, el
teorema de Arzela-Ascoli, el teorema de Stone-Weierstrass, el teorema tauberiano de
Wiener y el principio de contraccién. Algunas de sus aplicaciones al aprendizaje se
proporcionaran dentro de este capitulo, mientras que otras se presentaran en capitulos
posteriores.

Este capitulo retine las herramientas de analisis que se usan en los siguientes: el teo-
rema de Dini (Seccion 7.1), el de Arzela-Ascoli (Seccion 7.2), el de Stone-Weierstrass
(Seccion 7.3), los teoremas tauberianos de Wiener (Seccion 7.4) y el principio de con-
traccion (Seccion 7.5). Corresponde al Capitulo 7 de [3].

7.1. El Teorema de Dini

Aprender una funciéon continua en un intervalo compacto se reduce a demostrar
que la red neuronal produce una secuencia de funciones continuas que converge uni-
formemente a la funciéon objetivo continua. En la mayoria de los casos, no es dificil
construir resultados que converjan puntualmente a la funcién objetivo. Sin embargo,
demostrar la convergencia uniforme puede ser, a veces, una tarea complicada. En cier-
tas circunstancias, esto puede simplificarse mediante el uso de algunos resultados de
aproximacion, como los siguientes.

TEOREMA 7.1.1 (Dini). Sea f,: [a,b] = R una sucesion de funciones continuas.

(a) Si foi1 < fn paran > 1y f,(x) — 0 puntualmente para x € [a,b], entonces f,
converge uniformemente a 0 en |a, b].

(b) Si g € C(la,b]) es tal que f,(x) \( g(x) puntualmente para x € [a,b], entonces
fn converge uniformemente a g en [a,b)].

DEMOSTRACION. El item (b) se obtiene aplicando (a) a la sucesion f, —g. Veamos
la demostracion de (a).

Sea € > 0 y consideremos los conjuntos

Au(e) = [ ([e.00)) = { € [a,8]: fulw) > €}
Como f,, decrece puntualmente a 0, se tiene f,, > 0; por lo tanto, lo que queremos ver,
que f, = 0, es equivalente a probar que existe N € N tal que A, (¢) = () paran > N.
Como las funciones f, son continuas, entonces los conjuntos A,(¢) son cerrados.
Mas atin, como A, (g) C [a,b], resultan compactos. Adicionalmente, como {f,}nen €s
decreciente, los conjuntos A,(¢) estan encajados, i.e. A,41(¢) C A,(e) para n € N.
Supongamos que A,(¢) # () para todo n > 1. Entonces, tenemos que N,,>14,(¢) # 0

97
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por ser la interseccion de una sucesion de conjuntos compactos encajados. Pero si
xo € Np>14,(€), entonces f,(z9) > € para todo n € N lo que contradice el hecho de
que fn(zg) = 0 cuando n — 0. O

OBSERVACION 7.1.2. El Teorema de Dini sigue siendo cierto si se reemplaza el
intervalo [a, b] por un espacio métrico compacto (S, d) y la convergencia es considerada
respecto de la métrica d.

EJEMPLO 7.1.3. Sea g: [0,1] — R de clase C? con finitos puntos de inflexion y
consideremos la particion A; dada por0 =zg < x1 <--- <z, =1, donde z1,...,T,_1
son los puntos de inflexiéon de g. Es decir, g|j, .+, es concava o convexa para todo
1 =1,...,n. Notemos por f; a la funcion lineal a trozos que se obtiene de unir a los
puntos (z;, g(x;)), i =0,...,n.

Consideremos ahora la particiéon A, que consiste en agregar a A; los puntos medios
de cada subintervalo, y notemos a la nueva funcién lineal a trozos que une los puntos
dados por la particion A, como fs.

Si continuamos con este proceso, obtenemos una sucesién de particiones A,, y una
sucesion de funciones lineales a trozos f,. Esta sucesion, verifica la propiedad

’g(l‘) - fn+1(x)’ < |g(.1') - fn<x)’7 Vo € [071]'

En efecto, en cada intervalo donde g es convexa (concava) se tiene f, > g (f, < g), v al
refinar la particion la poligonal se acerca a g sin cruzarla. Ademas f,(x) — g(x) para
todo x, pues el tamano de la particion tiende a 0 y g es continua. Luego |g — f,,| es una
sucesion decreciente de funciones continuas que tiende a 0 puntualmente, y el Teorema
de Dini, Teorema 7.1.1, implica que f, converge a g uniformemente en [0, 1]. (Aqui la
convergencia uniforme también se deduce directamente de la continuidad uniforme de
g; el ejemplo ilustra cémo la monotonia, que muchas veces es facil de verificar, permite
pasar de convergencia puntual a uniforme.)

7.2. Teorema de Arzela-Ascoli

Otro resultado para construir una sucesiéon que converja uniformemente, es ex-
traer de una sucesion dada, una subsucesion que tenga esa propiedad. El Teorema de
Arzela-Ascoli nos provee de este resultado de existencia. Al ser un resultado teorico
y no constructivo, tiene implicancias importantes teéricas y no en la construccion de
algoritmos.

Necesitamos unas definiciones para poder enunciar el teorema. Una familia de fun-
ciones F definidas sobre un conjunto A a valores reales se dice uniformemente acotada
si existe M > 0 tal que

\f(x)| <M, VreA VfelF.

EJEMPLO 7.2.1. Por ejemplo, la familia

N N
F = Z&jU(wj$+bj)IOéj,wj,bj€R, Z@?gl ,
j=1

j=1

donde o(x) es una funcion sigmoidea tal que |o(z)| < 1 resulta ser uniformemente
acotada.
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En efecto, si llamamos a = (aq,...,ayn) y d(x) = (oc(wiz + by),...,0(wxz + by)),
usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos
N
Y ajo(wiz +b)| = |a-6(2)| < [lafla@)] < 1- VN = VN.
j=1

Una familia de funciones F definidas en un conjunto A C R" se dice equicontinua,
si para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que para toda f € F se verifica que

[f(x) = f(y)| <&, Va,y€ Acon|z—y| <

El ejemplo mas importante de una familia de funciones equicontinua es un conjunto
de funciones de clase C! con derivada acotada. En efecto, supongamos que tenemos
una familia F C C*([a,b]) y que existe L > 0 tal que

sup |f'(x)| < L, VfeF.

z€[a,b]

Luego, usando el Teorema del valor medio, obtenemos

|f(@) = fW) =1f )=yl < sup [f(§llx -yl < Lz —yl,

£€la,b]

de donde tomando § = /L obtenemos lo deseado.

EJEMPLO 7.2.2. Consideremos la familia

N N
F = {Z ajo(wjr +b;): o, wj, by € R, Z(a? +w?) < 1} ,
j=1 j=1
donde o verifica que |o’| < A. Entonces F es equicontinua. En efecto, si f € F, tenemos
que

<Ay |w;|

N
Z OéjU)jO'/(ijU + b])
j=1
W) 2

o +Fw: o\
< NYy LT <
SAY S5 3

()] =

j=1
Luego, por lo visto en el parrafo anterior, F resulta equicontinua.

Tenemos entonces el teorema

TEOREMA 7.2.3 (Arzela-Ascoli). Sea K C R™ un conjunto compacto y F C C(K)
una familia de funciones continuas. Son equivalentes:

(a) Toda sucesion { fn}nen C F contiene una subsucesion { fn, }ken C {fn}nen que
es uniformemente convergente.
(b) La familia F es equicontinua y uniformemente acotada.

La demostracién de este teorema se suele dar tanto en el curso de Calculo Avanzado
como en el de Andlisis Avanzado y lo pueden encontrar en el libro [9].

Como aplicacion del Teorema de Arzela-Ascoli, veamos un resultado de existencia.
Si se restringen el tamano de la capa oculta, la pendiente de la funciéon de activacion y
el tamano de los pesos, el conjunto de las funciones que produce una red de tres capas
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es relativamente compacto en C([a,b]): toda sucesion de redes admite una subsucesion
que converge uniformemente a alguna funciéon continua.

TEOREMA 7.2.4. Sea N > 1 un entero fijo y consideremos una red neuronal con
una capa oculta de manera tal que se verifican:

(a) La entrada de la red es una variable real acotada x € [a,b).

(b) La salida de la red es una neurona unidimensional con una funcidn de activacion
lineal y sin sesgo.

(¢c) Tenemos N neuronas en la capa oculta con una funcion de activacion o que es
derivable y tal que |o| <1 y |o'| < A.

(d) Los pesos satisfacen la condicion Zévzl(ozg +w?) < 1, donde w; son los pesos
de entrada a la capa oculta y «; son los pesos que conectan la capa oculta con
la salida.

Entonces la familia F de todas las salidas posibles de la red es relativamente compacta
en C([a,b]): toda sucesion {f,} C F posee una subsucesion que converge uniforme-
mente en [a,b] a una funcion g € C([a,b]).

DEMOSTRACION. La funcién de salida de la red viene dada por la suma

N
fawp(®) =) ajo(w;z + b)),
j=1

donde w; son los pesos de la entrada a la capa oculta y a; son los pesos de la capa
oculta a la salida. Los sesgos son notados por b;. La restricciéon sobre los pesos del

iftem (d), implican que la familia F = {fowp: o, w,b € RY, Z;\;(O‘? +wj) < 1} es
uniformemente acotada (ver el Ejemplo 7.2.1; aqui se usa |o| < 1). Por lo visto en el

Ejemplo 7.2.2, la familia F resulta también equicontinua.

Luego, podemos aplicar el Teorema de Arzela-Ascoli y concluir que toda sucesion
de salidas { f, }neny C F dada por

fa(z) = Z%(”)U(wj(n)ﬂﬁ +bj(n)),

posee una subsucesion { f,,, }ren C {fn}nen que es uniformemente convergente en [a, b|
y su limite es una cierta funciéon continua g € C([a, b]). O

OBSERVACION 7.2.5. En el resultado anterior, la funcién continua g no es conocida a
priori y no tiene por qué ser una funcion objetivo dada: de cualquier sucesion infinita de
redes admisibles (por ejemplo, de intentos de entrenamiento) se puede extraer una sub-
sucesion que converge uniformemente a alguna funcién continua. Esto es un resultado
de existencia; construir la subsucesion convergente es un problema diferente. Notemos
ademas que el resultado no dice que cualquier funcion continua pueda aproximarse: la
restriccion (d) hace que la clase de funciones representables sea relativamente compac-
ta y, por lo tanto, no densa en C(]a, b]). La aproximacion de funciones arbitrarias (sin
restricciones sobre el tamano de los pesos ni de N) es el tema del Capitulo 9.

EJEMPLO 7.2.6 (Neurona sigmoidal). Consideremos una neurona sigmoidal con
salida
fwp(x) =0o(w-x+0),
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donde o es la funcién logistica, con pesos w € R" sesgo b € R y entrada x € [, =
0,1] x - x [0,1] C R™,

Asumamos que los pesos son acotados con ||w|| < 1. Entonces la familia de funciones
continuas

F={fus Wl <1, bR},
es uniformemente acotada (pues sup | fw | < sup |o| = 1) y equicontinua, puessi f € F,
como 0 < o' < i,

IVF)[ =o' (w-x+b)|[|w] <

de modo que, por el teorema del valor medio en el conjunto convexo I, |f(x)— f(y)] <
1llx — y|| para toda f € F. Luego, por el Teorema de Arzela-Ascoli, toda sucesion de
salidas { fw, b, tren contiene una subsucesion uniformemente convergente a una funciéon
continua g definida en I,,. Observemos que no se hacen hipotesis sobre los sesgos.

7.2.1. Aplicaciones a redes neuronales. Las nociones anteriores pueden apli-
carse al estudio de redes neuronales de una capa oculta con un continuo de neuronas
en la capa oculta; ver también la secciéon 5.6.

Supongamos que la entrada pertenece a un intervalo compacto, x € [a, b]. Es bien
sabido que una red neuronal de una capa oculta, con N neuronas en la capa oculta,
tiene una salida dada por

N
g(x) = Z o(w;x + bj)ay,
j=1

donde o es una sigmoide logistica. Ademads, w; son los pesos entre la entrada y la
Jj—ésima neurona, «; es el peso entre la j—ésima neurona y la salida, y b; denota el
sesgo de la j—ésima neurona en la capa oculta.

Queremos generalizar al caso en que el nimero de unidades ocultas es infinito.
En particular, queremos considerar el caso en que el ntmero de unidades ocultas es
infinitamente numerable. Suponemos que las neuronas ocultas estan parametrizadas de
forma continua por ¢, tomando valores en el compacto [¢, d]. De este modo, el parametro
t reemplazara al indice j.

Ademas, los pesos de suma «; serdn reemplazados por una medida, que bajo la
hipotesis de ser absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dt en
[, d], tomara la forma h(t)dt.

La salida de la j—ésima neurona oculta, o(w;x + b;), es una funcién continua de x
que depende de j. Esto se transformara en el nicleo

K(z,t) = o(w(t)z + b(1)).
La suma pasara a ser una integral con respecto a la medida mencionada.

Por lo tanto, el anélogo continuo de la salida

= Z o(wjz + bj)ay,
7=1
es la integral

d
g(az):/ K(x,t)h(t) dt.
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Si KC es la transformacion integral con el nicleo K, entonces g = K(h), es decir, la
salida es la transformacién integral de la densidad de medida h.

Supongamos que o es acotada y Lipschitz (por ejemplo, la logistica) y que w(t), b(t)
son continuas en [c, d], de modo que K es continuay |K (z,t)—K(y,t)| < Lip(c) max |w||z—
y|. Suponiendo la condicion de regularizacion

IRll3 < M,

es decir, que las densidades de medida estan uniformemente acotadas en L?, la des-
igualdad de Cauchy—Schwarz da |g(x)| < || K (z,-)||2]|h]|2 < sup |o|\/(d—c)M y |g(x)—
g(y)| < Lip(o) max |w| |z — y|\/(d — ¢)M, de modo que el conjunto de salidas es equi-
continuo y uniformemente acotado (ver Ejercicio 7.7.8). Por el Teorema de Arzela-
Ascoli, para toda sucesion {h, }nen con ||h,||3 < M, la sucesion de salidas g, = K(h,,)
tiene una subsucesion que converge uniformemente en [a, b] a una funciéon continua g.

Igual que antes, esta restriccion de norma da compacidad pero limita la clase de
funciones representables. En el Capitulo 9 se verd que, sin esa restriccion, las redes
de una capa oculta (con un nimero suficientemente grande de neuronas) aproximan
uniformemente cualquier funciéon continua en [a, b].

Cabe destacar que podemos considerar un caso atun mas general donde el nime-
ro de unidades ocultas puede ser finito, infinitamente numerable o infinitamente no
numerable. Esto se logra eligiendo la salida

mmz/mewm

donde la medida de ponderacion p se toma como en la seccién 5.6.

7.3. El Teorema de Stone-Weierstrass

Notemos por K un conjunto compacto en R™. Para fijar ideas (y sera suficiente
para futuras aplicaciones) podemos pensar que K = I,, = [0,1] x --- x [0, 1]. Notamos
al conjunto de funciones continuas sobre K a valores en R como C(K). Este conjunto
es un espacio normado con la norma

171} = méx|f(z)].

Esta norma, induce una distancia dada por d(f,g) = ||f — g|| y C(K) con esta métrica
resulta un espacio métrico completo.

OBSERVACION 7.3.1. Observemos que si tenemos una sucesion {f, tney C C(K) y
una cierta funcion g € C(K), la convergencia de f, a g es equivalente a la convergencia
uniforme, es decir

| fn — gl| = 0 cuando n — oo — fn = g cuando n — oo.

Recordemos dos definiciones.

DEFINICION 7.3.2. Sea A C C(K). Decimos que A es denso en C(K) si para toda
g€ C(K) ytodoe >0, existe f € A tal que d(f,g9) =||f —gll <e.

OBSERVACION 7.3.3. Si A es un conjunto denso de C(K') entonces se tiene que
dada g € C(K) tenemos una sucesion { f,, }nen C A de manera tal que f,, =% g cuando
n — oo.
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DEFINICION 7.3.4. Un conjunto A C C(K) se denomina un &lgebra si verifica

1.Vfi,ge A= f+ g€ A
2.Vfe A Vee R=cf € A;
3.Vf,ge A= fge A

Las condiciones 1 y 2 dicen que A es un espacio vectorial.

EJEMPLO 7.3.5. El conjunto de los polinomios trigonométricos es un algebra de
funciones continuas sobre la circunferencia S' = {(cosz,sinz): z € R} C R?, es decir,
de funciones continuas 27-periddicas (una funcion 27-periodica f(x) se identifica con
la funcion F' sobre S! dada por F(cosz,sinz) = f(x)). En efecto, sea

N
A= {% + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)): ap, by e Ry,N =0,1,2,... } .
k=1

Obviamente, A verifica 1 y 2. Es también facil ver, usando las formulas de adicién del
seno y del coseno que A cumple 3. Luego A C C(S!) es un dlgebra. (Observemos que
en C([0,27]) esta dlgebra no separaria puntos: toda f € A cumple f(0) = f(27).)

DEFINICION 7.3.6. Sea A C C(K) un élgebra. Se dice que A separa puntos en K
si para todo x,y € K, x # y, existe f € A tal que f(x) # f(y).

Es facil ver que el algebra del Ejemplo 7.3.5 separa puntos de S': cosz y sinx
pertenecen a A y determinan el punto (cosx,sin z).

DEFINICION 7.3.7. Sea A C C(K) un algebra. Se dice que A contiene a las cons-
tantes si para todo ¢ € R, la funcion f(z) = ¢ pertenece a A.

Por la propiedad 2 si la funcion f(z) = 1 pertenece al dlgebra A entonces A contiene
a las constantes.

Es también facil ver que el algebra del Ejemplo 7.3.5 contiene a las constantes.

EJEMPLO 7.3.8. Sea A el conjunto de polinomios definidos en [a, 0]

N
A= {chxk: x € [a,b},ckER,Nzo,l,Q,...}.
k=0

Entonces A C C([a,b]) es un algebra que separa puntos y contiene a las constantes.

El siguiente teorema se conoce como el Teorema de Stone-Weierstrass y su de-
mostracion suele verse en Célculo Avanzado y en Anélisis Avanzado. La demostracion
también esté en el libro [9].

TEOREMA 7.3.9 (Stone-Weierstrass). Sea K C R"™ un conjunto compacto y A C
C(K) un dlgebra que separa puntos y contiene a las constantes. Entonces A es denso

en C(K).
Veamos una aplicaciéon inmediata de este teorema.

PROPOSICION 7.3.10. Sea f: [a,b] X [c,d] — R wuna funcién continua. Entonces
para todo € > 0, existe N > 1 y funciones continuas g; € C([a,b]), h; € C([e,d)),
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1=1,...,N, tales que

MmAax

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto

A= {Z gi(x)hi(y): g; € C([a,b]), h; € C([e,d]),N =1,2,... } .

Es sencillo ver que A es un algebra de funciones que separa puntos y contiene a las
constantes. Luego, aplicando el Teorema de Stone-Weierstrass obtenemos el resultado
deseado. O

Obviamente, este resultado puede extenderse a cualquier ntimero finito de producto
de intervalos compactos.

7.3.1. Aplicacién a redes neuronales. Como aplicacion del Teorema de Stone-
Weierstrass a redes neuronales, veamos como una red neuronal que tenga al coseno como
funcion de activacion (o al seno) puede aprender, potencialmente, cualquier funcion
periodica.

Consideremos una red neuronal con una capa escondida, entrada real x, una salida
unidimensional y y N neuronas en la capa escondida. Asumimos que la funcién de
activacion es p(z) = cos(x). La salida de la red esta dada por la suma

N
Yy =ay+ Z a; cos(w;z + b)),

j=1

donde w; y «a; son los pesos del ingreso hacia la capa oculta y de la capa oculta hacia
la salida respectivamente. Los sesgos en la capa oculta se notan por b; mientras que ag
denota el sesgo de la neurona en la capa de salida. Ver la Figura 7.1 a.

costo

W AVAVAVA

FIGURA 7.1. a. Red neuronal con una capa escondida y funcion de ac-
tivacion cos(z). b. La funcion costo alcanza sus minimos locales para
ciertos valores del hiperparametro v.
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Afirmamos que esta red puede aproximar uniformemente cualquier funcién continua
y periodica. En efecto, consideremos f: R — R una funcién continua y peridédica con
periodo T'. Es decir f(z+T) = f(z). Sea v = 2% la frecuencia asociada. Consideremos
ahora pesos de la forma w; = jv. Aplicando férmulas trigonométricas elementales,
tenemos

N
Yy = agp+ Zaj cos(jvx + b;)
j=1
N
= qp + Z a; cos(jrx) cos(b;) — a;sin(jrx) sin(b;)
j=1
N
= qaop + Zaj cos(jvz) — ¢;sin(jre),
j=1

con coeficientes a; = o cos(b;) vy ¢; = a;sin(b;). Por el Ejercicio 7.7.7, los polinomios
trigonométricos son densos en el conjunto de funciones peridédicas sobre R con periodo
T. Luego, dado € > 0 existen N > 1y ap,®;,b; € R (a partir de a;, ¢; se recuperan

o = ,/a? + c? y b; por coordenadas polares) tales que
N
ap + Zaj cos(jvx +b;) — f(z)| < e.
j=1

Observemos que la frecuencia v = 2% viene dada por la funcion objetivo y que los pesos

de entrada de la capa oculta son sus miltiplos enteros jv.

Es posible modificar este método, de manera heuristica, para buscar frecuencias
escondidas en una sefial continua. Consideremos la sefial objetivo z = f(z) donde
x denota el tiempo. El peso v del cdlculo anterior se toma como un hiperparametro.
Luego, para cada valor de v fijo se ajustan los otros parametros, por ejemplo, usando el
método de descenso de gradiente. Después se varia el valor de v y se obtienen diferentes
valores de la funcién de costo. Elegimos aquellos valores de v para los que la funcion
de costo alcanza minimos locales, ver Figura 7.1 b. Esperamos que estos minimos se
correspondan con frecuencias propias contenidas en la senal. Esto es una heuristica y
no un teorema: el costo, como funcién de v, es muy poco regular y depende de N,
del intervalo de observacion y del método de optimizacion. Ademas, si f tiene periodo
T, también tiene periodo mT, y la red con frecuencia v/m (con N suficientemente
grande) contiene a la de frecuencia v; por lo tanto apareceran también minimos en los
submiltiplos v/m, y la frecuencia fundamental debe interpretarse como la mayor de
las frecuencias en las que el costo es pequeno.

7.4. Teoremas Tauberianos de Wiener

Para poder enunciar los teoremas Tauberianos es necesario introducir a la Trans-
formada de Fourier.

Recordemos que f € L'(R) si se verifica que

| i@l <,
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Tenemos entonces la siguiente definicion

DEFINICION 7.4.1 (Transformada de Fourier). Dada f € L'(R) se define su trans-
formada de Fourier, notada por F[f] o por f a

FIA©) = 1) /f )i d.

Es facil ver que si f € L'(R) entonces f esté bien definida y resulta una funcion
acotada,

@) < / T f(@)de, VEER.

oo

Algunos ejemplos:

1. Doble exponencial. Sea f(x) = ¢!, con A\ > 0. Entonces

5 2\
f(&) = Nt
2. Potencial de Laplace. Sea f(x) = a2+—2, con a > 0. Entonces
Fle) = Zp—aldl
i) = Zei.

2
" con a > 0. Entonces

flo =/,

7.4.1. Aprendiendo seiniales en L!'(R). Tenemos el siguiente teorema que fue
probado por N. Wiener en [11]

3. Gaussiana. Sea f(zr) =e

TEOREMA 7.4.2. Sea f € L'(R) y consideremos las traslaciones f,(z) = f(x +T)
con T € R. Entonces el subespacio generado por la familia {f.: 7 € R} es denso en

LY(R) si y sdlo si f(£) # 0 para todo € € R.

Observemos que los ejemplos 1, 2, 3 verifican las hipotesis del Teorema 7.4.2.

La manera en la que se usa este resultado es la siguiente. Consideremos una red
neuronal con funcion de activacion f € L'(R) que verifica f(§) # 0. Luego, por el
Teorema 7.4.2, para toda g € L'(R) y € > 0, tenemos una funcion

x):Zajf(x+Tj), a;, ;€R, N=1,2,...,

tal que
g — G||1—/|g o)|dr <e.

La funcion G(z) es la salida de una red neuronal con una capa oculta con funcion de
activacion f, pesos de salida «; y sesgos 7;; los pesos de entrada son todos iguales a
1, es decir, la red solo traslada la activacion f y no la dilata. La aproximacion es en
norma L' y no punto a punto.
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7.4.2. Aprendiendo senales en L*(R). Recordemos que una funciéon f perte-
nece a L?(R) si

| v <o,

En general, una funcién f puede pertenecer a L?(R) pero no a L'(R) y viceversa.
Si f pertenece a L*(R) pero no a L'(R) la expresion para la transformada de Fourier
de f no puede ser dada por la féormula de la Definicion 7.4.1. Sin embargo, es posible
extender la definicion de la transformada de Fourier al espacio L?*(R) de manera tal
que si f € L*(R) N L*(R) entonces ambas definiciones coincidan. Ver, por ejemplo, [6].

En [11] se demuestra el siguiente resultado, andlogo al Teorema 7.4.2, para funciones
de L*(R).

TEOREMA 7.4.3. Sea f € L*(R) y consideremos las funciones trasladadas f,(z) =
f(z + 7) para T € R. Entonces el subespacio generado por la familia {f,: 7 € R} es

denso en LA(R) si y solo si f(€) # 0 para casi todo & € R.

Observemos que los ejemplos 1, 2, 3 también verifican las hipotesis del Teorema
7.4.3.

El Teorema 7.4.3 se utiliza de manera similar al Teorema 7.4.2. Consideremos una
red neuronal con funcion de activacion f € L*(R) que verifica f(£) # 0 en casi todo
punto. Luego, por el Teorema 7.4.3, para toda g € L*(R) y € > 0, tenemos una funcién

N
G(m):Zajf(x+Tj), a;,; €ER, N=1,2,...,
j=1

tal que
lg—GJ2 = / 9(e) — Cla)P da < <.

La funcion G(z) es la salida de una red neuronal con una capa oculta con funcion de
activacion f, pesos o y sesgos ;.

OBSERVACION 7.4.4. Obviamente, la aplicacion de los Teoremas 7.4.2 y 7.4.3 tiene
limitaciones. Por ejemplo las funciones que vimos en los ejemplos 1, 2, 3 son de forma
campana, mientras que las funciones de activacion mas usadas son de tipo sigmoide
o de tipo palo de hockey (funcién logistica, ReLU, etc.) y no pertenecen a L'(R) o a
L3(R).

7.5. Principio de contraccién

En esta seccion veremos aplicaciones del principio de contraccion (Teorema de punto
fijo de Banach) a redes neuronales.

Repasemos el principio de contraccion. Si (X, d) es un espacio métrico, una funcion
A: X — X se dice una contraccion si existe A € (0, 1) tal que

d(A(z), A(y)) < Md(z,y),  Vr,y € X.

Observemos que toda contraccion resulta ser uniformemente continua.
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EJEMPLO 7.5.1. Si consideramos X = R, entonces toda funcion A: R — R dife-
renciable con |A'(xz)] < A < 1 es una contraccion. En efecto, por el Teorema de valor
medio,

[A(z) = A(y)| = [A(E)(z — y)| < Az —y].

Un ejemplo de funcion A que verifica estas hipotesis es A(z) = 3 cos(z).

El teorema de punto fijo de Banach dice lo siguiente.

TEOREMA 7.5.2 (Banach). Sean (X,d) un espacio métrico completo y A: X — X
una contraccion. Entonces A posee un tinico punto fijo. Es decir, existe un 1inico punto
xo € X tal que A(xg) = xo.

Este teorema se demuestra habitualmente en los cursos de Calculo Avanzado y de
Analisis Avanzado.

La salida de una red neuronal con una capa oculta teniendo funcién de activaciéon
© es dada por

(7.5.1) A) = ajp(wsz +by),

Jj=1
donde asumimos que las entradas y salidas son ntimeros reales, es decir A: R — R.

Tenemos entonces la siguiente proposicion.

PROPOSICION 7.5.3. Sea A(z) dada por la expresion (7.5.1) y asumamos que la
funcion ¢: R — R wverifica que |¢'(z)] < M para todo x € R. Entonces A(z) es una
contraccion si se verifica

N
2
(7.5.2) Z(a? +w?) < U
j=1
DEMOSTRACION. Observemos primero que
() —eW)| =[Nz —yl < M|z —yl,  Va,yeR.
Ahora,

[A(z) — A(y)| =

Z aj(p(w;z + bj) — p(w;y + bj))‘

N
< lasllp(wsz +by) — p(wy +by)|
=1

IA

N
Mlz =y > oy fw]
j=1

M N
<= (Z(ﬁ +w]2-> |z —yl.
j=1
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Luego, si llamamos
N
M 2 2
j=1

tenemos, por (7.5.2), que 0 < A\ < 1 como queriamos ver. O

OBSERVACION 7.5.4. En el caso en que tomemos como funcién de activacion a la
funcion logistica o(z) = (1 +e*)7!, tenemos que 0 < ¢'(z) < 1, de donde obtenemos
que A(x) es una contraccion si se verifica que

N

Z(a? +w?) <8.

j=1

COROLARIO 7.5.5. Sea A(x) dada por (7.5.1) tal que la funcion de activacion ¢
verifica |¢'(z)] < M para todo x € R. Asumamos que los coeficientes o y w; verifican
(7.5.2). Entonces existe un unico xo € R tal que A(zo) = xo.

7.5.1. Aplicaciones a redes neuronales recurrentes. En esta secciéon, una
unidad neuronal significard una red neuronal con una capa escondida para las que se
verifica la condicion (7.5.2) de la Proposicion 7.5.3, teniendo un ingreso x € R y una
salida A(z) € R dada por la formula (7.5.1). Una unidad neuronal se muestra en la
figura 7.2

w1

FIGURA 7.2. Una unidad neuronal de tres capas cuya salida es una contraccion.

Ahora, concatenamos varias unidades neuronales para construir una red neuronal
recurrente como se muestra en la Figura 7.3. Esto significa que la salida de la n—ésima
unidad neuronal es la entrada de la (n + 1) unidad neuronal, para n > 1. La salida de
la n—ésima unidad es A"(z) = (Ao---0 A)(z). En un primer momento, supongamos
que los pesos y sesgos de todas las unidades neuronales son los mismos y el aprendizaje
de la red no esta supervisado, es decir que no hay una funciéon objetivo especifica.

La pregunta es: ;Qué aprende este tipo de red?

Para ser més precisos, asumamos que para cada valor de entrada x € R, la n—ésima
salida, y, = A™(z) es una sucesion convergente con limite y, que depende obviamente
de z. Si definimos y = A(z), entonces la funciéon aprendida por la red es A(z).

El siguiente resultado trata sobre existencia, unicidad y la forma de esta funcion.
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A) %2@) A

F1GURA 7.3. Una red neuronal recurrente construida a partir de unida-
des neuronales de tres capas.

*(x)

PROPOSICION 7.5.6. Sea A una contraccion. En la red neuronal recurrente cons-
truida en la Figura 7.3, para toda entrada x € R la sucesion de salidas y, = A™(x)
converge a Ty, el inico punto fijo del mapa y = A(x). Es decir, A(x) = x¢: la red
“aprende” la funcion constante xg.

DEMOSTRACION. La demostracion de este resultado es muy similar a la demostra-
cion del Teorema de Banach, Teorema 7.5.2.

En efecto, para cada valor de entrada x, consideramos la sucesién de nimeros reales
yn = A"(z). Debemos probar que {y, },en €s convergente, pero para eso veamos que es
una sucesion de Cauchy.

Usando la propiedad de contraccién de la funcion A(z), estimamos la diferencia
entre dos elementos consecutivos de la sucesion

[Yn+1 — yul = [A"T (2) — A™(2)] = [A(A"(2)) — A(A" (2))]
< MA™(z) = AN @) = Alyn = Y-l
[terando esta desigualdad, llegamos a
‘ynJrl - yn’ S )‘n’yl - :U’

Sea ahora m = n + k y estimamos la diferencia entre dos términos arbitrarios de la
sucesion usando la desigualdad triangular, y recordando que A € (0,1),

k1 k—1
Yntr — Ynl < Z Yntj1 — Ynaj| < anﬂ‘yl — x|
(7.5.3) = =0
< Ny — 2 SN = -
< Ay $|§ 1_)\|y1 zl,

lo que prueba que {y, }.en es de Cauchy, por lo que existe y € R tal que y,, — y cuando
n — 0o. Notemos y = A(x).

Veamos ahora que y es el tinico punto fijo de A(x) con lo que se concluye la demos-
tracion. Pero tenemos que

|A(Y) =yl <TA®Y) = Ynl + yn —yl = [AW) = AWn-1)| + |y — ¥yl

Al ser A una contraccion, resulta continua. Luego tomando limite n — oo en la tltima
desigualdad, obtenemos que |A(y) — y| = 0, con lo que A(y) = y, es decir, y es un
punto fijo de A. La unicidad es una consecuencia directa de la contraccion, ya que si y
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e iy son dos puntos fijos, entonces
ly =o'l = [A(y) — AW < Ay =¥/,
y como A € (0,1) sigue que |y — 3| =0, o lo que es lo mismo que y = ¢/'. O

OBSERVACION 7.5.7. Es sencillo estimar el error cometido al aproximar el punto
fijo zo de A por la sucesion aproximante y,,. Tomando limite £ — oo en la cota (7.5.3),

obtenemos
n

|yn — 0| < 1 )\]A(x) — .

El valor de n € N, que es la profundidad de la red, puede ser elegido de manera tal que
el error sea tan pequeno como queramos.

Si cambiamos los pesos de la red, esto lleva al aprendizaje de diferentes constantes.
Veamos que estas constantes dependen continuamente de los pesos. Empecemos con el
concepto de proximidad de redes.

DEFINICION 7.5.8. Dos redes neuronales se dicen e—cercanas en I C (—R,R) C R
si para algin ¢ > 0 sus mapas de salida verifican

|A(z) — A7) < ¢, Veel CR.

En otras palabras, dos redes son proximas si sus mapas de salida estan proximos
con respecto a la distancia de supremo.

LEMA 7.5.9. Consideremos dos unidades neuronales con mapas de salida dados por
x) = Zozjgo(wjx—l—bj) y Az Zoz]gp w;z + b;),
j=1 j=1

donde la funcidn de activacion ¢ verifica |p(z)| < C y |¢'(z)| < M para todo x € R.

Entonces, si

Mz

M|a3| R|w9 w]|+|b |>+C|O‘J ]’) <ég,

Jj=1

entonces las unidades neuronales estdn s—cercanas en I.

DEMOSTRACION. Observemos primero que

|jip(wsz +b;) — ap(wyz + by)| <|ayllp(wsz + b;) — (wsz + by)]
+ Joy — alle(wsz + b))
<la; |1 ()I(Jw; — wy]|z[ + b — bj])
+ Claj — ajf
<|o| M (Jw; — w;|[x| + [b; — |)+C|O‘J
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Luego,

N
|A(x) — A(x Z ajp(wiz + bj) — ajp(wx + ;)|

| AN

N
Z a;| M (Jw; — wy]|x] + [b; — bs]) + Clay — ;] <,

como queriamos probar. O

OBSERVACION 7.5.10. De la demostracion es evidente de que en el caso I = R,
entonces se debe pedir que w; = wj, b; = b; y

N g
Z oy — a5l < 5
7=1

LEMA 7.5.11. Consideremos dos unidades neuronales e—cercanas en I con mapas
de entrada-salida dados por A(z) y A(z) respectivamente. Notemos por xy y To los
respectivos puntos ﬁ]OS y supongamos que To € I (esto es automdtico si I = R).
Entonces |1y — To| < 7€, donde A € (0,1) es el factor de contraccion de A.

DEMOSTRACION. Sea 7o el punto fijo del mapa A y sea A € (0,1) el factor de
contraccion de A. Si llamamos y,, = A"(Zg), entonces por la Proposicion 7.5.6, tenemos
que y, — zo donde xg es el punto fijo de A. Por otro lado, si en la desigualdad (7.5.3)
tomamos n = 0 (y © = Zy, de modo que yo = o), obtenemos que

1
|y — Zo| < mM(i’O) — Tol-

Tomando limite cuando £ — oo, obtenemos
1
|20 — Zo| < 7—[A(Z0) — Tol.

Por otro lado,
|A(Zo) — Zo| = |A(z0) — A(Z0)] <&,

donde usamos que Zy € I. Esto concluye la demostracion. O

Tenemos entonces el siguiente corolario inmediato.

COROLARIO 7.5.12. Consideremos dos unidades neuronales como en el Lema 7.5.9,
con los mismos w; y b; (y distintos o, &;) y ambas contracciones, y sea A el factor de
contraccion de A. Entonces, dado € > 0, tomando 6 = (1 — \)e/C' se tiene

N
> oy —ayl < 6 = |z — To| <,
j=1

donde xo y Tog son los puntos fijos de los mapas de entrada-salida de las unidades

neuronales. En efecto, por la observacion anterior las unidades son (1 — \)e-cercanas
en I =R y se aplica el lema.
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Wij = Wyi

& O® @
& O®E

FI1GURA 7.4. Una red neuronal resonante.

7.5.2. Redes resonantes. Consideramos una red neuronal con dos capas, ver
Figura 7.4. La informacion se transmite de un lado a otro entre las capas hasta que
eventualmente converge a un estado estacionario.

Sea N el namero de neuronas en cada capa. El estado inicial de la capa de la
izquierda esta dado por el vector Xj. Esto induce el estado en la segunda capa

Yo = o(WXo+0b),
donde los pesos se asumen simétricos, es decir, w;; = wj;.

Esta informacién se retroalimenta a la primera capa, lo que proporciona la salida
X1 =p(WYy+0).
Aqui, ¢ es la funcion de activacion para ambas capas y b es el vector de sesgo comiin.

De esta manera, obtenemos las sucesiones { X, }nen v {Y }nen definidas recursiva-
mente por el sistema

Y, =p(WX,+0b), X,=pWY, 1+0b), n>1
Esto puede reformularse en términos de dos recurrencias como
Yo=F(Y,1), Xo=F(X,1),
donde F': RV — R¥ esta dada por
FU)=@(WpWU+b)+0).
El estado estacionario de la red corresponde al par de puntos fijos (X*,Y™*), donde
FX")=X", F{Y")=Y"

Abordaremos este problema utilizando el Principio de Contraccion, Teorema 7.5.2.
Primero, reescribimos el problema de manera equivalente de la siguiente forma. Defi-
nimos

Zo=Xo, Z1=Yy, Zo=Xy,
y en general,
Znir = G(Zn),

donde
G(Z)=p(WZ +0).
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Basta con demostrar que {Z, } ey es una sucesion de vectores que converge a algin
vector Z*. Como G: RN — RY y ¢ actia componente a componente, se tiene |p(u;) —
@(vi)| < |l¢'llse|tii — vi] ¥, por lo tanto,

IG(Z) = G(Z)ll2 < €'l V(2" = Z)|l2 < Il IWIIZ" = Zll2,  VZ,Z" € RY,

donde ||W|| es la norma de operador (espectral) de W. (Equivalentemente, el jacobiano
es DG(Z) = diag(¢' (W Z + b)) W.)
Si los pesos satisfacen la desigualdad

1
W < 7=
1€l
entonces GG se convierte en una aplicacion contractiva. El Teorema 7.5.2 garantiza que
G tiene un unico punto fijo Z*, al cual converge la sucesion {Z, },en. En particular
Xpn = Zoyy — ZF e Y, = Zyp1 — Z*, de modo que X* = Y* = Z*. (La simetria
w;; = wj; expresa que las dos capas se conectan con la misma matriz: de la primera a
la segunda con Wy de vuelta con W = W; no se usa en la estimacion.)

La conclusion es que si los pesos w;; son suficientemente pequenos, el estado de la
red tiende a un estado estable o estado resonante.

7.6. Resumen

Este capitulo contiene algunos resultados clésicos de anélisis real utiles para la
representacion de redes neuronales.

Para el aprendizaje de funciones continuas f € C([a, b)), se requiere la convergencia
uniforme. Si la red genera una sucesion de funciones continuas que converge puntual-
mente a la funcion objetivo f y el error |f — f,| decrece con n, podemos concluir que
la convergencia es uniforme con el Teorema de Dini, Teorema 7.1.1.

Otra técnica para construir una sucesion de funciones uniformemente convergente
en un conjunto compacto es mediante el Teorema de Arzela-Ascoli. En este caso, se
puede extraer una subsucesion convergente de un conjunto de funciones que es uni-
formemente acotado y equicontinuo. Como consecuencia, el conjunto de salidas de las
redes de una capa oculta, con funcién de activacién sigmoide y pesos acotados, es re-
lativamente compacto en C([a, b]): toda sucesion de tales redes tiene una subsucesion
que converge uniformemente a alguna funciéon continua (que no se conoce a priori y no
es necesariamente una funcion objetivo dada).

Otro método de aproximacion de funciones continuas en un conjunto compacto es
mediante el Teorema de Stone-Weierstrass. Este resultado también puede utilizarse
para ver que las redes con activacion coseno aproximan uniformemente las funciones
continuas periodicas.

Las funciones objetivo en los espacios L' y L? pueden ser aproximadas (en las
respectivas normas) por traslaciones de una activacion fija utilizando los teoremas tau-
berianos de Wiener. Estos teoremas se aplican principalmente a funciones de activacion
con forma de campana.

El principio de contraccion, el cual garantiza la existencia de un punto fijo, puede
aplicarse a las funciones de mapeo entrada-salida de una red neuronal de una capa
oculta, asi como a redes resonantes. Mediante la iteracion del mapeo entrada-salida,
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se obtiene que la red recurrente converge a una constante (el punto fijo), que depende
continuamente de los pesos.

7.7. Ejercicios

EJERCICIO 7.7.1. Sea F = {tanh(axz + b): a,b € R}. Mostrar que la familia F es
uniformemente acotada.

EJERCICIO 7.7.2. Sea F = {ax+b: |a|+[b| < 1, x € [0,1]}. Mostrar que la familia
es equicontinua y uniformemente acotada.

EJERCICIO 7.7.3. Sea M > 0 y consideremos la familia

{recon: [Irwrar <o)

Mostrar que F es equicontinua.

EJERCICIO 7.7.4. Notemos por D C (a,b) un conjunto denso. Sea F la familia de
funciones tales que

(a) Es equicontinua sobre el intervalo (a, b).
(b) Para todo x € D, la familia es uniformemente acotada en x, es decir, existe

M > 0 tal que |f(z)| < M para toda f € F.
Mostrar que F es uniformemente acotada en todos los puntos.

EJERCICIO 7.7.5. Sean F una familia equicontinua, £ > 1 un entero fijoy {wy, ..., w}
un conjunto de pesos tales que |w;| < 1 para j = 1,...,k. Mostrar que el conjunto
sigue siendo equicontinuo si se extiende para incluir a las combinaciones lineales de la
forma Zlewjfj con fje F,j=1,... k.

EJERCICIO 7.7.6. Una red neuronal usando neuronas sigmoides es disenada para
aprender una funcion continua f € C([a,b]) por el método de descenso de gradiente.
La salida de la red obtenida luego de la n—ésima actualizaciéon de los parametros es
denotada por G, (z) = G(z;w(n),b(n)). Asumamos que en cada paso la aproximacion
no empeora, es decir |f(z) — Gnia(z)| < [f(2) — Gu(z)| para todo z € [a,b] y todo
n > 1,y que Gy(x) — f(x) para cada x € [a,b]. Probar (por ejemplo, con el Teorema de
Dini) que G,, converge uniformemente a f en [a, b]. Mostrar con un ejemplo que, sin la
hipotesis de convergencia puntual, la conclusion es falsa (fomar f =0y G,, = $+27").

EJERCICIO 7.7.7. Sea f: R — R una funcién continua y periodica con periodo
T>0,ie f(x+T)= f(x) para todo x € R. Mostrar que para todo € > 0, existe una

funcién
N 2mnx 2mnx
T) =ag+ Qy, COS + b, sin ,
) = ao z( L - )

tal que |F(z) — f(z)| < € para todo = € R.

EJERCICIO 7.7.8 (El conjunto de transformaciones integrales de funciones L?). Sea
M >0y sea K: [a,b] X [c,d] — R una funcion continua. Se define la clase

fM:{ /K:Ey y)dy: h e C([c,d)) /]h ]2dy<M}

Mostrar que F; es equicontinuo y uniformemente acotado.



116 7. TEOREMAS DE APROXIMACION

EJERCICIO 7.7.9. Se define la clase

A= {Zaiem”: a; € R, m; € Ny, n:1,2,...}.
i=1

Mostrar que A C C([a,b]) es un algebra de funciones. Probar que dada f € C([a,b]) y
e >0, existen aq,...,a, € Ry my,...,m, € Ny tales que

f(x) — Z o e
i=1

Formular una interpretacién en términos de aprendizaje automatico de este resultado.

<e, Vzx€la,bl].




Capitulo 8
Aprendizaje con entradas unidimensionales

Este capitulo analiza el caso de una red neuronal cuya entrada es acotada y unidi-
mensional, por ejemplo, x € [0, 1]. Aparte de su simplicidad, este caso es importante
desde una serie de puntos de vista: puede ser tratado de manera elemental sin hacer
uso del arsenal de herramientas del analisis funcional (como lo haremos en el Capitulo
9) y, por la naturaleza constructiva de este caso, provee un algoritmo explicito para
hallar los pesos de la red.

Los casos de redes neuronales con una capa oculta y neuronas de tipo perceptron
y sigmoides seran estudiados. Adicionalmente estudiaremos con detalle el aprendizaje
usando ReLLU y Softplus.

Se estudia el aprendizaje de funciones de una variable. Después de unos resultados
preliminares (Seccion 8.1), se muestra como aproximar con una red de perceptrones
(Seccion 8.2), con una red sigmoide (Seccion 8.3), con neuronas ReLU (Seccion 8.4) y
con Softplus (Seccion 8.5), todas con una capa escondida. Corresponde al Capitulo 8
de [3].

8.1. Resultados preliminares

En esta seccién usaremos las nociones de derivadas generalizadas, medida, integra-
cién y medida de Dirac. A no asustarse que introduciremos esos conceptos de manera
simple y accesible.

1. Veamos primero que toda funciéon simple (funcion escalon), puede escribirse
como una combinacién lineal de traslaciones de la funcion de Heaviside.
Suponiendo que la funcion simple tiene soporte en el intervalo [0, 1], la misma
puede escribirse como

N
C(I) = Z Oéil[:cifl,xi) (‘I)a
=1

donde 0 = 2p < 27 < -+ < xxy = 1 es una particion del intervalo [0,1] y
1z, 12, (2) es la funcion indicadora del intervalo [z;_1, z;).

Observemos que la indicadora 1, , ;,)(x) se puede escribir como diferencia
de dos funciones de Heaviside trasladadas,

1[1?1:—17%:)(1:) = H(ﬂ? - 171;1) - H(QZ - xl)

Luego obtenemos facilmente que

N N
(8.1.1) c(x) = Z il | zn(T) = Z ciH(x —x;),
i=1 i=0

117
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donde ¢g = a1, ¢; = a1 —ay paral <i < N—1ycy = —ay. (En [0,1) el
tltimo término es nulo, pues H(z —xy) = 0 para z < 1.)

. Una consecuencia del item anterior es que la derivada de una funciéon simple es
una combinacién lineal de deltas de Dirac,

PR N N
d(x) = I ZciH(x —x;) = ch-é(:c —x;) = Z 0z, (2).
i=0 i=0 i=0

Esta relacion se interpreta como que la sensibilidad de la salida con respecto a
la entrada, ¢’(x) es la superposicion de N + 1 golpes (d,,) de magnitud ¢;.

. La delta de Dirac se puede aproximar (débilmente) por medidas de probabilidad
con densidades de forma de campana. Mas precisamente, tenemos

PROPOSICION 8.1.1. Consideremos una funcion de activacion ¢: R — R
que satisface:
(i) ¢ es creciente (no decreciente);
(17) p(00) — p(—0o0) =1 (en particular existen ambos limites y son finitos);
(iii) ¢ es de clase C'.
Para € > 0 definimos ¢.(x) = ©(£) y consideremos la medida de probabilidad
pe con densidad dada por ¢.(x). Entonces p. — 0 cuando ¢ | 0 en sentido
débil, es decir, [ gdu. — g(0) para toda g continua y acotada.

DEMOSTRACION. Por (i)—(iii), ¢' > 0y [ ¢ = @(00) —p(—o0) = 1, de
modo que ¢’ es una densidad de probabilidad y p. es, en efecto, una medida de
probabilidad (ver mas abajo). Sea g continua y acotada. Tenemos

/_Oo PL(x)g(x) dx = /OO L (2)g(a) dr = /Oo S (0)g(ey) dy.

(o) —00 —00

Como g(ey) — g(0) para cada y (por continuidad) y [¢'(y)g(y)| < [lglloo¢’ (¥),
con ¢’ integrable, el teorema de convergencia dominada permite tomar limite

cuando € | O:

im [ ¢ Waendy=90) [ ¢ 0)dy = g(0)(¢(00) — o(~09)) = 9(0).
Luego

i [ gla)dila) =tim [ olg(e)dz = 9(0) = | g(a) db(a).
Como g es una funcién continua y acotada arbitraria, obtenemos que p. — ¢
cuando ¢ | 0 en sentido débil. O

Un ejemplo de funcién ¢ que satisface las hipotesis de la Proposicion 8.1.1
es la funcion logistica
1

T lter

Observemos que tanto ¢’ como ¢’ tienen forma de campana (un pulso positivo
de area 1), y que el pico se hace més alto y méas angosto a medida que ¢ | 0; el
salto es ¢, cuya derivada es el pulso.

o()
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Observemos también que

/}Rdua:/Rso;(:v)dxz/R%sﬁ’(%)dxz/RsO’(y)dy:L

lo que implica que u. es una medida de probabilidad para todo € > 0.

4. La convolucion de una funcion f(x) con la delta de Dirac centrada en un punto
20, 0go(x) = 0(x — x0), coincide con la composicion de f con la traslacion de
tamano xg:

(g 1)) = [ Gy F e =)y = i = ).
Esto puede enunciarse de manera equivalente diciendo que una senal f(z) fil-
trada a través de la medida de Dirac ¢,, da la misma senal a la que se le aplico
un cambio de fase.

5. Un resultado importante que se estudia tanto en Célculo Avanzado como en
Analisis Avanzado es que toda funciéon continua definida en un intervalo com-
pacto g: [a,b] — R resulta ser uniformemente continua.

8.2. Red de perceptrones con una capa escondida

Consideremos una red neuronal con una capa escondida, funciones de activacion en
la capa escondida dada por la funcion de Heaviside y una funcion de activacion lineal
en la capa de salida. Vamos a mostrar que esta red puede aproximar uniformemente
cualquier funcion continua g € C([0, 1]). Equivalentemente, cualquier funcién continua
definida en un intervalo compacto puede ser aproximada uniformemente por funciones
simples. La red esta representada en la Figura 8.1.

[0,1]

F1GURA 8.1. Una red neuronal con una capa oculta compuesta por per-
ceptrones con pesos iguales a 1 y pesos de salida igual a ¢; y sesgos —z;
(la neurona i se activa cuando z > ;).

Notemos primero que el lado derecho de la ecuacion (8.1.1) es una salida particular
de esta red. El siguiente resultado muestra que la red aproxima funciones continuas
por funciones escalon.
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PROPOSICION 8.2.1. Sea g € C([0,1]). Entonces, para todo € > 0, eziste una
funcion simple s(z) = Zi]:ol ciH(x — x;) tal que

lg(x) — s(x)| <&, Vzel0,1].

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 y sea 0 > 0 el asociado a la continuidad uniforme

de g(x) en el intervalo [0,1]. Tomemos N € N tal que ~ < § y consideremos la

N
particion uniforme del intervalo [0, 1], z; =

i
~5 1 =0,1,..., N. Observemos que, por la
continuidad uniforme, tenemos que

9(x) — g(a:)| <&, Va € [z zin1).
Definimos inductivamente los niimeros ¢;, © = 0,1,..., N — 1 de la forma

g(o) = co
g(r1) =co+ 1

g(SCN,1> = C +ci+---+CN_q.
Observemos también que si x € [x;, x;11), entonces

1, sij<i
0, sij>u.

H(x—xj):{

Luego, si definimos la funcion simple s(x) como

N-1

s(x) = Z ciH(x — x;),

1=

tenemos que s(z) = g(x;) six € [z, T41), 1 =0,...,N =1,y s(1) = g(ay_1).
En conclusién, obtenemos que

|g($) - S(flf)| = |g(flf) _g($1)| <¢g, sl € [xi7$i+1)7 L= 0717"'7N_ 17

y también |g(1) — s(1)| = |g9(1) — g(zn-1)| <&, pues 1 —zy_1 = x < 4. Esto concluye
la demostracion. O

OBSERVACION 8.2.2. Observemos que en la demostracion del resultado anterior los
pesos ¢; vienen dados por

co = 9(0), ci=g(x;)—g(wiy), i=1,...,N—1,

y dado que x; — x;,_1 = % < § obtenemos que |¢;| < ¢ para i > 1. El primer peso
co = g(0) no es pequeiio en general: corresponde a la neurona H(x — zo) = H(z), que

vale 1 en todo [0, 1] y juega el papel de un sesgo de salida.

Notemos finalmente que para poder tener pesos de la capa de salida pequenos, el
precio que se paga es que N (el nimero de neuronas) sea grande.
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8.3. Red sigmoide con una capa escondida

Consideremos una red neuronal con una capa escondida con funcién de activaciéon
logistica o cualquier funciéon de tipo sigmoide, que notamos por ¢, para la capa oculta
y funcion de activacion lineal para la capa de salida. Asumimos que ¢ verifica las
hipotesis de la Proposicion 8.1.1 (la logistica las verifica; tanh también, tras normalizar
Iitanh) “Veremos que esta red es capaz de aproximar uniformemente cualquier funcién
continua g € C([0, 1]).

El resultado principal de esta seccion es el siguiente.

TEOREMA 8.3.1. Consideremos una funcion de activacion ¢ que verifica las hipd-
tesis de la Proposicion 8.1.1 y sea g € C([0,1]). Entonces, dado € > 0, existen N > 1
y ¢, w, by, B € R tales que

N
g(x)— 5 — Zcigp(wx +b)| <e, Vxel0,1].

=1

El sesgo de salida (8 es necesario en general (por ejemplo, si g es constante no
nula y ¢(—o0) = 0 hace falta una neurona saturada o un sesgo). Si ¢(c0) # 0, puede
absorberse aproximadamente con una neurona adicional p(wzx +by) con by grande, que
vale &~ ¢(00) en todo [0, 1] (para w > 0).

DEMOSTRACION. La idea general de la demostracion es la siguiente. Como primer
paso, usamos la Proposicion 8.2.1 para obtener una funcion simple que aproxime g(z).
Luego, usamos un proceso de reqularizacion por convolucidn para aproximar la funcion
de Heaviside por versiones suaves de la misma y veremos que esas regularizaciones
se pueden escribir como combinaciones lineales de nuestra funcion sigmoide ¢. Sea
L = p(—00), de modo que p(oc0) = L + 1.

Paso 1: Aproximacion de g por una funcion simple. Aplicamos la demostraciéon
de la Proposicion 8.2.1 y la Observacion 8.2.2 con £/4 en lugar de ¢, y con N > 2:
obtenemos z; = i/N y una funcion simple

N-1 N-1

s(x) = Z ciH(x —z;) = g(0) + ¢(x), c(x) = Z ¢ H(x — 1),

i=0 i=1
(recordemos que H(x — x¢) = H(z) =1 en [0,1]) con
€
4
Paso 2: Regularizacion de la funcion escalonada c. Para a > 0 sea ¥, (z) = é(p’(g)
(el pulso asociado a pu(r) = ©(2), Ya = ¢,). Por la Proposicion 8.1.1, ¥, es la
densidad de una medida de probabilidad pu, que converge débilmente a ¢ cuando « | 0.
Definimos la funcién regularizada de ¢ por

al) = (e % 1) (2) = / ()l — ) dy = / baly) ez — ) dy.

Calculamos ¢, usando que H(t —y) = 1siy solosiy <t:

(=) s v)@) = [ vl dy = w(x ;) L

—00

9@) —s@)| <7 veell), al<I G=1... N-1).
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Por lo tanto

Calz) = Nzlci [go(x;x) - L} = NZ:lcigo(wx+bi) = Lszci,

i=1 i=1 =1

con w = é y bi = —%. Es decir, ¢, es la salida de una red con una capa oculta
sigmoide, salvo una constante (que absorbe el sesgo de salida). Esto es lo que se llama
reqularizacion por convolucion: la salida de la red de Heaviside es filtrada por el pulso
Va.

Paso 3: Aproximacion de la funcion escalonada por la reqularizada. Vamos a mos-
trar que

le(z) — cal@)] < g, Vz € R,

si «a es suficientemente chico. Como ), es una densidad de probabilidad, escribimos
(o) = cale) = [ walu)(e(o) = e~ ) dy
R

Sea 6 = % y dividamos la integral en la region |y| < § y su complemento,

c(x) = cal®) = /{ o ba(y)(c(r) = clz —y)) dy + /{ ba(y)(c(z) = clr —y))dy.

ly|>d}

N J (& J/

I(a) 11(a)

Para I(a): si |y| < 9, el intervalo de extremos z — y y « tiene longitud menor que
la separacion % entre los saltos, de modo que contiene a lo sumo un punto z;; luego
c(z) — c(x —y) es 0 o £¢; para algin j, y [c(x) — c¢(z — y)| < 5. Entonces |I(a)| <
zélfwa = zél‘

Para I1(«): c es acotada, |c(x)| < M = Zf;l lci|, de donde |c(z) —c(z—y)| < 2M.
Haciendo el cambio de variables y = az,

/ Ya(y) dy:/ ¢ (2)dz — 0 (al0),
{y>6} {121>8/a}

pues ¢’ es integrable. Luego |I1(a)| < 2M f{‘y|>5} Yo < § si a es chico. Sumando,
lc(x) — ca(z)| < § para todo x € R.

Paso 4: Conclusion. Fijado a como en el Paso 3, definimos 5 = g(0) — L ngl Ci.

Por el Paso 2,
N-1

B8+ Z cip(wz +b;) = g(0) + co ().
i=1
Entonces, para = € [0, 1],

N-1

£ €
g(@) = 8= cp(wr +b;)| = g(x)—g(0)—cal®)| < |g(a)=s(x)|+|c(x) —calw)] < 1Ty <
i=1
lo que concluye la demostracion (con N — 1 neuronas ocultas). 0
OBSERVACION 8.3.2. (i) Observemos que en el caso unidimensional, el peso w

no depende de la neurona .
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(ii) La salida de la red con funcién de activacién sigmoide (salvo la constante

_chi)a
N
Y= Zcigp(wx + bi),
i=1

se obtuvo filtrando la salida de la red con funciéon de activacion Heaviside

N
y=> cH(x— ),

=1

a través del filtro ¢/ (z).

(iii) Los resultados de estas dos tltimas secciones muestran que cualquier funcion
continua en un intervalo compacto, puede ser aproximada de dos maneras: la
Proposiciéon 8.2.1 asegura que puede ser aproximada por funciones simples,
mientras que el Teorema 8.3.1 asegura que se puede aproximar por funciones
suaves. Sin embargo el resultado del Teorema 8.3.1 es mas 1til, dado que el
aproximante es suave, lo que hace posible el uso del algoritmo de retropropa-
gacion.

8.4. Aprendizaje con funciones ReLU
Recordemos que la funcion ReLU (Rectified Linear Unit) se define como

x, six>0

ReLU(z) = xH(x) = {0 G0

y observemos que ReLU'(z) = (zH(x)) = H(x) + xH'(x) = H(z) + 26(x) = H(x).

Veremos en lo que sigue que la funcion de salida de una red neuronal con una capa
oculta, funcion de activacion ReLU en la capa oculta y funcion lineal de activacion en
la capa de salida produce funciones que son lineales a trozos, asi que nuestro primer
resultado serd mostrar que esta clase de funciones (las lineales a trozos) son densas en
el conjunto de las funciones continuas.

LEMA 8.4.1. Sea g € C([a,b]). Entonces, dado € > 0 existe una particion a = xg <
1 < -+ < xy =bdemanera tal que la funcion h(x) que pasa por los puntos (x;, g(x;)),
i=0,...,N yes lineal en cada intervalo I; = [x;_1, 2], i =1,..., N, verifica

lg(x) — h(x)| <&, Vz € a,bl.

DEMOSTRACION. Dado ¢ > 0, como ¢ es uniformemente continua en [a, b], existe
0 > 0 tal que
€
2
Tomemos N > 1 tal que b_T“ < ¢ y definimos la particiéon uniforme como z; = a + ib_T“,
1=0,...,]N.

La funcién lineal a trozos asociada a g y a la particion {x;}¥, queda entonces
definida como

l9(z) —g(y)| < 5 Va,y € [a,b], tal que |z —y| <o.

h(z) = g(xi1) + mi(x —x;q), six €l = [x1,14,
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donde la pendiente m; se define por

9(zi) — g(zi—1)
Ty — Ti—1 '

m; =

Como h es lineal en I;, tenemos que

|h(x;) = h(x)| < [h(2:) — h(2ia)| = |g(@:) — g(zia)| < g’ Va € I;.

Luego, si « € [a, b], entonces existe i = 1,..., N tal que x € [; y tenemos
|9(x) = h(x)| < |g(x) — g(zi)| + |g(z:) — h(z)]

< lg(x) = g(i)| + |h(z;) — h(z)]
9

™

< =+ =-=c

[\]
[\)

Esto concluye la demostracion. 0

Con la ayuda de este lema, podemos demostrar que una red neuronal con una capa
oculta que usa ReLLU como funcion de activacion para la capa oculta y una funcion lineal
como funcién de activacion para la capa de salida puede aproximar uniformemente
cualquier funcion continua.

TEOREMA 8.4.2. Consideremos una red neuronal con una capa oculta con ReLU
como funcion de activacion para esta capa oculta y funcion de activacion lineal y sesgo
B para la capa de salida, Sea g € C([a,b]) dada. Entonces, dado € > 0, existen o, b; € R
y N > 1 tales que

N—

,_.

ajReLU(z +b;) — Bl <e, V€ la,b].

Jj=0

DEMOSTRACION. La demostracion consiste en ver que la funcién de salida de esta
red,
N-1
(8.4.1) y=G(x)= Z a;ReLU(x + bj) + 5,
5=0
puede representar a cualquier funcién lineal a trozos como, por ejemplo, las considera-
das en el Lema 8.4.1.

Para eso, tomemos N y la particiéon uniforme z; = a + jA, A = N ,7=0,...,N,
dadas por el Lema 8.4.1, y sea h la funcion lineal a trozos asociada a g y a esa partlclon.
Vamos a mostrar que podemos elegir los parametros «; y 5 de manera tal que la funcion
dada por (8.4.1), con sesgos b; = —x;, coincida con h.

Notemos que
0, sik <y
febtito =) = {(k: — A, sik>j

luego, la funcion G(x) dada por (8.4.1) evaluada en los puntos de la particion xj toma
los valores

N-1

Za]ReLU (xp — ;) + 0= AZ% —j)+B.

= i<k
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Si llamamos vy, = g(zg), queremos G(xx) = yg, k = 0,..., N, es decir, el sistema
(triangular, de N + 1 ecuaciones con N + 1 incognitas 3, ag, ..., an_1)
(1o = G(x0) =

hn=Gx1)=A+ 3
Yo = G($2) =A (20(0 + al) + B

KyN:G($N) :A(NOZ0+(N—1)O{1++O{N_1) +B

Este sistema tiene una tnica solucion dada por

B =y
a :yl—yo
oy = Y1 iﬂ'“’“, j=1,... N—1,

es decir, g es la primera pendiente y a; = mj;1 — m; es el cambio de pendiente en z;
(una diferencia segunda). Finalmente, G es continua, lineal en cada intervalo [z, z;1]
(pues G'(z) = >, o H(x — z;) es constante alli) y coincide con g en los puntos xy; por
lo tanto G = h, y el resultado se sigue del Lema 8.4.1. 0J

8.5. Aprendizaje con Softplus
La funcién de activacion softplus se define como

p(r) = sp(x) = In(1 + 7).
Es una version suave de la funcion ReLU (z). Esto se puede formalizar en una propo-
sicion.

PROPOSICION 8.5.1. La funcion softplus, se puede escribir como

o0

sp(x) = (ReLU * K)(z) — / ReLU(y)K (x — y) dy,

—00
donde el nucleo de convolucion K wviene dado por

1
(1+e*)(1+e=)

K(z) =

DEMOSTRACION. Observemos primero que K(z) es una funcion positiva que de-
crece a 0 exponencialmente rapido cuando x — Zoo. Esta propiedad hace que la
convolucién y las integrales impropias que siguen estén todas bien definidas. Ahora,
observemos que el nicleo K es la derivada de la funcion logistica o(z) = (1 +e %),
i.e. K(x) = o'(z). Por otro lado, sp(x) es la primitiva de o(z), es decir sp/(z) = o(z),
luego,

sp(z) = /I o(t)dt.

—00
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Con estas observaciones, ya podemos calcular el producto de convolucion:

[e. 9]

(ReLU(x)*K)(m):/ ReLU(y)K(x — )dy—/ooyK(x— y) dy

—00

:/ (x — K dt—a:/ K(t dt—/ LI (1) dt
=zo(zr) — /_Oo to'(t) dt

— 20(z) - (ta(t) - /_ OO o (1) dt)
= 20(x) — (xo(x) — sp(x)) = spl),

lo que prueba el resultado. O

OBSERVACION 8.5.2. Una prueba alternativa y formal de esta proposicion, puede
hacerse usando las relaciones

ReLU'(x) = H(z), H'(z)=06(z), sp'(z)=0(x), o'(x)=K(z),
y las formulas
(fx9)'(x) = (f * g)(=) = (f * ¢') ().

Efectivamente, si llamamos f(x) = (ReLU % K)(x) — sp(x), entonces tenemos que
f(=o0) = 0. Por otro lado,

() = (ReLU *x K)'(z) — sp'(z) = (ReLU' x K)(z) — o(x)
= (H x0')(x) —o(z) = (H' x0)(z) — o()
=(0*x0)(z)—o(x)=0(x) —o(z) =0.
Luego f" =0y, como f(—o0) =0, resulta f(x) = 0 para todo = € R.
Veamos las propiedades del niicleo de convolucion K (x).

PROPOSICION 8.5.3. El nicleo de convolucion K (x) definido en la Proposicion 8.5.1
es una densidad de probabilidad simétrica en R.

Por otro lado, dado o > 0, consideramos los nicleos rescalados K,(z) = ZK(%).
Entonces K, son densidades de probabilidad simétricas en R y las medidas de probabi-
lidad dp, = K, dx convergen a 0 cuando o | 0 en sentido débil.

DEMOSTRACI()N De la expresion K(z) = (1 + €*)71(1 + )" es evidente que
K(x) = K(—z) y K(z) > 0. Por otro lado,

/ K(z)dz = / o'(z)dx = o(00) — o(—00) =
Ahora, usando la sustituciéon z = ay es facil ver que

/_ZKa(a:) i — /_: K(z)d =

La demostraciéon de que du, = K,dxr — dd cuando o | 0 es analoga a la de la
Proposicion 8.1.1 (convergencia dominada, pues K es integrable). O]
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Si ahora definimos las funciones softplus rescaladas
x
0o(2) = asp(=) = aln(1 + e*/*),
o

usando las relaciones sp/'(z) = o(z) y o'(x) = K(x) obtenemos que

Pa(r) = Ka(2).

Es sencillo ver que las funciones rescaladas ¢, (x) convergen mondtonamente a Re LU ()
(ver Figura 8.2)

--- ReLU 4
— a=1
— a=0,5 3
—a=0,25
— a=0,1
2
1
—4 —2 2 4

F1GURrA 8.2. Funciones softplus rescaladas ¢, (z) para diferentes valores
de a.

El siguiente resultado nos provee de una férmula para la regularizaciéon de la funcion
lineal a trozos G(z) dada por el Teorema 8.4.2 cuando la misma es pasada por el filtro
K,.

LEMA 8.5.4. Consideremos la convolucion G,(z) = (G * K,)(z), donde

N-1

G(z) = Z a;ReLU(x — z;) + f.

Jj=0
Entonces, existen pardmetros cj,w y b; tales que

N-1

Go(z) = Z cjsp(wx + b;) + B.

J=0

DEMOSTRACION. Primero calculamos (ReLU x K,). Con el cambio de variables
y = az y la Proposicion 8.5.1, usando ReLU(az) = aReLU(z),

(ReLU*K,)(x) = /

RReLU(y)iK(%) dy = a/ ReLU(2)K (£ — z) dz = asp(£) = a(z).

R
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Como ademés [ K, =1 (la convolucion con una constante la deja igual) y la convolu-
cibn conmuta con traslaciones,

Gol(z) = Z_ aj(ReLU(- — xj) * Ka)(x) + 5= Z_ ajpa(r —a;)+ 0

N-1 S N-1
Ozjasp( - j) + 8= chsp(wx+bj)+ﬁ,

=0 §=0

donde ¢; = aja, w = 1/ay b; = —z;/a. (Formalmente, esto es ReLU” =0y ¢l = K,:
(ReLU % @) = (ReLU" % ©4) = 0 * ©q.) O

OBSERVACION 8.5.5. La funcién G, es la salida de una red neuronal con una capa
oculta con funciéon de activacion softplus para la misma y funcion de activacion lineal
para la capa de salida.

Obtenemos entonces:

COROLARIO 8.5.6. La sucesion G, definida en el Lema 8.5.4 converge uniforme-
mente a G cuando « | 0.

DEMOSTRACION. Por la formula del Lema 8.5.4 (con ¢, ) tenemos Go () = >, ajpa(r—
z;) + . Como 0 < p,(t) — ReLU(t) = aln(1 + e 1/*) < aln2 para todo t € R (ver
el Ejercicio 8.7.4), resulta
N-1
|Ga() = G@)] < aln2) fa;| — 0 (a]0),
5=0
uniformemente en x € R. (Observemos que no se puede aplicar directamente el Teorema

de Dini: los coeficientes a;; pueden tener signos distintos y entonces GG, n0 es monotona
en q.) O

Combinando ahora la Proposicion 8.5.3, el Lema 8.5.4 y el Teorema 8.4.2, obtenemos
el siguiente resultado:

TEOREMA 8.5.7. Consideremos una red neuronal con una capa escondida con fun-
cion de activacion softplus y funcion de activacion lineal en la capa de salida. Sea
g € C([0,1]). Entonces dado € > 0, existen N > 1, ¢;,w,b;,f € R, j=0,...,N —1,

tales que
N-1

g(x) — Z cisp(wz +b;) — Bl <e, Vrel01].

J=0

DEMOSTRACION. Seae > 0. Por el Teorema 8.4.2, existe G(z) = Z;VZ_Ol a;ReLU (z—
z;) + [ tal que
9(@) = @) < 5. Ve €[0,1].

El Corolario 8.5.6 implica que existe a > 0 suficientemente chico tal que

IG(z) — Gu(2)] < g vz € [0,1].
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Luego, usando la desigualdad triangular junto con el Lema 8.5.4 se concluye lo pedido.
OJ

8.6. Resumen

Este capitulo muestra que las redes neuronales de una capa oculta con entrada
unidimensional, € [0, 1], pueden aproximar uniformemente funciones continuas en
C([0,1]). Probamos este resultado en los casos en que la funcién de activacion es una
funcion escalon, una sigmoide, una ReLLU o una funcién Softplus.

El resultado de una red con funcién de activaciéon sigmoide es una version suavizada
de una red con funcién de activaciéon escalén. De manera similar, el aprendizaje con
Softplus es una version suavizada del aprendizaje con ReLU. Los resultados de este
capitulo son de existencia (densidad): no explican por qué, en la practica, una activacion
suave suele entrenarse mejor que un escaléon, ni cuando conviene Softplus en lugar de
ReLU. Para eso hay que considerar la optimizacion (por ejemplo, la derivada del escalén
es nula salvo en un punto, de modo que no hay gradiente) y la generalizacion.

Una motivacion practica es que la construccion es explicita: dada una funcion con-
tinua (o sus valores en una grilla), se obtienen directamente los pesos de la red. Estos
resultados, sin embargo, no dicen nada sobre la generalizacion a datos nuevos ni sobre
el nimero de neuronas necesario en funcion de la regularidad de g.

8.7. Ejercicios

EJERCICIO 8.7.1 (Derivada generalizada). Decimos que f™ = g en sentido gene-
ralizado (o sentido débil), si para toda funcion suave de soporte compacto ¢ € C°(R)
se tiene

(1" [ 1@ @) do = [ g()ota)do.
R R

Probar las siguientes relaciones en sentido generalizado:

(a) H'(x — x9) = 6(x — xp);

(b) ReLU'(z) = H(x);

(¢) ReLU"(z) = d(z);

(d) (xReLU(x)) = 2ReLU (z);

(e) (xReLU(z))" = 2H (z).

EJERCICIO 8.7.2 (Continuidad uniforme). Sea g: [a,b] — R una funcién continua.
Probar que es uniformemente continua.

EJERCICIO 8.7.3. Sea f una de las funciones de la Figura 8.3. ;Cuél de ellas tiene
la propiedad de que la familia

N
F = {Zazf(wzx — b,L) N Z 1, ai,wi,bi S R}
=1
es densa en C([0,1])?

EJERCICIO 8.7.4. Sea ¢, (z) = aln(1+e%/?). Probar que ¢,(7) | ReLU(z) cuando
al0yque0<g,(r)— ReLU(z) < aln2 para todo x € R.
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A A

1 +
> T > T

—1

a b

A A
/ > T > T

c d

F1GURA 8.3. a. Funciéon de salto bipolar. b. Funciéon cajon. c. Funcion
diente de sable. d. Funcién diente de tiburén.



Capitulo 9
Aproximadores universales

La respuesta a la pregunta “; Por qué las redes neuronales funcionan tan bien en la
practica?” se basa, sin duda, en el hecho de que las redes neuronales pueden aproxi-
mar con gran precision una amplia familia de funciones del mundo real que dependen
de variables de entrada. El objetivo de este capitulo es proporcionar demostraciones
mateméticas de este comportamiento para diferentes tipos de funciones objetivo.

El hecho de que las redes neuronales acttien como aproximadores universales signifi-
ca que su salida es una aproximacién precisa, con cualquier grado de exactitud deseado,
de funciones en ciertos espacios de funciones bien conocidos. El proceso de obtener una
aproximacion precisa se interpreta como el aprendizaje de una funcién objetivo dada.

Este capitulo trata sobre la existencia del proceso de aprendizaje, pero no propor-
ciona ninguna construccion explicita de los pesos de la red. La idea subyacente es que
tiene sentido saber primero que una solucién existe antes de comenzar a buscarla.

La solucién deseada existe siempre que se considere un nimero suficiente de neu-
ronas en la capa oculta y que la funciéon objetivo pertenezca al espacio de funciones
considerado (por ejemplo, que sea continua). Para obtenerla se debe emplear un algo-
ritmo de aprendizaje adecuado. Que la soluciéon exista no garantiza que un algoritmo de
entrenamiento la encuentre, ni dice cuantas neuronas hacen falta: este capitulo es una
justificacion teorica de la capacidad de las redes, no del éxito de su uso en aplicaciones
concretas.

Es el capitulo central de la parte analitica. Tras unos ejemplos (Seccion 9.1) y
el planteo general (Seccion 9.2), se demuestra que las redes con una capa oculta son
aproximadores universales (Seccion 9.3), y se aplica la idea al aprendizaje de soluciones
de ecuaciones diferenciales (Secciéon 9.4). Corresponde al Capitulo 9 de [3].

9.1. Ejemplos introductorios

Una red neuronal, como hemos visto, tiene la capacidad de aprender de los datos.
Suponiendo que se tiene una funcion objetivo z = f(z), la red tiene que aprender esta
funcion cambiando sus parametros internos. La mayoria de las veces, el resultado de
este aprendizaje es s6lo una aproximacion aceptable. Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 9.1.1 (Aprendiendo funciones continuas). Supongamos que queremos ar-
mar una red neuronal para aprender la ley de gravitacion universal de Newton. Esto

es
k:m1 mo

f(m17m27d) = d2 )

es decir, la fuerza entre dos cuerpos de masas m; y mo es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia entre ellos.

131
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Construimos una red con entradas (x1, 2, x3) = (mq, ms, d) que puede tomar valo-
res continuos en una cierta region compacta K C R?, por ejemplo K = [Muun, Mumax)> X
[dinn, max] con dyg > 0 (la fuerza no es acotada cuando d — 0, asi que hay que ex-
cluir d = 0). La variable objetivo, que tiene que ser aprendida, es z = f(mq, ma,d),
con f: K — R una funcién continua. La red tendré salida y = g(mq, ms, d, w,b), que
depende tanto de las entradas como de los parametros (pesos w y sesgos b).

Luego, si uno provee las masas de dos cuerpos, junto con la distancia que los separa,
la red debe ser capaz de proporcionar la fuerza entre ellos con una precision mejor que
el error de tolerancia prefijado. En el Teorema 9.3.16 demostraremos la existencia de
esta red.

EJEMPLO 9.1.2 (Aprendiendo funciones de energia finita). Una senal de audio tiene
que ser aprendida por una red neuronal. Es habitual en la teoria asumir que la senal
es de energia finita, es decir que la sefial pertenece al espacio L2.

La entrada de la red es el tiempo ¢ € [0,1] (normalizado) y la funcion objetivo
z = f(t) provee la amplitud de la sefial en cada instante, con f € L?([0,1]). La salida
de la red, y = g(t,w,b) nos da una aproximacion del objetivo que puede ser ajustada
variando los pesos w y los sesgos b. La existencia de una red neuronal con esta propiedad
la veremos en el Corolario 9.3.22.

9.2. Planteo general

El concepto de red neuronal como aproximador universal es el siguiente. Sea z la
variable de entrada y z la variable objetivo. La funcion objetivo es entonces z = f(x)
donde f es una cierta funciéon que pertenece a un espacio F de funciones, un espacio
métrico con distancia d, i.e. f € (F,d).

El conjunto de funciones que son salidas posibles de la red neuronal es un espacio
que notamos por U y se asume que U C E. De hecho, se elige la funciéon de activacion
de la red de manera tal que la funciéon de salida quede definida dentro del espacio E.

Luego, decimos que la red neuronal es un aprozimador universal para el espacio
(E,d) si el conjunto de salida U es denso en E, i.e.

VfeFE, Ve>0, dg € U tal que d(f,g) < e.

El proceso por el que la red neuronal aproxima a la funcién objetivo f € E por fun-
ciones g € U se llama el aprendizaje y al conjunto U se lo llama el espacio aproximante
del espacio objetivo E.

Veamos algunos de los ejemplos mas usuales de espacios objetivos (F,d).

EJEMPLO 9.2.1 (Espacio de funciones continuas). El primer ejemplo es F = C(K)
donde K C R™ es un conjunto compacto. La distancia en este espacio es

d(f,g) = sup |f(z) — g()].

Notemos que (F,d) resulta un espacio métrico completo. De hecho, la métrica d es
inducida por una norma

1f]l = ig}g\f(m)\-
Luego, d(f,g) = |If — gl
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Es habitual notar por || - [« ¥ dso(-, ) & esta norma y métrica respectivamente.

EJEMPLO 9.2.2 (Espacio de funciones integrables). En este caso F = L'(K) es el
espacio de funciones integrables sobre K (con la medida de Lebesgue, identificando
funciones que coinciden en casi todo punto). La métrica en este caso viene dada por

d(f,g) = /K f(x) - g(x)] d.

Esta métrica mide el area encerrada entre los graficos de las funciones sobre K. Al
igual que en el ejemplo anterior, esta métrica viene inducida por una norma

1l = /K ()] de

Esta norma y métrica se notan habitualmente como || - ||; y di(+,) respectivamente.

EJEMPLO 9.2.3 (Espacio de funciones de energifa finita). Este espacio es F = L?(K)
y se define como

L*(K) = {f: K —R: /K\f(x)\?dx< oo}.

La meétrica viene dada por

A(F. g) = do(f. g) — (/ fa |2da:)2,

es decir, la raiz cuadrada de la energia de la diferencia entre dos seniales de energia
finita f y g (sin la raiz no se verificaria la desigualdad triangular). Como en el ejemplo
anterior, se identifican funciones que coinciden en casi todo punto. Al igual que en los
ejemplos anteriores, esta métrica es inducida por una norma:

I71= 1% = (/. !f(w)Pdrv)%

EJEMPLO 9.2.4 (Espacios discretos). En este caso consideramos un conjunto finito
de puntos K = {z1,...,2,} C R" y consideramos el conjunto £ = {f: K — R}
al conjunto de funciones reales definidas sobre K. En este conjunto se pueden definir
diferentes métricas, por ejemplo

ds(fag): Z |f($])_g($3)|2 )

JJJ'EK

que es la distancia Fuclidea de puntos en R", o

= > 1f () = gl)),

T cK

que es el error absoluto.
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9.3. Redes con una capa oculta

Comenzaremos el estudio del proceso de aprendizaje en el caso més simple en el
que la red tiene una Gnica capa oculta.

En esta seccién mostraremos que una red neuronal con una capa oculta puede ser
usada como un aproximador para los espacios C(I,), L'(I,) y L*(I,), donde I, =
[0,1] x -+ x [0,1] C R™ es un hipercubo.

9.3.1. Aprendiendo funciones continuas f € C(I,). Para poder desarrollar
los resultados necesitaremos unos resultados preliminares de Analisis Funcional. Este
resultado se lo conoce como el lema de separacion.

LEMA 9.3.1. Sea E un espacio normado, U C E un subespacio y fo € E tal que
d(fo,U) =4,
para algin 6 > 0. Luego, existe un funcional L: E — R lineal y continuo tal que
(a) L[| <1 (i.e. supypy<i [L(f)] < 1).
(b) L(u) =0 para todo u € U.
(c) L(fo) =¢.

Este lema es una consecuencia relativamente inmediata del Teorema de Hahn-
Banach que se estudia en el curso de Analisis Funcional. Pueden encontrar una de-
mostracion del Teorema de Hahn-Banach, por ejemplo, en [2].

El Teorema de Hahn-Banach dice:
TEOREMA 9.3.2 (Hahn-Banach). Sea E un espacio vectorial normado, con norma

||| ¥y U C E un subespacio. Asumamos que tenemos una funcion £: U — R lineal y
acotada. Es decir que existe M > 0 tal que

)| < Mlful), VueU.

Entonces eziste L: E — R lineal que extiende a { (es decir, L(u) = €(u) para u € U)

tal que
IL(H < Mfll, VfeE.

OBSERVACION 9.3.3. El Teorema de Hahn-Banach es mas general que el que enun-
ciamos aca. Sin embargo esta version sera suficiente para nuestros propoésitos.

Con la ayuda del Teorema de Hahn-Banach, resulta sencillo demostrar el Lema
9.3.1.
DEMOSTRACION DEL LEMA 9.3.1. Sea T el subespacio lineal generado por U y fo,
T={u+Nfo:ueU \eR},
y definamos el funcional ¢: T"— R como
lu+ Nfg) = Ad.

Notemos que fo ¢ U (pues d(fo,U) > 6 > 0), de modo que la descomposicion u + A fy
es tinica y £ esta bien definido. Resulta evidente que £ es lineal. Veamos que es acotado.
Para eso, observamos que, si A # 0,

[+ Mol = (Ml fo — (=) || > |Al8,
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donde hemos usado que —% € U y la hipétesis sobre fy (si A = 0 la desigualdad es
trivial).

Luego,

[€(u+ Afo)| = [Al6 < flu+ Afol|-

Es decir, ¢ resulta acotado en T' con constante M = 1.

Podemos entonces aplicar el Teorema de Hahn-Banach, Teorema 9.3.2, y concluir
que existe L: F — R lineal tal que

L(u) = lu) =0, YueU, L(fo)=L0+1-fo)=0 y |[LNHI<IfI, VfeE,

lo que prueba el Lema. O

La importancia del Lema 9.3.1 es la de proporcionar una herramienta para deter-
minar si un subespacio U de un espacio normado F resulta denso o no.

COROLARIO 9.3.4. Sea E un espacio normado y U C E un subespacio. Entonces
U es denso en E si y solo si el inico funcional L: E — R lineal y acotado que verifica
que L(u) = 0 para todo u € U es L = 0.

DEMOSTRACION. Es claro que si U es denso en E'y L|y = 0, como L es continua,
sigue que L = 0.

Para el reciproco, asumamos por el absurdo que U no es denso, entonces existe
fo € E'y ¢ >0 tal que d(fo,U) > . Pero por el Lema 9.3.1, existe L: E — R lineal y
acotada tal que L|y =0y L(fy) = ¢ # 0 lo que es una contradiccion. O

Para poder aplicar los resultados de aproximacion al espacio de funciones continuas,
necesitamos entender cémo son los funcionales definidos sobre C'(K), donde K C R"
es un conjunto compacto. Empecemos con unas definiciones.

DEFINICION 9.3.5. Sea X un conjunto no vacio, un subconjunto > de partes de X,
¥ C P(X), se dice una o—algebra si verifica

(i) 0, X € %;
(i) {Ahien C X = A=2, Ai € 5
(i) Ae D= A"= X\ AeX.

Es muy simple ver que si ¥ es una o—algebra, entonces la misma es cerrada por

intersecciones numerables.

DEFINICION 9.3.6. Dado un conjunto X no vacio y una oc—algebra ¥ C P(X),
decimos que (X, ) es un espacio medible.

DEFINICION 9.3.7. Si tenemos un espacio medible (X, X)), una medida (finita) sobre
(X,X) es una funcion u: X — [0,00) que verifica

7 <U AZ) = Zu(Ai),

para toda coleccion {A;}eny C 3 que verifica A;NA; =0 sii# j.

OBSERVACION 9.3.8. Si a la medida p se le pide adicionalmente que pu(X) = 1 se
la llama medida de probabilidad.
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Ahora vamos a necesitar el concepto de medida con signo.

DEFINICION 9.3.9. Dado un espacio medible (X, X¥), una medida signada es una
funcion v: ¥ — R que verifica

=1

para toda coleccion {A; }ien C ¥ que verifica A; N A; = 0 si i # j tal que la suma de
la derecha sea absolutamente convergente.

Sobre medidas signadas tenemos el siguiente teorema fundamental que las caracte-
rizan completamente en términos de medidas. No vamos a hacer esta demostracion, la
misma se estudia en el curso de Analisis Real/Medida y Probabilidad. Pueden encontrar
la demostracion en el libro [10].

TEOREMA 9.3.10 (de descomposicion de Hahn). Sea v una medida signada definida
en el espacio medible (X,Y). Entonces eziste un conjunto P € X tal que

v(ANP)>0, v(A\P)<0 VAeX.
En otras palabras,
vH(A)=v(ANP) y v (A)=-v(A\P)
son dos medidas yv =v" —v~.

OBSERVACION 9.3.11. Al conjunto P del Teorema de descomposicion de Hahn se
lo llama conjunto de positividad de v.

OBSERVACION 9.3.12. La descomposicion de la medida signada v = v — v~ se la
llama descomposicion de Jordan. A la medida |v| = vt 4+ v~ se la conoce como el valor
absoluto de la medida v.

Con estas definiciones podemos enunciar el siguiente teorema de representacion de
funcionales lineales y continuos sobre C'(K).

TEOREMA 9.3.13. Sea K C R"™ compacto y L: C(K) — R un funcional lineal y
continuo. Entonces existe una unica medida signada (finita) v sobre los conjuntos de
Borel de K tal que

L) = [ f@dvia), VS e ClE),
K
Mads ain, |L|| = |v|(K).
Combinando el Corolario 9.3.4 junto con el Teorema 9.3.13, obtenemos

LEMA 9.3.14. Sea U C C(I,) un subespacio lineal. Entonces U es denso en C(1,,) si
y solo st la inica medida signada v definida en la o—dlgebra de Borel de I,, que verifica

/ u(z)dv(x) =0, YueU

In

es la medida nula, v = 0.
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Necesitamos finalmente un lema técnico sobre medidas signadas. La demostracion
de este lema es compleja y precisa sobre el final del argumento conocimientos sobre la
transformada de Fourier. Si no esta familiarizado con el tema, puede saltear la prueba
y s6lo usar el resultado.

LEMA 9.3.15 (unicidad de medidas con integrales nulas sobre semiespacios). Sea
v una medida de Borel signada sobre I,, tal que v(H,,,) = 0y v(Pwy) = 0 para todo
weR" ybeR, donde
Hyy={re€ly:w-2+b>0} y Pypy={zcl,:w-z+b=0}

Entonces v = 0.

DEMOSTRACION. Esta demostracion es algo técnica y usa a la transformada de
Fourier sobre el final. Si no esté familiarizado con este concepto puede saltear la prueba.

Fijemos w € R™. Como |w - x| < R := |w|y/n para x € I, consideramos el espacio
de las funciones Borel medibles y acotadas h: [—R, R] — R, con la norma del supremo,
y la aplicacion F' definida por

F(h) = / h(w - 2) dv(z).

I,
El funcional F es lineal y acotado, dado que
[E(h)] < [v|(In) sup |h].
De esta acotacion se deduce que F' es continua.
Consideremos ahora h(z) = 1jo0)(2), luego F(h) = v(H] _,) + v(Pw,—) = 0.
Razonando de manera anédloga, F(1()) = 0. Ademéas, tomando w =0y b > 0 en la
hipotesis se obtiene v(1,) = 0, es decir F'(1) = 0. De acé se deduce que

F(1;) =0, VI intervalo de R.

Usando la linealidad de F' obtenemos entonces que si s(x) es una funcion escalon

s(r) = Z@z’ln(ﬂf),

entonces F(s) = 0.

Si ahora consideramos g continua en [—R, R], existe {sg }ren sucesion de funciones
escalon, tal que sup|_p g |sx —g| — 0 cuando k — oo (por la continuidad uniforme de g
en el compacto [— R, R|; notemos que esto no vale en toda la recta) y por la continuidad
de F' obtenemos que

F(g) = lim F(sg) =0.
k—o0

Con esto podemos calcular la transformada de Fourier de la medida v:

b(w) = /1 e dy(z) = / cos(w - @) du(z) — i / sin(w - ) dv()

I, I,
= F(cos(+)) —iF(sin(-)) =0, Vw e R"
Como la transformada de Fourier es inyectiva, concluimos que v = 0. 0

Bueno, con estos preliminares podemos dar ahora una extensién del Teorema 8.3.1
al caso n—dimensional.
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TEOREMA 9.3.16 (Cybenko, 1989). Sea ¢ una funcion continua de tipo sigmoide,
es decir, con p(t) — 0 cuando t — —oo y ¢(t) — 1 cuando t — +oo (por ejemplo, la
logistica), entonces el conjunto U definido por

N
U= {ZO&jQO(Wj £C+bj) W ER”,O&j,b]’ GR,N 2 1}
j=1

es denso en C(1,).

DEMOSTRACION. Usando el Lema 9.3.14, alcanza con ver que si
/ o(w -z +b)dv(z) =0, YweR"beR,
In
entonces v = 0 donde v es una medida signada de Borel en I,,.
Fijemos w € R" y b € Ry para A, p € R definimos

palr) = (MW -z +b) + p).
Usando los limites de ¢ en 00, tenemos que
1, siw-z+0>0
/\lirilogp)\(x): 0, siw-x+b<0
o(p), siw-z+b=0.
Introducimos la notacion
Hy={ve€l,:w-x+0b>0},
Hy,={ze€l,:w-z+b<0},
Pypy={xel,:w-2+b=0},
y si definimos a la funcion
1, size Hy,
v(z) =<0, siz € H,
©(p), six € Pyy,

tenemos que ¢, (xz) — ~y(x) puntualmente cuando A — oo. Como ¢ es continua con
limites en 00, es acotada y las funciones ¢, estdn dominadas por la constante sup |¢|,
que es |v|-integrable. Ahora usamos el teorema de convergencia mayorada y obtenemos

0= lim i () du(x):/ v(z) dv(x)

A—00 ]n
= v(HJ )+ 0(p)v(Pus)
Tomando ahora limite p — —oo, concluimos que
v(H),) =0, YweR" beR,
y entonces ¢(p)v(Pwp) = 0 para todo p; eligiendo p con ¢(p) # 0 (existe, pues ¢ — 1),
obtenemos
V(Pyyp) =0, YweR" beR.

Usando finalmente el Lema 9.3.15 queda demostrado el Teorema. O]
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Observemos que la clase U definida en el Teorema previo es la clase de funciones
generada por una red neuronal con una capa oculta, funcién de activacién sigmoide en
esa capa y funciéon de activacion lineal en la capa de salida. El resultado de Cybenko
dice que es posible aproximar con un error arbitrariamente pequeno cualquier funcién
continua f € C(I,) con una red neuronal de estas caracteristicas si no limitamos el
nimero de neuronas en la capa oculta, N, el tamano de los pesos w;, los sesgos b; y
de los pesos de la capa de salida «;.

9.3.2. Aprendiendo senales de energia finita.

OBSERVACION 9.3.17. Para ¢ como en el Teorema de Cybenko, la densidad en
LP(1,), 1 < p < o0, se deduce directamente del caso continuo: como I, tiene medida
L |Ifllp < |Ifllec para f continua, y C(I,) es denso en LP(I,). Dada f € LP y ¢ > 0
elegimos h € C(1,,) con || f—hl[, < e/2yluego G € U con |h—G|| < /2. Las secciones
que siguen son entonces realmente necesarias solo para activaciones discontinuas (como

la de Heaviside), y sirven ademads para ilustrar el método de ortogonalidad en espacios
de Hilbert.

Recordemos que una seial f se dice de energia finita si f € L?(I,,), es decir
|f(z)]?dr < oo.
I

Este espacio no sb6lo es un espacio vectorial normado, sino que posee un producto
interno:

(f.9) = . f(x)g(z)dx.

La norma, entonces viene inducida por este producto interno:
1

1Al = () = ( ) !f(a:)]%x)z.

La principal propiedad que tienen los espacios con producto interno es el concepto
de ortogonalidad

DEFINICION 9.3.18. Dos senales f,g € L?(1,,) se dicen ortogonales, o que no inter-
actiian entre si, si se verifica

(fr9)= [ f(x)g(x)dx =0,

I,
y notamos esto como f L g.

Observemos que si consideramos una funcién de activaciéon ¢ acotada, entonces
hwi(z) = (W - x + b) verifica que hy, € L*(1,,) para todo w € R" y b € R.

En esta seccién veremos qué se precisa de la funciéon de activacion ¢ para garantizar
que el conjunto

N
U= {Zajgp(wj.x+bj): w; € R" a;,0; e R, N > 1}
j=1

sea denso en L*(1,,). Notemos que U es un subespacio lineal de L?(I,,).
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Observemos primero que si U es denso y tenemos que g € L*(I,) verifica que
g L U (es decir, (g,u) = 0 para toda u € U), entonces por la continuidad del producto
interno obtenemos que (g, f) = 0 para toda f € L?(1,,) de donde, tomando f = g, sigue
que 0 = (g,9) = ||gl|I*, es decir, g = 0. En resumen, si U es denso, la tnica funciéon
g € L*(I,) que es ortogonal a U es la funcion 0.

Observemos también que la condiciéon g L u para toda u € U es equivalente a

/ o(w-z+0bg(zr)de =0, VYweR" beR.

In

El reciproco de la observacion es cierto. Es decir, si U no es denso en L?(1,,), entonces
existe g € L*(I,), g # 0, tal que g L U.

La demostracion de esta afirmacion es una combinaciéon del lema de separacion,
Lema 9.3.1 junto con el Teorema de representacion de Riesz:

TEOREMA 9.3.19. Dada L: L*(I,,) — R lineal y continua, existe una inica g €
L3(1,) tal que
L(f)= [ fl2)g(x)dz, Vfe L*(I,).
In
Mas ain, ||L]| = [[g]|2-

El Teorema de representacion de Riesz, Teorema 9.3.19, es mas general que el
enunciado acad y su demostracion se estudia en el curso de Anéalisis Funcional.

Con estos preliminares, se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 9.3.20. Sea U C L?(I,,) un subespacio lineal. Entonces U es denso
en L*(1,,) si y sdlo si verifica la propiedad

(g,u) =0, YuelU = g¢g=0.

DEMOSTRACION. Si U es denso, ya vimos que g 1 U implica ¢ = 0. Reciproca-
mente, supongamos que U no es denso. Entonces existen f, € L?(I,) y 6 > 0 con
d(fo,U) > 4, y el Lema 9.3.1 da un funcional L lineal y continuo con Ly = 0y
L(fy) = 0 # 0. Por el Teorema 9.3.19, L(f) = (f,g) para alguna g € L*(I,), y g # 0
porque L # 0. Pero entonces (g,u) = L(u) = 0 para toda v € U con g # 0. (Alter-
nativamente: g = fy — Pfy, donde P es la proyeccion ortogonal sobre la clausura de
U.) OJ

Toda esta discusion motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 9.3.21. Una funcién de activacion ¢ se dice discriminatoria en el sen-
tido L? si

(i) ¢ es acotada,;
(ii) Si g € L*(1,) es tal que

/ o(w-x+0b)g(zr)de =0, VweR" beR,

In
entonces g = 0.

Tenemos entonces el siguiente corolario
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COROLARIO 9.3.22. Sea ¢ una funcion discriminatoria en sentido L*. Entonces el
subespacio lineal

N
U= {Zajc,o(wj-w+bj): w; € R" a;,b; e R, N > 1}
j=1

es denso en L*(I,).

Lo que nos dice el Corolario 9.3.22 es que si ¢ es discriminatoria en sentido L2,
entonces dada h € L*(I,) y € > 0, existe G € U tal que

[ G(z) — h(z)]2 dx < e.

Equivalentemente, toda funciéon de L? con entradas en el cubo I, puede ser aprendida
por una red neuronal de una capa oculta con funcion de activacion discriminatoria en
sentido L? y con un error cuadratico medio tan pequefio como queramos.

Lo que queda por determinar es qué funciones de activacion ¢ son discriminatorias
en sentido L2 Veremos que tanto la funcion de Heaviside H () como la funcion logistica
o(z) ambas son discriminatorias en sentido L.

Empecemos con el siguiente lema

LEMA 9.3.23. Sea g € L*(I,,) tal que [, ,9(x) dz = 0 para todo semiespacio Hy ) =
{w-2+b>0}N1I, Entoncesg=0.

DEMOSTRACION. Sea v = gdz, una medida signada finita (pues ¢ € L*(I,) C
LY(I,)). Para w # 0 el hiperplano Py tiene medida de Lebesgue nula, de modo que
v(Puy) =0y v(H,) = wab g = 0 por hipotesis. Para w =0, Hyp es I,, (sib>0) o
vacio, y la hipotesis da v(I,,) = 0; luego v(FPop) = 0 también. Asi, v cumple las hipotesis
del Lema 9.3.15 y por lo tanto v = 0, es decir, g = 0 en casi todo punto. O

1, siz>0
0, six<O

EJEMPLO 9.3.24. La funciéon de Heaviside H(z) = { es discriminatoria

en sentido L2

Es obvio que H es acotada. Asumamos ahora que

Hw-z+b)g(x)de =0, YweR" beR.
I,

Como H(W - +b) = 1wate>oy difiere de 1, , solo en el hiperplano Py (de medida
nula si w #£ 0; si w = 0 la hip6tesis con b > 0 dice fln g = 0), esto equivale a

/ g(x)dr =0, VweR" beR,
Hw,b

lo que implica que g = 0 por el lema previo.

EJEMPLO 9.3.25. La funcion logistica o(z) = (1 + ¢ ®)~! es discriminatoria en
sentido L.
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Efectivamente, sea g € L*(I,,) y supongamos que verifica
/ ow-z+b)g(zr)dr =0, VweR" beR.
In
Sea o(z) = o(A(W - x + b)), luego obtenemos
/ ox(x)g(x)de =0, VAeR.
In
Observemos que limy o ox(7) = 1y, ,(7) en casi todo punto.
Para w # 0 la convergencia o) — 1p,, es también en sentido L*: se tiene |0y —

1g,,| < 1y I, tiene medida finita, por lo que basta aplicar el teorema de convergencia
mayorada. Entonces obtenemos que

0= lim (0y,9) = (1Hw,b>9) = / g(x)dx.
A—00 He b

Como w € R" v b € R son arbitrarios, sigue del Lema 9.3.23 que g = 0 lo que prueba
que o es discriminatoria en sentido L2.

(El caso w = 0 se trata aparte: tomando b > 0, oy = o(Ab) — 1 y se obtiene
fln g = 0, que es la hipotesis del Lema 9.3.23 para w = 0.)

9.3.3. Aprendiendo funciones integrables. La teoria de la seccion anterior
puede adaptarse facilmente para aproximar funciones integrables f € L'(I,,).

La principal diferencia es que los funcionales definidos sobre L!(1,,) vienen represen-
tados por funciones acotadas. Esto significa que si L: L*(I,) — R es lineal y continuo,
entonces

(9.3.1) L) = [ f@)gl)de,
In

para alguna funcién g € L*(1,,). Esto motiva la siguiente definicion, que es la analoga

a la Definicion 9.3.21 al caso L!

DEFINICION 9.3.26. Una funcién de activacion o se dice discriminatoria en el sen-
tido L' si

(i) o es acotada;
(ii) Sig e L*>(I,) es tal que
/ ow-z+0b)g(x)der =0, VweR" beR,
In

entonces g = 0.

Luego tenemos el siguiente resultado que es la version L' del Corolario 9.3.22.

TEOREMA 9.3.27. Sea o una funcién discriminatoria en sentido L'. Entonces el
subespacio lineal

N
U= {Zaja(wj-a:—i-bj): w; € R" a;,b; e R,N > 1}
j=1

es denso en L'(I,,).
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DEMOSTRACION. Sea L: L'(I,) — R tal que L(u) = 0 para toda u € U. Por el
Corolario 9.3.4, si probamos que L = 0 concluimos el resultado deseado.

Pero esto es una consecuencia inmediata del hecho de que o es discriminatoria en
sentido L' y de la representacion (9.3.1). O

Dado que para g € L*(1,) la medida du(x) = g(z)dzr es una medida de Borel
signada, la demostracion del Teorema 9.3.16 implica que si ¢ es una funcién sigmoi-
de (acotada, medible, con limites 0 y 1 en Foo; la prueba solo usa los limites y la
acotacion), entonces resulta discriminatoria en sentido L.

En particular, una red neuronal de una capa oculta con funcién de activaciéon lo-

gistica y una neurona lineal en la capa de salida puede aproximar en L'(I,,) cualquier
funcion de L'(I,).

9.4. Aprendiendo soluciones de EDOs

Una aplicaciéon interesante de las redes neuronales es la capacidad de aprender
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs).

Para fijar ideas supongamos que queremos aprender las soluciones de la ecuacion

(9.4.1) {W) = f(t.y(®))

y(to) =wo, tE€lto,to+T),

para algin T > 0.

Sabemos que si f es continua y Lipschitz en la segunda variable, uniformemente
en ¢ (con constante A), entonces la ecuacion (9.4.1) tiene una tnica soluciéon y € C*
en todo el intervalo [tg,to + T, cualquiera sea 7' > 0. Por simplicidad asumiremos
que y(t) € Ry que f: R xR — R es continua y Lipschitz en la segunda variable.
Resultados similares se pueden obtener para sistemas de ecuaciones diferenciales que
corresponden al caso en que y(t) € R™.

Construiremos una red neuronal feedforward (o de propagacion hacia adelante),
cuyas entradas sean la variable continua t € [to,to + T') y la salida sea una funcién
suave uy(t), que aproxime a la solucion y(t) de la ecuacion. Los parametros de la red
los notamos por 6 (aqui 6 agrupa todos los pesos y sesgos; no debe confundirse con los
sesgos 6; de las secciones anteriores).

Consideremos la funcion de costo

C(0) = llup — f (-, ug)ll2 + (us(to) — yo)?

B / 0 (up(t) — f(t, ua(t)))? dt + (us(to) — yo)?

to

y consideramos un 6* que minimice (o haga pequeno) C(#). Entonces la salida de la red
sera ug+, que comienza con un valor u«(ty) cercano a yo y, como veremos, evoluciona
cerca de la solucion de (9.4.1) que empieza en yq.

PROPOSICION 9.4.1. Sea uw € C*([ty, to+T)) y sea y la solucién de (9.4.1). Entonces

mix_fu(t) = y(t)] < e (Julto) = ol + VT o' = (- w)2) < T (1+ VT)V/Clu).

tE[to,t0+T}



144 9. APROXIMADORES UNIVERSALES

DEMOSTRACION. Sea e = u—yy r = u — f(-,u). Entonces ¢/ = r + (f(t,u) —
f(t,y)), de modo que |¢/| < |r[+Ale]. Por el lema de Gronwall, [e(t)] < e (|e(ty)|+
ftt r]), y la desigualdad de CauchnyChwarz da f [r| < V/T||7||. La altima desigualdad

usa que |u(to) — yo| < /C(u) y ||Irll2 < /C =

Asi, una red con costo pequeno aproxima bien a la solucién. Falta ver que existen
redes con costo pequefio: para eso hay que aproximar a y en C', es decir, a y v a ¢/
simultaneamente. La densidad en C' que vimos en este capitulo no alcanza para esto;
si alcanza un teorema de Hornik (1991), que muestra que las redes de una capa oculta
con activacion C' no constante y acotada son densas en C'* con la norma ||y||so + [|¥/]] so-

En general, la implementacion de C(0) es compleja y es mejor considerar versiones
discretas de la misma. Para eso consideramos discretizacion del intervalo temporal
to <ty <---<t,=tg+ T con At =T/ny asociamos la funciéon de costo empirica

n—1

016, (1) = 3 (T — ) ) A+ () - )

k=0

Si utilizamos una red neuronal de una capa oculta con funcién de activacion logistica
y salida lineal, la salida de la red sera

9.4.2 ug(t) =Y a;o(wit+0b;), 6= (w,b,a)ecRY xRY xR,
(9.4.2) (t) = ajo(wit +b

El uso de la funcion de activacion logistica o asegura la diferenciabilidad de ug. Luego,
calculamos el gradiente de la funcion de costo C'() y el método de descenso de gradiente
para hallar el valor de 8*. Ver el Ejercicio 9.6.10.

9.5. Resumen

Este capitulo responde a la pregunta sobre qué tipo de funciones pueden ser apro-
ximadas mediante redes neuronales con una capa oculta y se basa en los resultados de
la teoria de aproximacion desarrollados por Funahashi, Hornik, Stinchcombe, White y
Cybenko a finales de la década de 1980.

Los resultados demostrados en este capitulo muestran que una red neuronal con
una capa oculta, utilizando neuronas con funcién de activaciéon sigmoide en la capa
oculta y activacion lineal en la capa de salida, puede aproximar funciones continuas,
funciones integrables y funciones de energia finita. La capacidad de aproximacién uni-
versal requiere un ancho ilimitado, pero también depende de la funcion de activacion:
Leshno, Lin, Pinkus y Schocken (1993) demostraron que, para ¢ continua, el conjunto
de las salidas de redes de una capa oculta es denso en C'(K) si y solo si ¢ no es un
polinomio. En particular, con activaciones polinomiales no hay densidad.

El precio a pagar es que el nimero de neuronas en la capa oculta no tiene un
limite a priori. Un resultado de Barron (ver [1]|) da, para funciones cuya transformada
de Fourier tiene primer momento finito, una cota superior para el error L? del orden
de 1/ V/N con N neuronas, de modo que ganar un digito de precision puede requerir
unas 100 veces mas neuronas; la constante depende de la funcion y de la dimension, y
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para clases generales de funciones el niimero de neuronas necesario puede crecer muy
rapidamente con la dimensién de la entrada.

Los resultados de aproximacion también son validos si la funcion de activacion es
una ReLLU o una Softplus. Sin embargo, la demostracién no es una modificacion directa
de las pruebas presentadas en este capitulo. El compromiso entre profundidad, ancho
y error de aproximacion sigue siendo un tema de investigacion activo.

Las redes neuronales también pueden utilizarse para resolver numéricamente ecua-

ciones diferenciales de primer orden con condiciones iniciales; un costo pequeno controla
el error de la solucién (Proposicion 9.4.1).

9.6. Ejercicios

EJERCICIO 9.6.1. Se sabe que el conjunto de los niimeros racionales, Q, es denso
en el conjunto de los numeros reales, R. Formula este resultado en términos de la
terminologia del aprendizaje automatico.

EJERCICIO 9.6.2. Un resultado de aproximaciéon bien conocido es el Teorema de
Aproximacion de Weierstrass: Sea f una funcién continua con valores reales definida
en el intervalo real [a, b]. Entonces, existe una sucesion de polinomios P, tal que

sup |f(z) — P.(z)] = 0, cuando n — oo.
z€la,b]

Formula este resultado en términos de la terminologia del aprendizaje automatico.

EJERCICIO 9.6.3 (separacion de puntos). Sean xg,x; dos vectores distintos y no
colineales en el espacio normado lineal X. Demuestra que existe un funcional lineal
acotado L en X tal que L(xg) =1y L(z1) = 0.

EJERCICIO 9.6.4. Sean xg,x; dos vectores distintos y no colineales en el espacio
normado lineal X. Demuestra que existe un funcional lineal acotado L en X tal que
L(Io) = L(l’l) = %, con
do + 01

250(51 ’
donde 9; es la distancia de z; a la recta generada por el otro vector.

I <

EJERCICIO 9.6.5. Dados dos niimeros a < b, demuestra que existe una medida de
Borel finita con signo no nula en [a, b] tal que

b b
/sintdu(t)—/ costdu(t).

EJERCICIO 9.6.6. Sea P([0,1]) el espacio de polinomios en [0, 1]. Para cualquier
P € P(]0,1]), define el funcional

L(P):ao+a1+"’+a7u
donde P(x) = ag + ayx + - -+ + a,z", con a; € R.

(a) Demuestra que L es un funcional lineal y acotado en P([0,1]) (con la norma
del supremo; observar que L(P) = P(1)).
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(b) Prueba que existe una medida de Borel finita con signo, p en [0, 1], tal que
1
/ P(e)du(z) = ap+ar + - +an, VP € P([0,1)).
0

EJERCICIO 9.6.7. (a) ¢La funcion tangente hiperbolica es discriminatoria en el
sentido L?? ;Y en el sentido L'? (Usar la Definicion con “o acotada’.)

(b) Demuestra que la funcion ¢(z) = e *" es discriminatoria en el sentido L' en
I, = [0,1]. (Sugerencia: tomando w = 1 y extendiendo ¢ por cero, la hipotesis
dice que p x g =0, con g(x) = g(—x); usar la transformada de Fourier y que ¢
no se anula.)

EJERCICIO 9.6.8. (a) Escribe una formula para la salida de una red neuronal
de alimentacion hacia adelante (FNN) con dos capas ocultas que tienen N; y
Ny neuronas, respectivamente.

(b) Demuestra que las salidas de todas las posibles FNNs con dos capas ocultas y
la misma entrada forman un espacio lineal de funciones.

EJERCICIO 9.6.9. Una funcién de activacion ¢ se llama fuertemente discriminatoria
si, para toda medida de Borel signada p sobre I,,,

[ (o n@yduta) =0, vf et = =0,

(a) Demuestra que si ¢ es fuertemente discriminatoria, entonces es discriminatoria
en el sentido de Cybenko, es decir, f[ o(w -z +b)du(r) = 0 para todo w,b
implica p = 0.

(b) Suponer que las funciones de activacion de una FNN de dos capas son conti-
nuas y fuertemente discriminatorias con respecto a cualquier medida con signo.
Demuestra que esta FNN puede aprender cualquier funcién continua en C(I,,).

EJERCICIO 9.6.10. Encuentra uy(t), Vy,ue(t) v Vyuy(t) para la expresion de ug(t)
dada por (9.4.2).



Capitulo 10
Clasificacion

En problemas de clasificacion, una red neuronal tiene que ser capaz de clasificar
clusters, es decir, asignar etiquetas distintas a cada cluster. Estas etiquetas pueden
ser niimeros naturales, o puntos en el espacio, o vectores que pertenecen al espacio de
etiquetas. El procedimiento de clasificacion es equivalente al de ser capaz de aprender
una funcion de division de clusters o un mapa de decision. El conjunto de entrenamiento
provee etiquetas para cada cluster y esta asignacion define un mapa de decision. La
red debe ser capaz de clasificar los datos aprendiendo este mapa de decision.

Se pasa del ajuste de funciones a la clasificacion de clusters. Se introducen los
conceptos bésicos: relaciones de equivalencia (Secciéon 10.1), entropia de una particion
(Seccion 10.2), funciones y mapas de decision (Seccion 10.3, Seccion 10.4). Siguen la
separabilidad lineal (Seccion 10.5) y convexa (Seccion 10.6), la contraccion al centro
(Seccion 10.7) v el aprendizaje de mapas de decisién con una red (Seccion 10.8). Co-
rresponde al Capitulo 18 de [3].

10.1. Relaciones de equivalencia

Consideremos un conjunto no vacio Q # (). Un conjunto S C Q x Q se lo llama una
relacion en (2. Recordemos algunas definiciones.

(i) S se llama refleziva si contiene a la diagonal {(z,z): x € Q}.
(ii) S se llama simétrica si (z,y) € S implica que (y,z) € S.
(iii) S se llama transitiva si (z,y), (y, z) € S implica que (z, z) € S.

Una relacién S que es reflexiva, simétrica y transitiva es llamada una relacion de
equivalencia.

Dada una relacion de equivalencia S, decimos que dos puntos z,y € €2 son equi-
valentes bajo S si (z,y) € S y notamos esta equivalencia como x ~ y. Dado = € ,
notamos por C, = {y € Q: x ~ y} y se denomina la clase de equivalencia de x. El con-
junto formado por todas las clases de equivalencia, se lo denota por Q| y es llamado
el conjunto cociente.

Una particion del conjunto € es una coleccion de subconjuntos {A;}ier con las
siguientes propiedades
(i) A; # 0 para todo i € I;
(i) A, N A; =0, para todo i,j € I, i # j;
(iii) U,;e; 4Ai = Q.
Si el conjunto de indices I es finito, decimos que {4;};cr es una particion finita. Es-

tas particiones finitas pueden utilizarse para clasificar los puntos de €2 en N clases
diferentes.

147
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El siguiente resultado, de demostracion elemental y que suele verse en el curso de
Algebra 1, muestra la relacién existente entre particiones y relaciones de equivalencia.

PROPOSICION 10.1.1. Sea ~ una relacion de equivalencia en ). Entonces existe
una particion {A;ier de Q tal que

(i) para todo i € I y para todo x,y € A; tenemos que x ~ y;
(i) para todo x,y € Q con x ~ vy, existe i € I tal que x,y € A;.

Reciprocamente, dada una particion {A;}ier de S, la relacion x ~ y si y solo siz,y € A;
para algin © € I define una relacion de equivalencia en €.

DEMOSTRACION. La demostracion queda de ejercicio. O

10.2. Entropia de una particién

Consideremos ahora dentro de {2 una o—algebra F y una medida de probabilidad u
de manera tal que (2, F, i) es un espacio de probabilidad. En este espacio se considera
una particion finita A = {A;},-1 .~ de Q en donde los conjuntos son medibles (i.e.
A; € F). La entropta de la particion A con respecto a la medida de probabilidad p se

define como
Z p(A;) In pu(Ay).

Con la convencién 0In0 = 0 (se permite M(Aj) =0) se tiene H(A,pu) >0,y H(A, p) =
0 si y solo si algin A; tiene medida 1 (no hay incertidumbre sobre a qué conjunto
pertenece un punto). La entropia es maxima, igual a In N, cuando todos los conjuntos
de la particion tienen la misma medida p(A;) = --- = p(Ay) = +; esto sigue de
la desigualdad de Jensen aplicada a la funcion concava In: H = . pu(A;) In = <

(A)
anMAJ_)>01 <InN.

EJEMPLO 10.2.1. Sea 2 C R™ un conjunto acotado y definimos la medida de pro-
babilidad u en €) sobre la o—algebra de Borel, como
141
2]

(| - | representa el volumen del conjunto o medida de Lebesgue).

n(A) =

En este caso, la entropia representa la incertidumbre de dividir el conjunto € en
subconjuntos de diferentes voliimenes.

EJEMPLO 10.2.2. Supongamos que tenemos dos medidas de probabilidad definidas
en el espacio medible (2, F), 4y v y asumamos que existe una funcion p: Q@ — R tal
que

H(A) = / p(x) dv(x),

para todo conjunto A € F. Es decir, p es la densidad de probabilidad de p con respecto a
v (el Teorema de Radon-Nikodym da condiciones necesarias y suficientes en las medidas
[y v para garantizar la existencia de esta densidad p, este teorema se estudia en el
curso de Andlisis Real).
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Notemos que p > 0 y f pdr = 1. Queremos analizar como varia la entropia de una
particion al calcularla con respecto a la medida p y a la medida v. Por ejemplo,

H(A p) =— Z/Ap(x) dv(z)In (/Ap(x) dy(x)> :

J

La entropifa mide cuan dispersa esta la medida entre los conjuntos de la particion: si la
densidad p concentra casi toda la masa en uno solo de los A;, entonces H(A, ) =~ 0,
aun cuando H(A,v) sea grande.

10.3. Funciones de decision

Consideremos ahora el conjunto Q = I,, = [0,1] x ---[0,1] C R™ el cubo unitario
n—dimensional y sea {A;,..., Ay} una particion finita de I,, formada por conjuntos
de la o—algebra de Borel. Una funcion de decision es una funcién que asocia a cada
conjunto de la particion un namero natural distinto, es decir f: I, — N, f(z) = j
si x € Aj. De manera equivalente, f(z) = Zj.vzllej(x). Observemos también que
Aj = ().

El conjunto {1,2,..., N} se llama el conjunto de etiquetasy R se lo llama el espacio
de etiquetas.

EJEMPLO 10.3.1 (Caso N = 2). Consideremos dos clusters de puntos en R™ que
estan separados por un hiperplano {w-x +b = 0}. Luego, un perceptron puede decidir
sobre cada punto a qué cluster pertenece, usando la funcion de decision f(z) = 1 +
H(w-xz+0b), donde H(x) es la funcién de Heaviside. El conjunto de etiquetas es {1,2}
y el espacio de etiquetas es R.

Veamos ahora un resultado teorico general que nos dice que si estamos dispuestos
a pagar el precio de dejar un conjunto arbitrariamente pequeno sin clasificar entonces
una red neuronal con una capa oculta puede implementar cualquier funcion de decision.

PROPOSICION 10.3.2. Sea f una funcion de decision asociada con una particion fi-
nita y medible { Ay, ..., Ax} de I,,. Sea 0 una funcidn sigmoide que verifica las hipdtesis
de la Proposicion 8.1.1.

Entonces, para todo € > 0, existe una funcion G(x) de la forma
k

G(z) = Zaja(wj -x+b;), w;eR" ;b €R
j=1

y un conjunto D C I, tal que |I, \ D| <e y
|G(z) — f(x)] <e, VzeDl.

DEMOSTRACION. Esta proposicion es inmediata del Teorema 9.3.16 y del Teorema
de Lusin. En efecto, el Teorema de Lusin, dice que dado € > 0 existe un conjunto
D C I, medible con |I,,\ D| < € y una funcion continua g: I,, — R tal que f(z) = g(z)
para todo x € D. La demostracion de este teorema se ve en el curso de Anélisis Real.

Ahora, el Teorema 9.3.16 nos dice que existe una funciéon G(z) con la forma dada
por el enunciado de la proposicion, tal que |G(z) — g(x)| < € para todo = € I,,. Luego,

G(z) = (o) = |G(x) —g(z)| <&, VzeD.
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Queda entonces demostrada la proposicion. O

Notemos que este es un resultado de existencia. No da ninguna informacion sobre
como construir la funcion G(z). Esto es un problema completamente diferente.

10.4. Mapas de decisiéon de vectores one-hot

Hay situaciones en donde resulta mas conveniente reemplazar las etiquetas de ni-
meros enteros por vectores unitarios, o vectores one hot. Es decir, en lugar de usar
como etiquetas 1,2,..., podemos asociar los clusters con vectores e; = (1,0,...,0),
e; = (0,1,0,...,0), etc. El conjunto de etiquetas queda formado por {ej,...,ex} y el
espacio de etiquetas resulta RY.

Sea {Aj,..., Ay} una particion medible finita de I,,. Un mapa de decision de vecto-
res one-hot es una funcién medible f: I, — R, que asocia un vector one-hot con cada
clase de la particion. Es decir, f(z) = e; para todo x € A;. En este caso, la etiqueta
asociada con la clase A; es un vector unitario N —dimensional y estas etiquetas forman
una base en RY.

La ventaja de usar vectores one-hot como etiquetas en lugar de ntimeros enteros es
que las etiquetas enteras imponen un orden y distancias artificiales entre las clases (la
clase 1 queda maés cerca de la 2 que de la 3, y un error cuadratico penaliza més confundir
1 con 3 que 1 con 2), mientras que los vectores one-hot son todos equidistantes entre si.
Ademas, son los vectores naturales para trabajar con la funcion softmax y la entropia
cruzada (Capitulos 3 y 6).

Elegir a los vectores one-hot e; como etiquetas es so6lo por conveniencia. Se podrian
elegir como etiquetas otros N vectores linealmente independientes en RY, eventual-
mente de manera que formen una base ortonormal.

El espacio de etiquetas puede tener dimensién menor que N, el niimero de clases
en [,. Por ejemplo se puede considerar a N = 4 clases y asociar a cada clase como
etiqueta un punto en R o en R? respectivamente. Ver Figura 10.1.

A1 A3 Al A’i
Py

R As Ay °

a1 a2 a3 a1 ot ¢

FiGUrA 10.1. Mapa de decisiéon asociado a una particion: a. El espacio
de etiquetas es R. b. El espacio de etiquetas es R2.

En ocasiones, en vez de considerar N vectores linealmente independientes en RY
se consideran N puntos en RY notados por pi,...,pn. Al usar puntos como etique-
tas necesitamos que los mismos sean afinmente independientes, es decir, linealmente
independientes pero no necesariamente vistos como vectores con origen en el origen de
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coordenadas. Para entender este concepto damos una definicién y un resultado aso-
ciado. (Notemos que N puntos afinmente independientes generan un espacio afin de
dimension N — 1, de modo que N —1 coordenadas bastan para describir las etiquetas.)

DEFINICION 10.4.1. Decimos que £ C RY es un espacio afin, si existe py € RY y
S ¢ RY subespacio, tal que E =S + py.

PROPOSICION 10.4.2. Sea E un espacio afin. Asumamos que E=S+p=T+q
donde S y T son dos subespacios de RN y p, q son puntos de RY. Entonces S =T y
p,q € k.

Es decir, el subespacio que caracteriza al espacio afin es tinico.

DEMOSTRACION. Si F = S+p con S C RY un subespacio, entonces p=0-+p € F
dado que 0 € S.

Ahora, si tenemos que S+ p = T + q, se tiene que 0 + p =t + q para algin t € T.
De donde sigue que p —q =t € T. Analogamente, p — q € S.

Finalmente, si s € S, entonces existe t € T tal que s+ p =t + q, de donde s =
t+(p—q) € T. Esdecir S C T. Por simetria, T C S lo que finaliza la demostracion. O

DEFINICION 10.4.3. Sea F un espacio afin, ¥ =S + p con S C R¥ un subespacio.
Se define la dimension del espacio afin E como la dimension del subespacio S. Es decir

dim £ = dim S.

OBSERVACION 10.4.4. Observemos que dados {py,...,pn} C R¥ si definimos el
subespacio S como
S = gen{p2 — p1,..., PN — P1},
entonces {p1,...,pn} C E =S+ py, y tenemos que

dimFE =dimS < N — 1.

DEFINICION 10.4.5. Sean py, ..., pxy € RY. Decimos que {py,...,pn} es afinmente
independiente si no existe un subespacio afin de dimensién menor que N — 1 que los
contenga.

Es facil ver que si {p1,...,pn} es afinmente independiente, el subespacio afin que
los contiene (que tiene dimension N — 1) es unico (ver el Ejercicio 10.10.2).

La siguiente proposicion caracteriza a los puntos afinmente independientes.

PROPOSICION 10.4.6. Sean p1,...,py € RY. Entonces {p1,...,Pn} es afinmente
independiente si y solo si existe po € RY tal que el conjunto {p1 — Ppo,-..,PN — Po} €8
linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Asumamos que {py,...,pny} es afinmente independiente y sea E
el subespacio afin de dimensién N —1 que los contiene, E = S+q paraalginq € RV y S
un hiperplano. Sea py € RV \ E. Veamos entonces que el conjunto {p;—po, - .., PN —Po}
es linealmente independiente.
Sean cq,...,cy € R tales que
N
ch(Pj —Ppo) = 0.

J=1
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Debemos ver que ¢; = --- = ¢y = 0.
Ahora,
N N N
0= ) ci(p;j—Po) = (Z%‘) (P1—Po) + > ¢;(P; — P1).
=1 j=1 j=2
Por la Observacion 10.4.4 sabemos que el conjunto {ps — p1,...,pn — P1} es li-

nealmente independiente y es un sistema de generadores de S.

Como pg € F, sigue que p; — po € S. Luego p; — po es linealmente independiente
del conjunto {py — p1,...,pn — P1} de donde obtenemos que

j=1
y por lo tanto también ¢; = 0, que es lo deseado.

Supongamos ahora que existe pg € R tal que {p;—Ppo, ..., P~y —Po} es linealmente
independiente. Debemos ver que el conjunto {py,...,pn} es afinmente independiente.
Sea S el subespacio generado por {p2—p1,...,P~ —P1}, entonces {py,...,py} C F =
S+ p1. Veamos que dimS = N — 1 o, equivalentemente, que {p2 — p1,...,Pny —P1} €s
linealmente independiente. Sean ¢, ...,cy € R tales que

N
cj(p; —p1) = 0.

<.
[|
N

Pero de aca obtenemos que

N N N
0=> ¢;(p;—P1) = > _c;j(pj —Po) — (Z Cj) (P1 — Po)-
=2 j=2 j=2
Como el conjunto {p; — po, ..., P~ — Po} es linealmente independiente, deducimos que
N
Cp =+ =cCy= (Z%’) =0,
j=2
de donde ¢y = - -+ = ¢y = 0 como queriamos demostrar. L]

Asi como los espacios afines definen traslaciones de subespacios, las transformacio-
nes afines son traslaciones de transformaciones lineales.

DEFINICION 10.4.7. Decimos que f: RY — R¥ es una transformacion afin si existe
g: RV — RY transformacion lineal y p € RY tal que

f(x) =g(x) + p, Vx € RV,

Con la ayuda de la Proposicion 10.4.6 podemos definir una transformaciéon afin
biyectiva entre vectores one-hot y puntos afinmente independientes.

PROPOSICION 10.4.8. Sea {p1,...,pn} C RY afinmente independiente. Entonces
existe una transformacion afin f: RN — RN biyectiva tal que f(p;) = e; para j =
1 N.

g eey
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DEMOSTRACION. Sea py € RY tal que el conjunto {p; — po,...,P~ — Po} €s
linealmente independiente. Luego, existe una tinica transformacion lineal g: RY — RY
tal que g(p; — po) = e;. Esta transformacion lineal resulta inversible y la inversa viene
dada por la tnica transformacion lineal que verifica g~ '(e;) = p;—poparaj =1,..., N.

Ahora, definimos f(x) = g(x —po) = g(x) — g(po) = g(x) +p (donde p = —g(po)).-
Luego f es una transformacion afin, f(p;) = g(p; — Po) = €; y f es inversible con
f7H(x) = g7 (%) + po,

lo que finaliza la demostracion. O

10.5. Separabilidad lineal

Un cluster de puntos en R™ es un conjunto G = {xy,...,X;} que suponemos posee
cierta caracteristica que lo distingue. Dos clusters en R", G; y Gs, se dicen linealmente
separables si existe un hiperplano H que los separa. Esto significa

(i) El hiperplano H (espacio afin de dimensién n — 1) determina dos semi-espacios
abiertos disjuntos Sy y Sy (los dos lados de #H).
(ii) Cada cluster esta contenido en uno de estos semi-espacios: G; C S1y Go C Ss.

Asumamos que el hiperplano esta definido implicitamente por la ecuacion

h(x) =ayz1 + -+ + apz, +d =0,
entonces la separabilidad de G; y G, se puede escribir como h(g1)h(ge) < 0 para todo
par de puntos g; € G;, i = 1, 2.

Al estudiar el problema de la separacion lineal de clusters es conveniente entender
el conjunto que encierra un cluster dado. Para eso necesitaremos algunas definiciones.

DEFINICION 10.5.1. Un conjunto K C R”™ se dice convexo si para todo par de
puntos x,y € K, el segmento de puntos que une x con y y que denotamos por

[x,y] ={tx+ (1 —t)y: t €[0,1]},

estd contenido en K.

En general un cluster no es un conjunto convexo. Entonces necesitamos considerar
al menor conjunto convexo que lo contiene.

DEFINICION 10.5.2. Sea A C R™ un conjunto no vacio. Definimos la capsula convexa
de A, y la notamos como hull(A) al menor conjunto convexo que contiene a A, es decir

hll(4) = ()| K
ACK
K convexo
Observamos que, como R™ es convexo, siempre existe un convexo conteniendo a
cualquier conjunto y que la interseccién de un niimero arbitrario de convexos es convexo
(verificar esto). Luego hull(A) esta efectivamente bien definido, es convexo y es el
convexo més chico (en el sentido de la inclusion) que contiene a A.

Cuando el conjunto A es un cluster formado por finitos elementos, A = G =
{x1,...,Xx}, se tiene una caracterizacion de su capsula convexa hull(G).
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PROPOSICION 10.5.3. Sea G = {x1,...,xx} C R™. Entonces
k k

hull(G) = {Z Aixis > Ni=1, A > 0} .
i=1 i=1

Es decir, la capsula convexa de G es el conjunto de todas las combinaciones converas
de elementos del G. La demostracion de esta proposicion esta contenida en el Ejercicio
10.10.5.

Tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 10.5.4. Sean Gi,Gs C R™ dos clusters. Entonces Gy y Go son lineal-
mente separables si y solo si sus capsulas convexas hull(Gy) y hull(Gs) lo son.

DEMOSTRACION. Es claro que si hull(G;) y hull(G2) son linealmente separables,
entonces G; y Gy también lo son, dado que G; C hull(G;), i = 1,2. Ver la Figura 10.2

F1GURA 10.2. a. Separacion lineal de dos clusters. b. Separacion lineal
de las capsulas convexas de dos clusters.

Supongamos ahora que G; y G, son linealmente separables. Entonces tenemos dos
semi-espacios abiertos disjuntos S; y S tales que G; C S;, 1 = 1,2. Pero cada semi-
espacio es un conjunto convexo que contiene al cluster, y como la capsula convexa
es el menor conjunto convexo que contiene al cluster deducimos que hull(G;) C S,
1=1,2. OJ

En el Ejercicio 10.10.9 se ve que G; y G son linealmente separables si y solo si
hull(G;) N hull(Gy) = 0.

Si dos clusters no son linealmente separables, entonces no es posible separarlos
usando transformaciones lineales.

PROPOSICION 10.5.5. Sean G1,Gy C R™ dos clusters tales que hull(G;) Nhull(Gy) #
(). Entonces si F: R" — RP es una transformacion lineal, tenemos que F(Gy) y F(Gs)
no son linealmente separables.

DEMOSTRACION. Asumamos, por el absurdo, que existe F': R" — RP transforma-
cion lineal tal que F'(Gy) y F(Gz) son linealmente separables.
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Sea h(x) = P, a;x; + d = 0 la ecuacion implicita del hiperplano H que separa
F(G1) y F(Gz). Luego, si g; € G;, i = 1,2, tenemos que

h(F(91))h(F(g2)) < 0.

Sea ahora ¢ € hull(G;) N hull(Gs), luego, g admite las representaciones

k1 ko
_ 1.1 _ 2 2
g = E Aigi = E )\jgj7
i=1 j=1

donde g} € Gi, g2 € Go, ALAZ >0y S0 AN =302 A2 =1
Si usamos ahora la linealidad de F'y observando que h distribuye las combinaciones
convexas, obtenemos

0 < [h(F(9)]" = h(F(9))h(F(9))

—h (F (é A}gil)) h (F (]z]: A?g?))

— (Z Agh(F(g}))) (Z A?’”L@(Q?)))

j=1
ki ko
1,2 1 2
= Z Z)‘i Ah(F(g;))W(F (g;)) < 0.
i=1 j=1
Esto es una contradiccion y la demostracion esta completa. O
OBSERVACION 10.5.6. (i) Vale la pena notar que tampoco existe una funcion

(ii)

de separacion que sea afin, es decir, de la forma F'(z) = Wx+0b, donde W es una
matriz p X n y b € RP. En efecto, la demostracion anterior vale también para
aplicaciones afines F, porque h o F' es una funcion afin y por lo tanto también
“distribuye” las combinaciones convexas. Fin consecuencia, una neurona lineal
no puede separar dos clusters cuyas capsulas convexas se intersecan. Para esta
tarea, debemos emplear redes neuronales con funciones de activaciéon no lineales.
Dos clusters en R™, G; v Gs, se llaman F'—separables si existe una aplicacion
bi-continua e invertible F': R™ — R™ tal que las imagenes de los clusters, F'(G;)
y F(Gs), son separables linealmente en R™. Dicha funcion F se llama un ho-
meomorfismo de R™.

Por el teorema de Cybenko (Capitulo 9), una red neuronal feedforward con
una capa oculta puede aproximar uniformemente en un compacto cualquier
funcién continua F. Como la separabilidad lineal estricta de clusters finitos es
una condicion abierta (se preserva si se perturba F' poco), basta aproximar F
y no hace falta reproducirla exactamente, ni que sea un homeomorfismo. Si
ademads agregamos un perceptron, podemos realizar la clasificacion lineal final.
De esta manera, un problema de clasificacion se reduce al aprendizaje de la
funcion continua no lineal F. (Para n > 2 y clusters finitos disjuntos siempre
existe un homeomorfismo de R™ que los vuelve linealmente separables, pues
los homeomorfismos de R™, n > 2, pueden llevar cualquier coleccion finita de
puntos distintos en cualquier otra; para n = 1 no, porque los homeomorfismos
de R son monotonos y preservan el orden.)
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(iii) El papel de la funcion F' es separar los clusters, de modo que puedan clasificarse
linealmente. Sin embargo, hay casos (con conjuntos infinitos) en los que los
clusters no pueden separarse mediante un homeomorfismo de R”. En este caso,
necesitamos una dimension extra para separar los clusters, y la funcién continua
debe ser F': R" — RP, con p > n.

Por ejemplo, los conjuntos

G ={z R |z <1}, G, ={z € R?*: |z] >2}

no pueden separarse linealmente mediante un homeomorfismo F de R?: F(G,) =
R2\ F({||z]| < 2}) es el complemento de un compacto y no puede estar contenido
en un semiplano. En cambio, si pueden separarse en R3 con la funcién continua,
(no homeomorfismo) F(z) = (z,||z]|?): F(G1) queda en {z < 1} y F(Gs) en
{z > 4}, separados por el plano z = g

OBSERVACION 10.5.7. Cuando se tienen k clusters, Gy, ..., G, decimos que son
separables linealmente dos a dos si G; y G, son linealmente separables para todo
1 # j, 1,7 = 1,..., k. Esto es mas débil que pedir que cada G; sea separable de la
unién de todos los demds (“uno contra todos”). Por ejemplo, los tres clusters G, =
{(=10,9),(0,y),(10,y)}, y = —1,0,1, son separables dos a dos (sus capsulas conve-
xas son tres segmentos horizontales paralelos), pero Gy no es separable linealmente de
G1UG_1, pues (0,0) es el punto medio de (0,1) y (0, —1).

10.6. Separabilidad convexa

La separabilidad puede ser considerada en una manera levemente diferente, pero
equivalente. Una familia de clusters & = {Gy,...,Gx} en R" se dice separable convexa-
mente si existen k bolas cerradas By, ..., B, en R" tales que

(i) B;N B; =0 para todo i # j;
Veamos que los conceptos de separabilidad convexa y lineal son equivalentes. Para
es0 necesitamos un lema.

LEMA 10.6.1. Sea S C R™ el semiespacio definido como S = {x € R": x; > 0}.
Entonces

S = | Bu(mey),

m=1

donde B,.(xo) denota la bola abierta de radio r > 0 centrada en xo € R".

DEMOSTRACION. Observemos primero que B,,(me;) C S para todo m € N. Ver
Figura 10.3.

Sea ahora x € S. Escribimos x = (z1,x') con 21 > 0 y x' € R""!. Veamos que
x € B,,(me;) si m es suficientemente grande. Pero

|x —me1||* = (21 —m)? + |¥'|> = m* — 2ma;, + 27 + [X)?

2 af + %) 2
=m"—m|2x; — — | <m~,
m



10.6. SEPARABILIDAD CONVEXA 157

si
27+ [x : : i+ X
20y — — >0 o, equivalentemente, si m > ———

2%1
Esto termina la demostracion. O

F1GURA 10.3. Las bolas de la sucesion en la demostraciéon del Lema 10.6.1

COROLARIO 10.6.2. Sea K C R™ un conjunto compacto y sea S C R™ un semi-
espacio tal que K C S. Entonces, existe una bola B C S tal que K C B.

DEMOSTRACION. Aplicando una rotaciéon y una traslacion, podemos suponer sin

pérdida de generalidad que S = {x € R": z; > 0}.
Luego, por el Lema 10.6.1, tenemos que

K C S= | Bn(me).

m=1

La sucesion de bolas es creciente (ver Figura 10.3), es decir, By,(me;) C By ((m +
1)e;). En efecto, si ||x —me;|| < m, entonces z; > 0y

[x — (m+1e|® = |x —mey||> — 2z, +2m + 1 < (m + 1)* — 2z, < (m + 1)%,

Ahora bien, como { B, (me1) }men es un cubrimiento por abiertos de K que es compacto,
existen m; < --- < my, finitos, tales que

k
K C U Bm].(mjel).
j=1

Pero como la sucesion de bolas es creciente, K C B,,, (mye;) C S. 0

Estamos ahora en condiciones de demostrar la equivalencia entre las nociones de
separabilidad.
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PROPOSICION 10.6.3. Dos clusters Gy y Go en R™ son converamente separables si
y solo st son linealmente separables.

DEMOSTRACION. Supongamos que G; v G, son separados convexamente. Entonces
tenemos By y By dos bolas tales que G; C B;, i = 1,2, con By N By = (). Luego,
consideramos el hiperplano H que tiene como normal al vector que une los centros de
esas bolas y que pasa por un punto del segmento que une esos centros que esté fuera
de ambas bolas. Claramente H separa G; y Go.

El reciproco es una consecuencia inmediata del Corolario 10.6.2. En efecto, si G, y
G» son linealmente separables, entonces tenemos un hiperplano H que separa hull(G;)
y hull(Gy). Como las capsulas convexas son compactas, por el Corolario 10.6.2 exis-
ten bolas B;, i = 1,2, contenidas en cada semi-espacio determinado por H tales que
hull(G;) C B;, i = 1,2. Ahora, tomando una bola cerrada de mismo centro y radio
levemente inferior, B; C B;, i = 1,2 se obtiene lo pedido. 0

OBSERVACION 10.6.4. El concepto de separabilidad convexa es en apariencia més
robusto y facil de interpretar geométricamente, pero el de separabilidad lineal es el
mas sencillo de atacar usando redes neuronales. La Proposiciéon 10.6.3 nos garantiza la
equivalencia.

La equivalencia de la Proposicion 10.6.3 es para dos clusters. Si k > 3, la separa-
bilidad lineal dos a dos no implica que existan k£ bolas cerradas disjuntas B; O G;. En
el ejemplo de la observacion anterior, G, = {(—10,),(0,y), (10,y)}, y = —1,0,1: un
disco By D Gy contiene a (£10,0), y por la potencia del punto (0,0) respecto de su
circunferencia la cuerda de By sobre la recta x = 0 tiene segmentos |[MU|, |MV| a cada
lado de (0,0) con |MU||MV| > 10 - 10 = 100; luego uno de ellos es mayor que 1y By
contiene a (0,1) € G; o a (0,—1) € G_;. Entonces By interseca a B; o a B_;.

Sin embargo, la existencia de un mapa de decisién continuo es automatica para
clusters finitos disjuntos, sin ninguna hipotesis de separabilidad:

PROPOSICION 10.6.5. Sea & = {G1,...,Gr} una familia de k clusters finitos de
R”, disjuntos dos a dos. Entonces existe una funcién continua F: R" — R¥ tal que

F(gj):ej,j:]_,...,k?.

DEMOSTRACION. Sea G = [J; G; (un conjunto finito) y sea § > 0 la menor distancia
entre dos puntos distintos de G. Para y € G; sea p,(x) = méax{0, 1 -2||x—y||/d}, que es
continua, vale 1 en y y se anula en G\ {y}. Definimos F(x) = Z?:l > yeg, Py(x)e;. O

La separabilidad es importante, en cambio, cuando se exige que la clasificacion se
haga con aplicaciones simples (lineales, o con pocas neuronas) y no sélo por memori-
zacion de los puntos.

10.7. Contraccion al centro

Para poder separar clusters es usual tener que aplicar transformaciones que los
contraiga hacia ciertos puntos que serd luego utilizados como etiquetas.

Empecemos con el caso simple de un tnico cluster que es llevado hacia un punto
llamado centro. Consideremos G = {x1,...,X;} C R™ un cluster y ¢ € R" otro punto
que llamaremos el centro.
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Definimos entonces la transformacién dada por
yi=Xx;+ (1 —=Xec, Ae(0,1).

Para cada valor de A fijo, esta transformacion contrae el cluster G hacia otro cluster
G* situado en una proximidad del centro c. Ver Figura 10.4 a. A valores mas pequefios
de )\, mas cerca del centro c estara el cluster G

X} v
. Y; .
° Ne oC1
. e S :
[ 2
3 ®
°q hd
L o ..
e *°
X; X2 ¢ * ®C2
J
a vy
b

FiGURA 10.4. a. Contracciéon de un cluster hacia un punto. b. Contrac-
cion de dos clusters hacia dos puntos distintos.

Consideremos ahora dos clusters G; y Go y dos centros distintos ¢; y cy. Notemos
G ={x{,...,x3, } v Go = {x],...,x},} y definimos las transformaciones

inZ/\1XZ-1+<1_)\1)C17 izl,...,kl
y§:A2X§+(1—)\2)027 J=1.. k.

Estas transformaciones empujan cada cluster hacia su respectivo centro. Ver Figura
104 b. Si ||x — ¢;|| < p; para todo x € G;, entonces G esta contenido en la bola
cerrada de centro c; y radio A;p;. Por lo tanto, si A\jp1 + Aepa < ||c1 — co|, los nuevos
clusters Qf‘l y 92)‘2 quedan en bolas disjuntas y, en particular, son linealmente separables
(aunque los originales no lo fueran). Para valores de \; cercanos a 1 no hay en general
ninguna mejora.

Estas transformaciones estan en principio sélo definidas sobre los puntos de los
clusters. La dificultad radica en si es posible extender estas transformaciones a funciones
definidas globalmente. Para clusters finitos disjuntos siempre es posible, por ejemplo
mediante una funcion continua como la de la proposicion anterior (o por el teorema de
extension de Tietze), y por el teorema de Cybenko una red con una capa oculta puede
aproximarla uniformemente en un compacto. En la seccién siguiente consideramos los
casos mas sencillos, en que el mapa de decision se busca lineal (sin capas ocultas) o
dado por una red pequena.

10.8. Aprendiendo mapas de decisién

La clasificacion de clusters se alcanza aprendiendo mapas de decision. En esta sec-
cion estudiaremos este tema.
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10.8.1. Mapas de decisién lineales. Consideremos dos clusters en R?,

G={(r1,m),--(enyn)} v G={(@1, ), (Tar,Uum)},

y asumamos que los clusters son linealmente separables, equivalentemente (ver el Ejer-
cicio 10.10.9), que hull(G) Nhull(G) = ). Estudiemos los casos de espacios de etiquetas
de dimensién uno y dos.

FEtiquetas unidimensionales. Asociamos dos etiquetas, a y & a cada uno de los
clusters G y G respectivamente. Como los clusters son linealmente separables resulta
razonable buscar una funcién lineal f: R?2 — R que lleve el cluster G a un entorno de o
y el cluster G a un entorno de @&. Esperamos también que el punto medio, 232 separe

los conjuntos f(G) v f(G). i

Luego, buscamos f de la forma

f(@,y) = fws(,y) = wiz + way + b,

Es decir, f es la funcién de entrada-salida de una red neuronal feedforward con salida
unidimensional sin capas ocultas. Los parametros w = (wy,ws) y b tienen que ser
elegidos de forma tal que las imagenes de los clusters f(G) y f(G) estén localizados en
un entorno de v y @ respectivamente. Para lograr eso, se toma

(w,b) = argmin F(w, b),

donde F' es la funcién de costo cuadratico dada por

1< . al e
52 fwb T, Ys) +§Zl bexjuy] — Q)

1 ]_V " 1 M

52 wiT; + woy; + b — 04)2 + 5 jzl(wlllfj + way; + b— d)Q.

El minimo del costo F', se alcanza cuando VF' = (. Calculemos entonces el gradiente
VF = (0, F, 0w, F,0,F). Este calculo se realiza con una aplicacion inmediata de la
regla de la cadena:

N M N M
Ouw F' = wy <Zl‘f+2f§> + wy Z%%‘szﬂ?j)
SR o
b<zmz+2‘f]>_&le_@ziﬁ
i=1 j=1 i=1

j=1
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N M N M
Ouwn I = (Z xiYi + Z%‘?Jj) T we (Z vi + Zy12>
i=1 =1 i=1 j=
N ]vjr N M ~
+b (Z% +Z§j> —OcZyi —@Z%
i=1 j=1 i=1 Jj=1
N M N M
OF = w, (Zx +Z:ﬁj> +w; (Zy + Z%)
i=1 j=1 i=1 Jj=1

+ (N + M)b— Na— Ma.

En base a estos calculos, obtener VF' = 0 es un problema de algebra lineal. Escribamos
las matrices involucradas.

A Z%?Q/i > ) >3 ij?gj DT
(10.8.1) A= Yxy v >ul, A= |22y U0 U

>ri >y N 2T Yy M
Estas matrices A y A contienen la informacion de los clusters G y G respectivamente.
Sus entradas son los primeros y segundos momentos de las variables x e y de los datos
y su correlacion. Consideremos ahora los vectores

in ij

520[ Zyz 3 ﬂ:d Zgj )
N M

que dependen de las etiquetas y de los primeros momentos de los datos. Luego, la
ecuacion VF' = 0 se escribe como

(A+A)X = p+5,

donde X = (wy, ws, b)T._La matriz A+ A es la matriz de Gram de los puntos extendidos
(z,y,1) (es decir, A+ A = ®T®, donde las filas de ® son los (z;,y;,1) y los (Z;,7;,1))
y es inversible si y so6lo si los N 4+ M puntos no son colineales; en ese caso la soluciéon
es tnica.

La resolucién de esta ecuaciéon se puede realizar por varios métodos como los que
estudiaron en Algebra Lineal Computacional o en Elementos de Célculo Numérico (ver
también el Apéndice G de [3]).

Las etiquetas a y & consideradas pueden tomarse, por simplicidad, como o =1y
a = 0.

OBSERVACION 10.8.1. El ajuste por minimos cuadrados a las etiquetas no garantiza
clasificar bien, aun cuando los clusters sean linealmente separables. Por ejemplo, en R
tomemos G = {—1,-0,9} con etiqueta a = 1 y G formado por el punto 0,1 y 40
puntos equiespaciados en [5,50], con etiqueta & = 0. Los clusters son separables (por
x = —0,4, por ejemplo), pero el ajuste por minimos cuadrados da, numéricamente,
f(z) =~ 0,192 — 0,0057 z, de modo que f(G) ~ 0,197 < 1 y la regla “f > 1 = §”
clasifica mal los dos puntos de G: los puntos lejanos de G “tiran” de la recta. Con mas de
dos clusters y etiquetas escalares el problema se agrava, pues las etiquetas imponen un
orden entre las clases; por eso se usan etiquetas one-hot y la funcion softmax. Para datos

linealmente separables, el algoritmo del perceptron encuentra un hiperplano separador
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en un ntmero finito de pasos (teorema de convergencia de Novikoff, que no demostramos
aqui), y la regresion logistica con entropia cruzada es la alternativa habitual.

Etiquetas bidimensionales. Vamos a realizar ahora una clasificacion de los clusters
G v G usando etiquetas bidimensionales, tales como vectores o distintos puntos del
plano. Asumamos que la etiqueta del cluster G es el punto a = (ay, as2) y la etiqueta de
G es el punto a = (ay, a,).

Como estamos suponiendo que los clusters son linealmente separables, buscamos
una funcién f: R? — R? lineal que mande G en un entorno de a y G en un entorno
de a. Esta funcion lineal f = (f!, f?) se construye como la funciéon de entrada-salida
de una red neuronal feedforward con una salida de dimension 2 sin capas ocultas. Esto
significa que f es de la forma

@ y) = fap(@,y) = winz + way + b
FA(x,y) = fivp(@,y) = wiot + wasy + ba.

Los pesos w;; y los sesgos b; tienen que ser ajustados de manera tal que los conjuntos
imagen f(G) v f(G) estén lo mas proximos posibles a sus etiquetas a y a respectiva-
mente. Este objetivo se consigue tomando

(W,b) = argmin G(W, b),

donde G es la suma de los cuadrados de las distancias a las etiquetas, i.e.

N
1
GW.0) = 5D I fwalwiw) — al* + Zufwwﬁy] a|l”
=1

—_

= IS [ ) — )+ () — o))

[\

+ % Z [(F1(@5,55) — an)* + (f*(35,75) — @2)°]

= G1(wy1, war, by) + Ga(wia, waz, ba),

donde
| N | M
G1(wir, w1, b1) = B Z(wn% + wary; + by — Cl1)2 + 3 Z(wnfj + w1 Y; + by — dl)Q
i=1 j=1
1 & 1 &
Ga(wi2, waa, be) = B Z(wlﬂi + waoy; + by — 0l2)2 + 3 Z(wmfj + waey; + by — 52)2
i=1 j=1

Observemos que ahora tenemos
VGW,b) = (VG (w1, w2, b1), VGo(wia, waa, by)) € R®

y el sistema VG = 0 se desacopla en VG| = 0y VG, = 0 donde cada una de esas
ecuaciones estd en R®. Estas ecuaciones en R? son las mismas que teniamos en la seccion
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anterior, por lo que las mismas se escriben como
(A+A)X; =B+ b
(A+ A) X,y = B+ Bs,
donde A y A vienen dadas por (10.8.1), X} = (wyg, wor, bp) T, k=1,2'y

> Ti . > T
Bk:ak Zyl ) Bk:ak Zg] ) k:172
N M

Estas ecuaciones se resuelven de la misma manera que en la seccién previa.

El uso de la funcion de activacion softmax. En la mayoria de los problemas de
clasificacion, se utiliza una capa adicional que implementa la funcion softmax. Esta
funcion se define como

1
D €M
El objetivo de aplicar esta funcion es el de normalizar las salidas de la red para entregar
un valor en (0, 1) para cada coordenada, con suma 1, de modo que se interprete como
una distribucion de probabilidad sobre las clases (la probabilidad de que la entrada

pertenezca a la clase i, cuyo vector one-hot es e;). Utilicemos esto para el ejemplo de
la seccion previa tomando como vectores a=e; = (1,0) ya=e, = (0,1).

softmax: R™ — R™,  softmax(x) = (", ...,e"™).

La salida de la nueva red seré entonces z = (21, 29), donde z = softmax(f), es decir
ef!

ST
Como z; > 0y 23 + 22 = 1 sigue que z pertenece al segmento abierto que une los
puntos a y a, con la imagen de G méas proxima a a y la imagen de G méas proxima a a.
Observemos que las salidas del softmax nunca alcanzan los vértices e; (las coordenadas
son siempre estrictamente positivas), por lo que con el costo cuadratico el error nunca
se anula; por eso, al usar softmax se entrena con la entropia cruzada —)_.(e.);In z;,
para la cual el gradiente respecto de las sefiales s(*) de la tltima capa es z — e, (ver el
Capitulo 6).

Asumamos que el punto de separacion de los clusters es el punto medio del segmento,
(%, %) Luego, dado un punto (z,y) € R? para decidir a qué cluster pertenece corremos
el punto a través de la red neuronal (ver Figura 10.5) y si la salida pertenece a la parte
superior del segmento [a, a], entonces el punto pertenece al cluster G. Caso contrario,
el punto pertenece al cluster G.

i=1,2.

Zi

Este test se puede realizar, por ejemplo, usando la coordenada z;, se tiene

w Siz > %, entonces (z,y) € G;
s Siz < %, entonces (z,y) € G.

El uso de softmax sirve también para problemas de clasificaciéon que involucran mas
de 2 clusters. Por ejemplo, en el caso de 3 clusters, G1, Go y G3, se asocian las etiquetas
a; = (1,0,0), a, = (0,1,0) y a3 = (0,0,1) que forman un tridngulo equilatero en R3
(el simplex de dimension 2). Ver Figura 10.6. En este caso, el punto de separacion se
cambia por un sistema de curvas de separacion. Ver Figura 10.7.
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1

softmax
by
1
w11 e Q—) e-f
wia el +e

w21 2
ef
w22 €f1 + €f2

FiGUurA 10.5. Red neuronal con una capa extra implementando la fun-
cion softmax.

z3

z2

F1GURA 10.6. Los clusters Gy, G, G3 separables linealmente son mapea-
dos en los vértices de una region triangular.

Para decidir a qué region de decision pertenece un punto determinado, se calcula
la salida z = softmax(f(x)) € R? y se elige la coordenada mayor: x se asigna a G; si
z; = méxy 2 (equivalentemente, si fi(x) = max, f¥(x)). Las regiones de decision son
las tres regiones del triangulo que se ven en la Figura 10.7.

10.8.2. Mapas de decisiéon no lineales. Como en el inicio de la seccidén ante-
rior, consideremos dos clusters en R?,

G = {(xlvyl)a"'7(xN7yN)} y g = {(jbgl)?"'v(j]\/f?gM)}?

y asumamos que hull(G)Nhull(G) # 0 (por ejemplo, el problema XOR: G = {(0,0), (1,1)}
y G ={(0,1),(1,0)}, cuyas capsulas convexas se cortan en (3, 3)).

Asociamos a cada cluster dos nimeros reales a y a respectivamente. Como los
clusters no son linealmente separables, buscamos una funcién no lineal f: R? — R que

mapee el cluster G a un entorno de o y al cluster G a un entorno de .
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F e —————

FiGuRrA 10.7. Las lineas punteadas separan al triAngulo en tres regiones
de decision.

La neurona sigmoide. El caso mas simple de una funcion no lineal es producido por
una neurona sigmoide, con funcion de entrada-salida dada por

f($7 y) = fw,b(xay) = O'(’LUl.I' + woy + b>7

donde o(x) es la funcion logistica, o(z) = (1 + e *)~! (ver Figura 10.8). Asumamos

que las etiquetas se eligen de forma tal que a = 0y a = 1, luego el cluster G se debe
mapear cerca de 0 y el cluster G cerca de 1.

Observemos que el borde de decision {o(wiz+way+b) = 3} = {wiz+wy+b =0}
sigue siendo una recta. Por lo tanto, una neurona sigmoide no puede clasificar clusters
cuyas capsulas convexas se intersecan (como en XOR); para eso hace falta una capa
oculta, que veremos mas abajo. La ventaja de la neurona sigmoide frente al mapa
lineal es que satura: los puntos lejanos a la frontera no distorsionan el ajuste como en
la Observacion anterior. Lo que sigue vale entonces para clusters linealmente separables.

A

A

F1GURA 10.8. La funcion logistica o(x).

Para que este mapa localice lo mejor posible, necesitamos minimizar la funcién de
costo

F(w,b) =

N | —

o (w1m; + way; + b)* +
i=1

N | —

M
Z(O’(wlfj + wggjj + b) — 1)2
7j=1
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Usando la propiedad de la funcién logistica, o' = 0(1 — o), obtenemos

awlF E €T;o |w1xl+w2yl+b E .I'] |w1x]+w2y]+b
M
8w2F § Yo |wlxl+w2yz+b § :yj 1 - 0> |w1x]+w2y]+b
7j=1
M
= (1 - o) - (1—-0)?
— o 0 ) lwizi+way; +b o o w1T;+way;+b+
i=1 j=1

Este es un sistema no lineal y no se tiene una forma cerrada para la solucion del
mismo. La forma de encontrar el minimo entonces es aplicando el método de descenso
de gradiente. La sucesion aproximante es dada de forma iterativa por

U)YH_I) — ’I,U(n) . anlF( (n) én)’ b(n))
wi Y = wi — n%F( ) wy”, b)
b = b — gy F (wy wé’”, b™),

donde 17 > 0 es la tasa de aprendizaje. Como valores iniciales se pueden tomar w§0) =

wéo) =0 =0 (para una tUnica neurona esto es razonable; en una capa oculta, en
cambio, la inicializacién idéntica de las neuronas no rompe la simetria, ver el Capitu-
lo 6). Notemos que, con el costo cuadratico, los factores o(1 — o) hacen que el gradiente
casi se anule cuando la neurona esta saturada y equivocada; con la entropia cruzada el

gradiente respecto de los parametros es (o — z) (x,y, 1) y no tiene ese problema.
Para mas de dos clusters se usan etiquetas one-hot y la funcién softmax, como en
la subseccion anterior.

Una red con una capa escondida. Asumamos que la funciéon no lineal f es el mapa
de entrada-salida de una red neuronal feedforward con tres capas, que tiene una salida
unidimensional y una capa oculta. Las neuronas en la capa oculta poseen una funcion
de activacion no lineal. Entonces el mapa resulta

K

F(x,y) = fwan(@,y) = D Mo (wire + wary + by,

k=1
donde K es el nimero de neuronas en la capa oculta, w;; son los pesos de la entrada
en la capa oculta, b los sesgos de estas neuronas, y Ax son los pesos de la capa oculta
hacia la capa de salida, Ver la Figura 10.9. La funcion fyy ), depende de 4K parametros
(2K pesos w;;, K sesgos by, y K pesos ).

Los parametros deben ser ajustados de forma de minimizar la funcion de costo
| N | M

(10.8.2) G(W,b,\) = 9 Z(fw,,\,b(ﬂfi, Yi) — 04)2 + 9 Z(fw,,\,b(fja ?jj) - 07)2’

i=1 j=1
donde o y & son las etiquetas asociadas con G y G respectivamente.

_ Por el Teorema de Cybenko, como existe una funcion continua que vale « en G y @ en
G (los clusters son finitos y disjuntos) y una red con una capa oculta puede aproximarla
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Ak K
f(a,y) = 32—y Ak o(wike + wary + bi)

AK
w2

e

F1GURrA 10.9. Una red neuronal con una capa oculta y salida unidimensional.

uniformemente, el costo G puede hacerse tan pequeno como se quiera tomando K
suficientemente grande, aun cuando los clusters no sean linealmente separables. Es un
resultado de existencia: no se tiene una forma cerrada para el minimizante de G, que
es no convexa, por lo que se necesita aplicar un método de descenso de gradiente, que
puede quedar atrapado en minimos locales. Ver el Ejercicio 10.10.10.

En el caso de mas de dos clusters es conveniente el uso de vectores one-hot como
etiquetas. En este caso el espacio de etiquetas es R?, donde p es el niimero de clusters
que necesitan ser clasificados. Ver el Ejercicio 10.10.11.

10.9. Resumen

Durante el proceso de clasificacion de los clusters, las etiquetas deben asignarse con
precision a cada uno. Existen varios tipos de etiquetas que pueden utilizarse: nimeros,
vectores one-hot, puntos, etc. La funcion que asigna etiquetas a los clusters se denomina
mapa de decision, y puede ser aprendida por redes neuronales.

Dos clusters finitos son linealmente separables si y sélo si sus capsulas convexas son
disjuntas. En este caso, un perceptron puede clasificarlos (el algoritmo del perceptron
converge en un namero finito de pasos, por el teorema de Novikoff). El ajuste lineal
por minimos cuadrados a las etiquetas es sencillo de resolver, pero no garantiza una
buena clasificacion.

Si las capsulas convexas de dos clusters no son disjuntas, entonces no son linealmente
separables, y en este caso se requiere una red neuronal con al menos una capa oculta
de activacion no lineal para aprender la funcién de decision correspondiente.

El uso de la funcién de activacion softmax en la ultima capa de una red neuro-

nal produce vectores de probabilidad, que pertenecen al simplex abierto de dimensién
(n — 1) cuando hay n clusters; los vértices de ese simplex (los vectores one-hot) son



168 10. CLASIFICACION

las etiquetas ideales, pero nunca se alcanzan. Los resultados de este capitulo son de
existencia: no tratan la generalizacién a datos nuevos ni el margen entre clusters.

10.10. Ejercicios
EJERCICIO 10.10.1. Sea Q =1; =[0,1] ysea S = (1 x ;)N (Q x Q) C 2 x N el
conjunto de los pares con ambas coordenadas racionales.

(a) Demuestre que S es una relacion transitiva.
(b) ;Es S una relacion de equivalencia?

EJERCICIO 10.10.2. Demuestre que k puntos de R* son afinmente independientes
si y solo si existe un tnico hiperplano de dimension (k — 1) que los contiene.

EJERCICIO 10.10.3. Sean Py,..., P, k puntos afinmente independientes en R¥, y
sea H = S + p el anico hiperplano de dimension (k — 1) que los contiene. Demuestre
que el conjunto {P, — P, ..., P, — P, } forma un sistema de vectores independientes en

R¥ que genera S.

EJERCICIO 10.10.4. Considere dos niimeros reales distintos 1, x5 € R. Demuestre
que existe una tnica funcion afin f(z) = ax + b tal que f(x1) =1y f(z2) = 2.

EJErCICIO 10.10.5. Sea G un cluster en R".

(a) Demuestre que hull(G) es un conjunto convexo.
(b) Pruebe que hull(G) es el conjunto convexo mas pequeno en R™ que contiene a
g.

(c) Demuestre la Proposicion 10.5.3.

EJERcCICIO 10.10.6. Sea ®: R? — R? una funciéon afin no degenerada, es decir,
®(x) = Wx + b con det W # 0. Considere dos clusters linealmente separables en R?
G1 v Go. Demuestre que ®(G;) y ®(Gz) son linealmente separables. En otras palabras,
las funciones afines preservan la separabilidad lineal.

EJERCICIO 10.10.7. Sea G un cluster finito de puntos y denote por g su centro de
gravedad. Demuestre que g € hull(G).

EJERCICIO 10.10.8. Demuestre que si una familia de clusters & = {Gy,..., Gy} en
R"™ es convexamente separable, entonces es mutuamente convexamente separable, es
decir, cualquier par de clusters G; y G; son convexamente separables para todo i # j.
Muestre con el ejemplo de la Observacion de la Seccion 10.5 que la reciproca es falsa
si k> 3.

EJERCICIO 10.10.9. (a) Si Ay B son dos conjuntos convexos, compactos y
disjuntos, entonces existe un hiperplano que los separa estrictamente. (Mos-
trar que la hipotesis de compacidad no puede reemplazarse por cerrados: A =
{(z,y):x >0, y > 1/xz} y B = {(x,y): y < 0} son cerrados, convexos y
disjuntos, pero no estan separados estrictamente.)

(b) Si Gi y G2 son dos clusters tales que hull(G;) Nhull(G,) = 0, entonces Gy y Go
son linealmente separables.

EJERCICIO 10.10.10. (a) Encuentre el gradiente Vi, G, donde G esta dado
por (10.8.2).
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(b) Escriba la recursion del descenso de gradiente para la secuencia de aproxima-
ciones del minimo.

EJjeRrcic1O 10.10.11. Considere p clusters, Gi, ..., G,, de puntos en R?. Escriba la
funcion de costo que asocia el vector e; como etiqueta para el cluster G;, para todo

7=1,...,p.
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