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Introduccion

Estas notas intentan cubrir los contenidos del curso Introduccion al Modelado Con-
tinuo, que se dicta en la carrera de Licenciatura en Ciencia de Datos de la Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

En el contexto actual de la Ciencia de Datos, gran parte de la formacion pone el
énfasis en el analisis estadistico, el aprendizaje automatico y el manejo de grandes volu-
menes de informacién. Sin embargo, muchos de los fenémenos que se buscan modelar,
interpretar o predecir en estas disciplinas provienen de procesos subyacentes que se
describen naturalmente mediante modelos continuos: sistemas dinamicos, ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, y herramientas de analisis armoénico.

El modelado continuo proporciona un marco conceptual que permite formular hipo-
tesis explicitas sobre los mecanismos que gobiernan un sistema, entender la estructura
cualitativa de sus soluciones y analizar su comportamiento a largo plazo. Incluso cuan-
do los datos disponibles son discretos, ruidosos o finitos, estos modelos cumplen un rol
central como idealizaciones que orientan la interpretacion de los datos, la seleccion de
variables relevantes y el diseno de algoritmos de simulaciéon y prediccion.

Objetivo del curso

El objetivo del curso es que quien lo termine sea capaz de tomar un problema del
“mundo real”, decidir si conviene modelarlo mediante ecuaciones diferenciales ordinarias
o en derivadas parciales, construir ese modelo, analizarlo (con lapiz y papel y con la
computadora) y volver al problema original con respuestas concretas: jel sistema llega
a un equilibrio?, joscila?, jcuanto tarda?, jqué pasa si cambio un pardmetro?, ;qué
predice el modelo que los datos no muestran, y viceversa? En la parte de anélisis de
Fourier, el objetivo es que el lector cuente con la base necesaria para realizar un analisis
de senales o una descomposicion espectral de datos con criterio: saber qué se puede
leer en un espectro, qué no, y por qué.

Ese ciclo (plantear, analizar, volver al problema) organiza las notas. Cada una de
las tres partes comienza con uno o dos problemas conductores: un modelo concreto,
planteado con cierto detalle, junto con las preguntas que queremos responder sobre
él. A medida que se desarrolla la teoria volvemos sobre esos problemas en apartados
titulados Volvemos al problema, donde se enuncia qué informaciéon nueva podemos
dar con las herramientas recién introducidas. Las cuentas que llevan a esos resultados
quedan, en general, como series de ejercicios guiados en el capitulo de ejercicios de cada
parte, de modo que el lector las haga y no sélo las lea.

Los problemas conductores son los siguientes.

VII



VIII INTRODUCCION

» En la Parte [, la propagacion de una epidemia (el modelo SIR y sus extensiones)
y un circuito eléctrico con un elemento no lineal (el oscilador de van der Pol).
El primero es un sistema disipativo con un umbral; el segundo, un sistema que
oscila por si mismo. Entre los dos cubren casi todos los fenémenos que estudia
la dinamica no lineal en el plano.

= En la Parte II, el analisis de una senal real registrada en el tiempo: jqué fre-
cuencias contiene?, ;jcomo se separa el ruido?, jcuénta informaciéon se puede
descartar sin perder lo esencial?

= En la Parte III, dos problemas que se desarrollan sobre todo en el laboratorio:
la temperatura del suelo a distintas profundidades (difusion con un forzado
periodico en la superficie) y la cuerda vibrante de un instrumento (ondas, modos
normales y su espectro).

En estas notas, el modelado continuo no se presenta como un fin en si mismo, sino
como una herramienta complementaria dentro del ecosistema de la Ciencia de Datos. Se
busca tender un puente entre la formulaciéon matematica clésica y su implementacion
computacional, resaltando el didlogo permanente entre teoria, simulaciéon numérica y
analisis de datos.

Prerrequisitos y alcance

El curso se ubica en el cuarto ano de la licenciatura y los prerrequisitos para cur-
sarlo incluyen una base solida de dlgebra lineal, cadlculo en una y varias variables, una
introduccién a las ecuaciones diferenciales ordinarias, una buena formacién en funda-
mentos de anélisis y, adicionalmente, una sélida experiencia en programacion. Si bien
no es estrictamente necesario, contar con una base en probabilidad resulta ttil para la
comprension de parte del material. Los conceptos de estadistica (ajuste de modelos a
datos, validacion) que aparecen en el laboratorio se usan en su forma maéas elemental:
minimos cuadrados como problema de optimizacién.

Algunas partes de estas notas siguen de cerca presentaciones ya clasicas, y corres-
ponde decirlo: la organizacion de la Parte I (modelos poblacionales, sistemas lineales,
Hartman—Grobman, Lyapunov, Poincaré-Bendixson y bifurcaciones) debe mucho al li-
bro de Lynch [27], y el ejercicio de las placas conductoras de la Parte II esta adaptado
del libro de Griffiths [17]. Las figuras se generan con los notebooks del repositorio de
la materia, salvo los esquemas indicados, y los datos que se usan tienen la fuente y la
licencia indicadas alli.

El programa del curso esta dividido en tres partes fundamentales:

s Dindmica no lineal.
s Andlisis de Fourier.
= Ecuaciones en derivadas parciales.

Cada uno de estos temas merece, por si solo, un curso completo. En consecuencia,
en este curso se presenta Unicamente una introduccion a los conceptos fundamentales
de cada uno de estos topicos, haciendo especial énfasis en las aplicaciones a problemas
concretos y sin profundizar en demostraciones ni en detalles teéricos més avanzados.
Algunas demostraciones se incluyen completas para el lector interesado, pero no forman



PRERREQUISITOS Y ALCANCE IX

parte de lo que se dicta en clase; en una primera lectura pueden omitirse sin perder el
hilo.

Dos aclaraciones sobre el alcance. La transformada de Laplace, que figura entre
los contenidos minimos de la materia, no se trata en estas notas ni en el curso: el
tiempo disponible no lo permite y su lugar lo ocupa, con mas provecho para el analisis
de datos, la transformada de Fourier discreta y la FFT. Por otro lado, los métodos
numéricos (métodos de Runge-Kutta para ecuaciones ordinarias, diferencias finitas
para ecuaciones en derivadas parciales, aspectos numéricos de la FFT) se desarrollan
en las clases de laboratorio y en los notebooks que acompanan estas notas, y aparecen
en el texto s6lo cuando la teoria los necesita.

Si bien estas notas reflejan principalmente los aspectos teoéricos y los ejercicios de
“lapiz y papel”, el curso incluye ademés una fuerte componente de laboratorio (apro-
ximadamente el 50 % del tiempo). Se incluyen aqui las guias de laboratorio, pensadas
para ser resueltas en Python con las bibliotecas habituales (numpy, scipy, matplotlib).
Las guias de laboratorio no son una lista de ejercicios de programacion: en cada una,
la parte importante es la interpretacion de lo que se obtiene, y asi estan formuladas.

A continuacién se presenta una lista de los temas cubiertos en cada una de las tres
partes del curso, junto con bibliografia recomendada.

Dinamica no lineal. A grandes rasgos, los temas vistos son

1. Modelos basados en EDOs: poblaciones, epidemias, sistemas mecanicos y eléc-
tricos.

Flujos y diagramas de fase.

El Teorema de Hartman-Grobman.

Funciones de Lyapunov.

Dinamica global en el plano: el Teorema de Poincaré—Bendixson.

6. Estabilidad estructural e introduccion a bifurcaciones.

AN

Algunas referencias sobre estos temas se encuentran en |2, 27, 37, 39|, por ejemplo.
Los preliminares sobre este tema se pueden encontrar en [42].

Analisis de Fourier. En esta secciéon los temas que estudiaremos son

1. Series de Fourier, Forma real y compleja. Desigualdad de Bessel, identidad de
Parseval. Teoremas de convergencia.

2. Transformada de Fourier. Formula de inversion.

3. Transformada de Fourier discreta.

4. Transformada rapida de Fourier (FFT). Aplicaciones al analisis de senales.

Las referencias que utilizaremos son [8, 23, 33|. En los textos [10, 35, 38| también
se encuentra un desarrollo teérico de varios de los temas mencionados.

Ecuaciones en derivadas parciales. En esta seccién veremos los modelos més
usados basados en ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Los mismos incluyen el
estudio de

1. Ecuacién del calor.
2. Ecuacion de Laplace/Poisson.
3. Ecuacion de ondas.
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La bibliografia que usaremos en este tema es [10, 12, 35, 38|.

Finalmente, estas notas no pretenden ser un texto exhaustivo ni una referencia com-
pleta sobre ninguno de los temas tratados. Su objetivo es ofrecer un primer contacto
sistematico con el modelado continuo, poniendo el acento en las ideas, los métodos y las
preguntas que aparecen de manera recurrente al modelar fenémenos reales. Se espera
que el lector complemente este material con la bibliografia indicada, con la experi-
mentaciéon computacional y, sobre todo, con una actitud activa frente a los modelos:
cuestionando sus hipotesis, explorando sus alcances y entendiendo sus limitaciones. En
este sentido, el curso busca sentar bases conceptuales que resulten tutiles méas alla de los
ejemplos concretos estudiados, y que acompanen al estudiante en su formacién como
cientifico de datos.



Parte 1

Dinamica no lineal






Capitulo 1

Introduccion

En esta parte del curso introducimos el estudio de dindmica no lineal, un conjunto
de ideas y herramientas fundamentales para comprender la evolucion temporal de sis-
temas complejos. Desde la perspectiva de la Ciencia de Datos, el interés en este tipo
de modelos no radica tanto en la posibilidad de obtener soluciones explicitas, sino en
la capacidad de describir, analizar e interpretar comportamientos emergentes a partir
de reglas de evolucion relativamente simples.

En numerosos problemas relevantes para la Ciencia de Datos, la variable de interés
evoluciona en el tiempo de manera dependiente de su propio estado. Esto ocurre, por
ejemplo, cuando existen mecanismos de realimentacion, interacciones entre componen-
tes del sistema, restricciones de recursos o efectos de saturaciéon. En estos contextos,
las ecuaciones diferenciales resultantes son tipicamente no lineales y exhiben dinamicas
que no pueden entenderse como una simple superposiciéon de efectos independientes.

Una caracteristica central de la dinamica no lineal es que pequenas modificaciones
en el estado inicial o en los parametros del modelo pueden producir cambios cualitativos
en la evolucion del sistema. Por esta razon, el anélisis se centra en identificar patrones
globales de comportamiento: estados estacionarios, estabilidad, regimenes transitorios,
oscilaciones y respuestas ante perturbaciones. Este tipo de anélisis es particularmente
relevante en Ciencia de Datos, donde a menudo se trabaja con modelos aproximados,
datos ruidosos y escenarios en los que la predicciéon puntual es menos importante que
la comprension estructural del sistema.

1.1. Del problema al modelo: ;cuando alcanza una EDO?

Antes de escribir una ecuacion conviene decidir qué tipo de modelo pide el problema.
Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) describe la evolucion de unas
pocas cantidades que dependen solo del tiempo. Es la elecciéon natural cuando

» el estado del sistema se resume en un nimero finito de variables (una pobla-
cion, tres compartimentos de una epidemia, la posicion y la velocidad de una
particula, la corriente en un circuito);

» las variables estan bien mezcladas: no importa donde esta cada individuo o cada
carga, solo cuantos hay. Si la distribucion espacial importa (un contaminante
que se difunde, una onda que se propaga, una epidemia que avanza geogréfi-
camente), la variable de estado es una funcion del espacio y del tiempo, y el
modelo natural es una ecuaciéon en derivadas parciales, que estudiaremos en la
Parte III;

» las fluctuaciones aleatorias son pequenas frente a los valores medios. Cuando las
poblaciones son muy chicas, o el ruido domina, un modelo determinista puede

3



4 1. INTRODUCCION

ser una mala idealizacion, y hay que recurrir a modelos estocasticos, que quedan
fuera de este curso.

Aun cuando una EDO sea el modelo correcto, casi nunca se la puede resolver ex-
plicitamente. Por eso el énfasis de esta parte esta en el analisis cualitativo: entender
el comportamiento de las soluciones sin calcularlas, y complementar ese anélisis con
simulaciones numeéricas.

A lo largo de esta parte del curso, utilizaremos modelos sencillos para introducir
las ideas bésicas de la dindmica no lineal. Estos modelos no deben interpretarse como
descripciones exhaustivas de fenémenos reales, sino como herramientas conceptuales
que permiten desarrollar intuicién, visualizar comportamientos y aprender a extraer
informacion cualitativa a partir de ecuaciones de evoluciéon. Dos de ellos nos van a
acompanar en todo el recorrido y los presentamos ahora.

1.2. Primer problema conductor: una epidemia

Supongamos que en una poblacién cerrada de N individuos aparece una enfermedad
contagiosa. Queremos responder preguntas como las siguientes:

1. ;Se propaga la enfermedad, o se extingue sola? ;De qué depende?
2. Si se propaga, jcuando se alcanza el pico de contagios y qué fraccion de la
poblacién lo atraviesa?

. ., Cuanta gente queda sin contagiarse al final?

4. ;Qué efecto tienen las medidas (vacunacion, aislamiento) sobre las respuestas
anteriores?

5. Dada una curva de casos observados, jpodemos estimar los parametros del
modelo y usarlo para predecir?

w

El modelo més simple que permite abordar estas preguntas fue propuesto por Ker-
mack y McKendrick en 1927 [24]. Se divide a la poblacién en tres compartimentos:
susceptibles S(t) (pueden contagiarse), infectados 1(t) (tienen la enfermedad y la trans-
miten) y removidos R(t) (ya no la transmiten, porque se recuperaron con inmunidad
o porque fallecieron). Las hipotesis son:

= la poblacién estd bien mezclada y es constante: S + I + R = N; se ignoran
nacimientos, muertes por otras causas y migraciones;

= el nimero de contagios por unidad de tiempo es proporcional al ntimero de
encuentros entre susceptibles e infectados, que a su vez es proporcional a SI/N;

= Jos infectados dejan de serlo a una tasa constante 7: el tiempo medio de infeccion

es 1/7.

Con estas hipotesis,

. ST . ST .
1.2.1 S=-0— I =p3——~I R=~I
(1.2.1) b~ b~ — L V1,

donde > 0 es la tasa de contagio: el nimero medio de contactos efectivos que tiene un
infectado por unidad de tiempo. Si trabajamos con las fracciones s = S/N, i = I /N,
r = R/N, que verifican s + i + r = 1, el sistema queda

(1.2.2) § = —PBsi, i = Bsi — i, = 7i.
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Como r = 1 — s — i, la dindmica queda determinada por las dos primeras ecuaciones:
es un sistema en el plano (s, ).

Ya en el modelo aparece la cantidad que va a organizar todas las respuestas. El
cociente

es el nimero de contagios que produce un infectado, durante su periodo de infeccion,
en una poblaciéon enteramente susceptible. Se lo llama numero reproductivo bdsico.
Veremos que la pregunta 1 se responde comparando Ry con 1, y que las preguntas 2 y
3 tienen respuestas explicitas en términos de Ry.

La pregunta 5 requiere datos. Usaremos a lo largo de la parte una epidemia pequena
y muy bien documentada: en enero de 1978 la gripe recorrié6 un internado inglés de
763 alumnos en dos semanas, y la enfermeria registré cada dia cuantos estaban en
cama [1] (Figura 1.1). El sistema es cerrado, la poblacion es conocida y nadie tuvo
que estimar cuantos casos quedaron sin registrar: por eso es el ejemplo clasico para
poner a prueba el modelo més simple. Los datos estan en el repositorio de la materia
(datos/gripe_internado_1978.csv).

300 { N=763 alumnos —e— alumnos en cama

a
N N
o (O]
o o

alumnos en cam
(=1
u
o

123456 7 8 91011121314
dia (1 = 22 de enero de 1978)

FIGURA 1.1. Alumnos en cama por dia durante la epidemia de gripe en
un internado inglés de 763 alumnos, del 22 de enero al 4 de febrero de
1978 [1]. Es el dato que se ajusta en el laboratorio de la Parte I.

1.3. Segundo problema conductor: un circuito que oscila solo

El segundo problema viene de la electronica. Consideremos un circuito en serie con
una inductancia L, un capacitor de capacidad C'y un elemento resistivo. Si z(¢) es la
corriente que circula y v (t) el voltaje en el capacitor, las leyes de Kirchhoff dan

Li + vgr(x) +ve =0, Coc =,

donde vg(z) es la caida de voltaje en el elemento resistivo. Para una resistencia comun,
vgr(z) = Rx (ley de Ohm) y el circuito es el oscilador armonico amortiguado que
veremos en el Capitulo 3: cualquier oscilacién se apaga.
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Lo interesante aparece cuando el elemento resistivo tiene una caracteristica no lineal
del tipo
vr(r) = —ax + ba?, a,b>0.

Para corrientes pequenas la “resistencia’ es negativa: el elemento entrega energia al
circuito en lugar de disiparla (asi se comportan, en cierto rango, las valvulas de vacio
con las que van der Pol trabajaba en la década de 1920, y los diodos tunel). Para
corrientes grandes vuelve a disipar. Derivando la primera ecuacion y usando la segunda,

1 b 1
Li+vp(e)i+ zo =0 = 'x'+3f(x2—%)x'+mx=0.

Midiendo la corriente en unidades de /a/3b y el tiempo en unidades de vV LC (la

inversa de la frecuencia angular natural del circuito; el periodo natural es 2mv/ LC), la
ecuacion queda con un unico parametro:

(1.3.1) 4+ Mz - 1Di+x=0, )\:a\/%>0.

Es la ecuacion de van der Pol [40]. El parametro A mide cuan fuerte es la no linealidad
frente a la oscilaciéon natural del circuito. También consideraremos, como caso mate-
méatico, la ecuacion con A < 0: el término A\(z? — 1)& disipa energia s6lo si |z| < 1y la
inyecta si |z| > 1 (corresponderia a un elemento con vg(x) = ax — bz, a,b > 0). Con
el cambio t — —t se transforma en la ecuacion con parametro —\ > 0.

Las preguntas que queremos responder son:

1. Si el circuito esta en reposo (x = & = 0) y lo perturbamos apenas, jvuelve al
reposo o se “enciende”?

2. Si se enciende, jla corriente crece sin limite o se estabiliza en una oscilacién de
amplitud y frecuencia definidas? ;Dependen esa amplitud y esa frecuencia del
estado inicial?

3. {Qué pasa cuando A cruza el valor 07 ;Y cuando A es grande?

4. Si medimos la corriente en un circuito real, ;podemos determinar \ y comprobar
que el modelo predice bien la forma de onda?

Este problema es, en cierto sentido, el opuesto de la epidemia: alli todo tiende a un
estado de reposo; acé el sistema se aleja del reposo y termina oscilando por su cuenta.
Entre los dos aparecen casi todos los conceptos de esta parte: equilibrios y su estabili-
dad, umbrales, ciclos limite y bifurcaciones. La Figura 1.2 muestra, en una simulacion,
la forma de onda que se pretende explicar.

1.4. Organizaciéon de esta parte

El Capitulo 2 presenta varios modelos de poblaciones (incluido el SIR) y los analiza
con las herramientas méas elementales: signos de las derivadas, cantidades conservadas
y simulaciones. El Capitulo 3 hace lo mismo con modelos mecanicos y eléctricos, y
muestra como reducir toda ecuacion de segundo orden a un sistema de primer orden. En
el Capitulo 4 se introduce el lenguaje general (flujo, érbitas, equilibrios, estabilidad).
Los Capitulos 5 y 6 dan las dos herramientas centrales para decidir la estabilidad
de un equilibrio: la linealizacion (Teorema de Hartman—Grobman) y las funciones de
Lyapunov. El Capitulo 7 estudia el comportamiento global en el plano (Teorema de
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F1GURA 1.2. Corriente en el circuito de van der Pol (simulacion) a partir
de una perturbacién pequena del reposo. Arriba, A = 0,1: la corriente
crece lentamente y se estabiliza en una oscilacion casi sinusoidal de am-
plitud ~ 2 y periodo =~ 27. Abajo, A = 5: el circuito se enciende de
inmediato y oscila con forma de relajacion, con periodo mucho mayor
que el natural. En el laboratorio se trabaja con un registro de este tipo,
con ruido.

Poincaré-Bendixson) y el Capitulo 8 qué pasa cuando se varian los parametros. En
cada uno de estos capitulos volvemos sobre la epidemia y sobre el circuito.

El énfasis estara puesto en el uso de simulaciones, en la interpretacion geométrica de
las trayectorias en el espacio de estados y en el anélisis del rol que juegan los pardmetros
del modelo. Estas ideas constituyen un puente natural entre el modelado continuo, el
analisis matematico y las técnicas computacionales que son centrales en la formacion
en Ciencia de Datos.






Capitulo 2
Modelos poblacionales

Consideramos una poblacién cuya evolucion temporal se describe mediante una
funcion P(t), que representa la cantidad de individuos en el instante ¢. Dependiendo del
contexto, P(t) puede interpretarse como el ntimero total de individuos de la poblacién
o como una densidad promedio de individuos en una region dada.

La variable temporal ¢ suele medirse en unidades como meses o anos, aunque la
eleccion de la escala temporal depende del fendémeno que se desea modelar.

Un concepto central en los modelos poblacionales es el de tasa de crecimiento,
definida como _
a(t) = @
P(t)
Esta cantidad mide la variacion relativa de la poblacién por unidad de tiempo, es decir,
el crecimiento (o decrecimiento) instantaneo de la poblacion en proporcién a su tamano
en el instante t.

En este capitulo analizamos los modelos con las herramientas més elementales de
las que disponemos: el signo de las derivadas, las cantidades que se conservan y la
simulaciéon numérica. Con ellas se llega bastante lejos. Lo que no se pueda decidir con
estas herramientas quedara planteado como pregunta; cuando desarrollemos més la
teoria podremos dar mas detalles.

2.1. Primeros modelos

Suponemos en primer lugar que estamos modelando una tnica poblacién. En este
caso, la evolucion temporal de la poblacion queda completamente determinada por el
comportamiento de su tasa de crecimiento.

El modelo méas simple que se puede proponer es el llamado modelo malthusiano,
en el cual se asume que la tasa de crecimiento « es constante. En este contexto, «
representa el balance entre nacimientos y muertes por unidad de tiempo.

Bajo esta hipotesis, la dinamica de la poblacion esta dada por la ecuacion diferencial

P =aP.
Esta ecuacion se resuelve explicitamente y su solucion es
P(t) = Py,
donde P, denota la poblacion en el instante inicial ¢ = t.

De acuerdo con este modelo, la poblacién crece exponencialmente si o > 0 y decrece
exponencialmente si a < 0. Este comportamiento muestra de manera evidente las limi-
taciones del modelo: no es razonable esperar que una poblaciéon crezca indefinidamente
a una tasa exponencial durante periodos prolongados de tiempo.

9
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Una primera correccion natural a este modelo conduce al llamado modelo logistico.
En este caso se asume que la poblacién habita una region con recursos limitados, lo
que impone una cota maxima al tamano poblacional. Esta cota se denomina capacidad
de carga y se denota por K.

La idea central del modelo logistico es que la tasa de crecimiento depende del tamano
actual de la poblacion: es positiva cuando P < K, se anula cuando P = K y se vuelve
negativa cuando P > K. La eleccion més simple que refleja este comportamiento es
una dependencia lineal de la forma

a(P):a(1—§),

la cual se muestra esquematicamente en la Figura 2.1. Esta eleccién conduce a la

— a=—qa(l— P/K)

FIGURA 2.1. Tasa logistica a(P) = a (1 — £) como funcién de la po-
blacién P.

ecuacion logistica

. P
P=al1-2=)P
(1-x)

cuyo comportamiento contrasta fuertemente con el del modelo malthusiano, como se
ilustra en la Figura 2.2.

-= P=aP /
—— P —aP1-P/K) /

P

FIGURA 2.2. Comparacion entre el modelo malthusiano y el modelo logistico.
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Un paso fundamental en el analisis de modelos matemaéticos es el proceso de adi-
mensionalizacion. Aun cuando el modelo logistico es lo suficientemente simple como
para analizarse directamente en términos de los parametros a y K, resulta convenien-
te reducir el ntiimero de parametros del sistema con el fin de simplificar su estudio y
resaltar los mecanismos esenciales de la dinamica.

En este caso, en lugar de trabajar con la funcion P(t), que representa el nimero
absoluto de individuos, introducimos la variable adimensional

que mide la proporcion de individuos con respecto a la capacidad de carga de la region.
Expresado en términos de la variable p, el modelo logistico adopta la forma

p = a(l - p)pa
en la cual ha desaparecido explicitamente el parametro K. Si ademas medimos el
tiempo en unidades de 1/a (es decir, 7 = at), desaparece también a: el modelo logistico
no tiene, en realidad, ningin parametro esencial. Todos los modelos logisticos son el
mismo, salvo un cambio de escala en la poblaciéon y en el tiempo.

La recta de fase. La ecuacion logistica se puede resolver explicitamente (ver los
ejercicios de laboratorio), pero lo que nos interesa ahora es un método que funcione
aunque no sepamos resolver. Para una ecuacion escalar p = f(p) alcanza con mirar el
signo de f. Los ceros de f son los equilibrios: si p(0) = p* con f(p*) = 0, la soluciéon
es constante. Entre dos ceros consecutivos f tiene signo constante, de modo que la
solucion es monotona: crece si f > 0y decrece si f < 0. Como las soluciones no pueden
cruzarse (por la unicidad de soluciones, que se repasa en el Capitulo 4), una soluciéon
que empieza entre dos equilibrios queda atrapada entre ellos para siempre y converge,
monotonamente, al equilibrio hacia el que apunta el signo de f.

Toda esta informacion se resume en la recta de fase: se dibuja la recta real, se
marcan los equilibrios y, en cada intervalo, una flecha en la direcciéon en que se mueve
p. Para la logistica, f(p) = a(1 — p)p se anula en p = 0y p = 1; es negativa para
p < 0 (sin sentido biologico), positiva en (0,1) y negativa para p > 1. Luego, toda
solucion con 0 < p(0) < 1 crece hacia 1, y toda solucién con p(0) > 1 decrece hacia 1:
el equilibrio p = 1 (la capacidad de carga) atrae a todas las soluciones con dato inicial
positivo, y el equilibrio p = 0 las repele. Esto es exactamente lo que se observa en la
Figura 2.4; la recta de fase correspondiente esté en la Figura 2.3.

La recta de fase resuelve por completo cualquier ecuacién escalar autéonoma: el
comportamiento a largo plazo de toda solucion es converger a un equilibrio, o escapar
a infinito. En particular, en dimensién uno no puede haber oscilaciones. Para verlas
hay que pasar a sistemas de dos ecuaciones, que es lo que hacemos a continuacion.

2.2. Lotka—Volterra: primer modelo

Consideramos ahora un sistema formado por dos poblaciones, que denotamos por
H y P. La variable H(t) representa una poblacién de herbivoros, mientras que P(t)
describe una poblacion de predadores. Denotamos por ay v ap las tasas de crecimiento
de las poblaciones de herbivoros y predadores, respectivamente.
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FIGURA 2.3. Recta de fase de la logistica p = (1 — p)p: el equilibrio
p = 0 es inestable (vacio) y p = 1 es estable (lleno); las flechas indican
el sentido del movimiento en cada intervalo. Debajo, el grafico de f(p).
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FIGURA 2.4. Solucién de la ecuacion logistica para diferentes condiciones iniciales.

Las hipotesis bésicas del modelo son las siguientes:

= En ausencia de predadores, la poblacién de herbivoros crece a tasa constante;
sin embargo, su tasa de crecimiento disminuye mondétonamente a medida que
aumenta la poblacion de predadores.

= En ausencia de herbivoros, la poblacion de predadores decae a tasa constante;
en cambio, su tasa de crecimiento aumenta monétonamente con el tamano de
la poblaciéon de herbivoros.

La eleccion més simple que refleja estas hipotesis conduce a las expresiones
ag =b— sP, ap=—d-+es H.
Los parametros del modelo admiten la siguiente interpretacion:

» b es la tasa latente de nacimientos de los herbivoros (birth rate);
» d es la tasa latente de mortalidad de los predadores (death rate);
» s mide la eficiencia con la cual los predadores encuentran presas (searching

efficiency);
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= ¢ es la eficiencia con la cual el consumo de presas se traduce en nuevos preda-
dores.

Bajo estas hipoétesis, el modelo de Lotka—Volterra adopta la forma
H =bH — sPH,
P = —dP +es PH.

Este sistema depende de cuatro parametros, por lo que resulta conveniente adimen-
sionalizarlo con el fin de reducir el niimero de grados de libertad y facilitar su analisis
cualitativo.

En particular, introducimos las variables adimensionales

H P
B ;37 p:TS’ T:\/@t,

b
pP=Al 7
d
En términos de estas variables, el sistema se escribe como

h = ph(l _p)a
(2.2.1) 1

donde B/ = dh/dr y p' = dp/dr. En efecto, como sP = bp y esH = dh, se tiene
dh __ _es

o= de = \/Lbﬁ h(1 —p) = ph(1 — p), y la cuenta para p es analoga.
Observamos que, en su forma adimensional, el sistema depende de un tnico paré-
metro p, lo que simplifica notablemente el estudio de su dinamica.

y el parametro

2.2.1. Analisis del modelo: equilibrios y nulclinas. El anilogo de la recta
de fase para un sistema en el plano es el diagrama de fases: en cada punto (h,p) del
plano el sistema (2.2.1) define un vector (h',p’), y las soluciones son curvas tangentes
a ese campo de vectores. Empecemos por los puntos donde el campo se anula, los
equilibrios. Resolviendo h' = p’ = 0 obtenemos dos:

(h,p) =(0,0) 'y  (h,p)=(1,1).

El primero es la extincién de ambas especies; el segundo, la coexistencia.

Para orientarnos en el resto del plano usamos las nulclinas: las curvas donde una
de las dos derivadas se anula. La nulclina de h (donde h' = 0) esta formada por la
recta h = 0 y la recta p = 1; la de p (donde p’ = 0) por la recta p = 0 y la recta h = 1.
Los equilibrios son las intersecciones de una nulclina de h con una de p. Las nulclinas
dividen el cuadrante h,p > 0 en cuatro regiones, y en cada una de ellas el signo de
(W, p’) es constante:

m si h > 1y p < 1 (muchas presas, pocos predadores): b/ > 0y p’ > 0, ambas
poblaciones crecen;

ssih>1yp>1h <0yp >0, los predadores siguen creciendo pero las
presas empiezan a bajar;

ssih<lyp>1:h <0yp <0, ambas decrecen;
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ssih<lyp<l1l:h >0yp <0, las presas se recuperan y los predadores
siguen bajando.

Recorriendo las cuatro regiones en este orden, las trayectorias giran en sentido anti-
horario alrededor del punto (1,1). Observemos también que los ejes son invariantes: si
p = 0 entonces p’ = 0y h crece exponencialmente (no hay predadores); si h = 0, enton-
ces ' = 0y p decae exponencialmente. En particular, el origen atrae a las trayectorias
que vienen por el eje p y repele a las que salen por el eje h.

2.2.2. Una cantidad conservada. El analisis de signos dice que las trayectorias
giran alrededor de (1, 1), pero no si se acercan a él, se alejan o vuelven sobre si mismas.
Para decidirlo buscamos una cantidad que no cambie a lo largo de las soluciones.
Dividiendo las dos ecuaciones de (2.2.1),

dp 1 p(1—nh)
dh — p? h(1—p)’
que es una ecuacion de variables separables:

- 1
— Tdp=—-""4dh =  lnp—p=——(Inh—h)+cte.
PR S R np—p pg(n ) + cte

Es decir, la funcion
(2.2.2) H(h,p) = (h—Inh) + p* (p — Inp)

es constante a lo largo de cada trayectoria (basta derivar H a lo largo de una solucion
y usar (2.2.1); queda como ejercicio). La funcién H tiene un tnico minimo en (1,1) y
tiende a +oo cuando h o p tienden a 0 o a +00, asi que sus curvas de nivel son curvas
cerradas alrededor de (1, 1). Cada trayectoria esta contenida en una de esas curvas y,
como recorre la curva girando siempre en el mismo sentido, la recorre entera: todas las
soluciones con h(0),p(0) > 0 son periddicas. Esto es lo que muestra la Figura 2.5.

Vale la pena detenerse en lo que acabamos de obtener: sin resolver el sistema, sa-
bemos que las dos poblaciones oscilan indefinidamente, con una amplitud que depende
solo de la condicion inicial, y que el equilibrio (1,1) es estable en el sentido de que las
trayectorias que empiezan cerca de él se mantienen cerca (estan sobre curvas de nivel
pequenas), aunque nunca convergen a él. Este tipo de equilibrio, rodeado de 6rbitas
cerradas, se llama centro. Notemos que esta situaciéon es muy delicada: como vamos a
ver enseguida, la mas pequena modificacion del modelo destruye las érbitas cerradas.

2.3. Lotka—Volterra con crecimiento logistico

El modelo clésico de Lotka—Volterra asume que, en ausencia de predadores, la pobla-
cion de herbivoros crece a tasa constante, es decir, sigue un modelo malthusiano. Como
ya vimos, esta hipotesis resulta poco realista para describir la evolucion de poblaciones
en intervalos de tiempo largos.

Una correcciéon natural consiste en reemplazar el crecimiento malthusiano de los
herbivoros por un crecimiento logistico, incorporando una capacidad de carga del medio.
El modelo resultante queda entonces

{H:bH (1-£) - sPH,

2.3.1 :
( ) P =—dP+esPH,
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FIGURA 2.5. Diagrama de fases para el modelo (2.2.1). Los ejes corres-
ponden a h (horizontal) y p (vertical). Las trayectorias son las curvas de
nivel de H.

donde K denota la capacidad de carga del ambiente.

Utilizando las mismas variables adimensionales introducidas en la seccién anterior
y definiendo
Kes

d Y
que representa la capacidad de carga adimensional, el sistema puede reescribirse como

h
Wo=ph(1-">—

(2.3.2) g ( k )
p'=—p(l—h).

Observemos que, para valores k > 1, este sistema constituye una pequena pertur-
bacion del modelo de Lotka—Volterra cléasico (2.2.1).

k:

Equilibrios y nulclinas. Las nulclinas de h son ahora la recta h = 0 y la recta
p=1—"h/k; las de p siguen siendo p = 0 y h = 1. Sus intersecciones dan los puntos de

equilibrio del sistema (2.3.2):
0 k 1
O [ R Y

El segundo es nuevo respecto de (2.2.1): sin predadores, los herbivoros ya no crecen
indefinidamente sino que se estabilizan en la capacidad de carga. Notemos que el equili-
brio de coexistencia (1, 1-— %)t solo tiene sentido biol6gico cuando k& > 1: si la capacidad
de carga es menor que 1, la nulclina p = 1 — h/k corta al eje h antes de llegara h =1y
no hay equilibrio con ambas poblaciones positivas. Ademaés, cuando k — oo, el sistema
(2.3.2) y sus equilibrios convergen formalmente a los del modelo (2.2.1).
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El anélisis de signos es analogo al de la secciéon anterior, con una diferencia impor-
tante: la nulclina p = 1 — h/k esta inclinada, y eso rompe la simetria que en (2.2.1)
hacia cerrar las 6rbitas. De hecho, la cantidad (2.2.2) ya no se conserva: a lo largo de
las soluciones de (2.3.2) se tiene H = p(h—1) (1-2—p)—p(p—1)(1—h) = —Lh(h-1),
que cambia de signo segtin h sea mayor o menor que 1, asi que H no es ni constante
ni mondtona. ;Qué hacen entonces las trayectorias? Las simulaciones responden con
claridad y distinguen tres casos.

Caso 0 < k < 1: Sélo hay dos equilibrios en el cuadrante, (0,0) y (k,0). Las simulaciones
(Figura 2.6) muestran que todas las trayectorias con h(0),p(0) > 0 convergen a (k,0):
los predadores se extinguen y los herbivoros tienden a la capacidad de carga. Se puede
ver por qué con el analisis de signos: si k& < 1, en la region donde p’ > 0 (es decir,
h > 1) se tiene h > k, y por lo tanto b’ < 0; una vez que h < 1, se tiene p’ < 0
para siempre, asi que p decrece monétonamente, y h termina comportandose como una
logistica. Observemos que con esta eleccion de parametros (que representa una baja

2.00

1.75 1

1.50

1.25

2, 1.00 4

0.75 1

0.50

0.25 1

FIGURA 2.6. Diagrama de fases para el modelo (2.3.2) para k < 1 (en
la figura, p =1y k= 0,5).

capacidad de carga, independientemente del parametro p) el modelo predice que la
poblacion de predadores se extingue y la poblacion de herbivoros converge al equilibrio
del modelo logistico h = k.

Caso k = 1: Los equilibrios (k,0) y (1,1 — 1/k) coinciden en (1,0). Las simulaciones
(Figura 2.7) muestran el mismo comportamiento que en el caso anterior, pero la con-
vergencia es mucho mas lenta: las trayectorias se acercan a (1,0) “rozando” el eje. Es
un caso limite, y lo volveremos a encontrar cuando estudiemos bifurcaciones.

Caso k > 1: Aparece el equilibrio de coexistencia y las simulaciones muestran que atrae
a todas las trayectorias con ambas poblaciones positivas. Pero la forma en que se acercan
depende de los pardmetros: para algunos valores de p y k las trayectorias se acercan
sin dar vueltas (Figura 2.8), y para otros lo hacen en espiral, oscilando alrededor del
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FIGURA 2.7. Diagrama de fases para el modelo (2.3.2) para k = 1 (en
la figura, p =1).

equilibrio con oscilaciones cada vez més chicas (Figura 2.9). Con las herramientas de
este capitulo no podemos determinar cual de las dos situaciones ocurre para un par
(p, k) dado; cuando desarrollemos més la teoria vamos a poder calcular exactamente la
curva que separa un comportamiento del otro.

2.00

p=20,k=13
1.754

1.501

1.25 1

2 1.00

0.75 1

0.50 1

0.25

0.00 T
0.0 1.5 2.0

FIGURA 2.8. Diagrama de fases para el modelo (2.3.2) para k£ > I:
acercamiento monotono al equilibrio de coexistencia (en la figura, p = 2
y k=1,3).
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FIGURA 2.9. Diagrama de fases para el modelo (2.3.2) para k > 1:
acercamiento oscilatorio al equilibrio de coexistencia (en la figura, p = 1

y k=2).

Lo que si podemos afirmar es que la introducciéon de la capacidad de carga cambid
cualitativamente el modelo: las oscilaciones sostenidas de (2.2.1) desaparecen y son
reemplazadas por un equilibrio al que todo converge. Para un cientifico de datos esto
tiene una consecuencia practica: si en los datos se observan oscilaciones que no se
amortiguan, el modelo (2.3.2) no las va a reproducir, por mas que se ajusten sus
parametros.

2.4. Ciclos limite

En los modelos discutidos hasta ahora, la dinamica a largo plazo estaba dominada
por equilibrios: las poblaciones tendian a estados estacionarios o se extinguian (con
la excepcion de (2.2.1), cuyas oscilaciones son un caso fragil, como acabamos de ver).
Sin embargo, en muchos sistemas reales —biologicos, quimicos o sociales— se observan
oscilaciones persistentes que no se amortiguan con el tiempo, y cuya amplitud no
depende de como empezo6 el sistema. Este tipo de comportamiento no puede describirse
Unicamente mediante puntos de equilibrio.

Para ilustrar este fenémeno, consideramos una variante del sistema de Lotka—
Volterra (del tipo de Rosenzweig-MacArthur) utilizada para modelar con mayor fi-
delidad ciertos experimentos con poblaciones bacterianas:

. CLHPH
H = _ Hy _
ral (L= %) =
(2.4.1)
P CLPPH P
= —cP.
b+ H

El término racional Ifr—lé modela un efecto de saturacién en la interaccién entre

ambas poblaciones: cuando hay muchas presas, cada predador no puede comer méas
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alla de cierto limite. Observemos que, cuando H < b, este modelo puede interpretarse
como una perturbacion del modelo de Lotka—Volterra con crecimiento logistico (2.3.1).

El sistema (2.4.1) posee dos equilibrios triviales, (0,0) y (K,0). Ademés, admite un
tnico equilibrio no trivial, que denotamos por (H*, P*) (verifique esta afirmacion).

Introducimos las variables adimensionales

H P
P= 5 T:rHta

h=—
H* P

y redefinimos los parametros como

K b c 1
k g+’ ﬁ g+’ Y TH’ ap < k‘) (6 + )7 Qp 7(6 + )

En estas variables, el sistema queda

W=h(1-"%) - anph
k 9
(2.4.2) Bt+h
P = opPh P
B+ h '

Este sistema tiene un tnico equilibrio no trivial en (1, 1).
(B+h)(A—=h/k) (

parabola invertida que corta al eje en h = k), y para p, larectap =0y la regta vertical
h = Bv/(a, — ) = 1. La novedad respecto de (2.3.2) es que la nulclina de h ya no es
una recta sino una parabola con vértice en h = (k — [3)/2. El equilibrio (1,1) puede
caer sobre la rama descendente de la parabola, a la derecha del vértice (si k < 2+ f3),
o sobre la rama ascendente, a la izquierda del vértice (si k > 2 + (), y esa posicion
resulta decisiva.

Las nulclinas de (2.4.2) son, para h, la recta h = 0y la curva p = una

Las simulaciones muestran lo siguiente. Cuando k es moderado, las trayectorias
convergen en espiral al equilibrio (1,1) (Figura 2.10). Cuando k supera un cierto valor
critico k., el equilibrio deja de atraer: las trayectorias que empiezan cerca de él se
alejan en espiral, y las que empiezan lejos se acercan, y unas y otras convergen a la
misma Orbita cerrada (Figura 2.11). Esa orbita cerrada aislada, a la que convergen
las trayectorias vecinas, se llama ciclo limite. A diferencia de las orbitas de (2.2.1), su
amplitud y su periodo no dependen de la condicién inicial: son propiedades del sistema.

Las simulaciones sugieren que el valor critico es k. = 2 + (3, es decir, el valor para
el cual el equilibrio pasa por el vértice de la pardbola. Con las herramientas de este
capitulo no podemos demostrarlo ni explicar por qué la pérdida de estabilidad del
equilibrio viene acompanada del nacimiento de un ciclo. Cuando desarrollemos mas
la teoria vamos a poder hacer ambas cosas; este ejemplo va a ser nuestro modelo de
referencia para el fenémeno.
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2.00

k=25, 3=1.0, v=0.5

k.=2 =3.
1.751 SR

1.501

1.25 1
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FIGURA 2.10. Diagrama de fases para el modelo (2.4.2) cuando k < k.:
las trayectorias convergen al equilibrio (1, 1) (en la figura, k = 2,5, 8 =1
y 7 =05).

2.00
k=4.0, =10, v=0.5

k.=2 =3.
1.75- 30

1.504
1.25 1
= 1.00+
0.759

0.50

0.25 1

0.00 T .
0.0 0.5 1.0 15 2.0

FIGURA 2.11. Aparicion de un ciclo limite en el sistema (2.4.2) cuando
k > k. (en la figura, k =4, 5 =1y v =10,5).
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2.5. El modelo SIR

Volvemos ahora al primer problema conductor, presentado en la Seccion 1.2. Tra-
bajamos con las fracciones s, i, r de susceptibles, infectados y removidos, que satisfacen

$ = —fst,
(2.5.1) i = Bsi — i, s+i+r=1,
=1,

con 3 > 0 la tasa de contagio y v > 0 la tasa de remocion, y Ry = [3/7. Notemos que

d .

—(s+i+r)=5+14+7=0,

dt

lo que confirma que la poblacién total se conserva. La escala de tiempo natural del
problema es 1/, la duracion media de la infeccion; midiendo el tiempo en esas unidades
(T = 7t) el sistema queda con Ry como tnico parametro: s’ = —Rgsi, i = (Rys — 1)i.

(Hay epidemia? De la primera ecuacion se deduce que s(t) es una funcion de-
creciente. Por otra parte, de la ecuacién para i se observa que i(t) es creciente si
s(t) > 1/Ry y decreciente si s(t) < 1/Ry. En particular, si el nimero inicial de sus-
ceptibles satisface sy < 1/Ry, como s(t) < so para todo ¢, la infeccion desaparece sin
llegar a propagarse. En cambio, si so > 1/Ry, el nimero de infectados crece inicialmen-
te y luego decrece cuando s(t) cae por debajo de 1/Ry. En este caso se produce una
epidemia.

OBSERVACION 2.5.1. Este fenémeno muestra que una epidemia ocurre solo si la
fraccion inicial de individuos susceptibles supera el umbral 1/ Ry. Cuando la enfermedad
es nueva, so =~ 1, y la condicién se lee simplemente: hay epidemia si y s6lo si Ry > 1, es
decir, si cada infectado contagia en promedio a més de una persona. Una epidemia es
menos probable cuando la tasa de remocion es alta en relaciéon con la tasa de infeccion;
esto ocurre, por ejemplo, cuando los individuos infectados son removidos rapidamente
del proceso de contagio (aislamiento). La vacunacion acttia sobre sg: si se vacuna una
fraccion v de la poblacion, so = 1 — v, y la epidemia no se produce si 1 —v < 1/Ry, es
decir, si v > 1 — 1/Ry. Esta es la fraccién que hay que vacunar para lograr la llamada
immunidad de rebano.

El plano de fases (s,i) y el pico de la epidemia. Como r = 1 — s — i, alcanza

con seguir la trayectoria en el plano (s,7). Dividiendo las dos primeras ecuaciones de
(2.5.1),

di - 1
ds Rys’
que se integra directamente: la cantidad
1
(2.5.2) i+ s — Elns

es constante a lo largo de cada trayectoria. Las trayectorias son entonces las curvas de
nivel de (2.5.2) en el tridngulo s, > 0, s +¢ < 1, recorridas con s decreciente. Sobre
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B=0.6, v=0.1, Ry=6

=
o

e
o]

s(t)
— i)
r(t)

Proporcién
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o
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0.0 — - - . . . ;
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F1GURA 2.12. Evolucién temporal del modelo SIR con datos iniciales
s(0) = 0,7, i(0) = 0,05, (0) = 0,25 y parametros § = 0,6 y v = 0,1
(Ry = 6).

cada una, i alcanza su maximo cuando s = 1/Ry (Figura 2.13). Si la epidemia empieza
con sg =~ 1 e 15~ 0, la constante vale 1, y el pico es

, 1

tmix = 1— EO(]. +lnR0)
Para Ry = 2 el pico es del 15 % de la poblacion; para Ry = 6, del 53 %.

Ry=0.8 Ry=2 Ry=4
1.0 1.0 , 1.0 ,
——- s=1/Ry - s—1/Ry | === s—1/R
0.8 0.81 | 0.8 '
1
1 1
0.6 0.6 1 ! 0.6 !
0.4 0.4 1 ! 0.4 !
1 1
0.2 0.21 i 0.2 [i\
1 1
0.0 . 0.0 I oo —L
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
S S S

FIGURA 2.13. Plano de fases (s,7) del modelo SIR para Ry = 0,8, 2 y
4: curvas de nivel de ¢ + s — RLO Ins en el triangulo s +1i < 1 (se recorren
con s decreciente) y la recta s = 1/ Ry, sobre la que 7 alcanza su méaximo.
Para Ry < 1 no hay pico.

{Cuanta gente no se contagia? Analicemos ahora el comportamiento asintotico
del sistema cuando t — co.

» Como s(t) > 0y es decreciente, existe el limite s(f) — So > 0.
» La funcién r(t) es creciente y esta acotada superiormente por 1, luego existe el
limite 7(t) — 7.
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» Como s+ i+ 1 =1, se deduce que i(t) — i = 1 — Soo — T'eo- Y de hecho
lso = 0: si fuera positivo, r creceria al menos linealmente, contradiciendo que
esta acotada. La epidemia siempre termina.

Finalmente, a partir de las ecuaciones para s y r obtenemos

ds
— =—R,
dr 0%

e integrando,
5(t) = sge” Bolr®=r(0) > g o=Fo ~

En particular, so, > 0: stempre queda una fraccion de la poblacion que no se infecta. La
epidemia no termina porque se agoten los susceptibles, sino porque quedan tan pocos
que cada infectado ya no llega a contagiar a uno. Pasando al limite y usando i, = 0
(con r(0) = 0), la fraccion final de susceptibles es la solucion de la ecuacion

(2.5.3) Soo = s € 001700,

llamada relacion del tamano final. Es una ecuacion trascendente que se resuelve numé-
ricamente; para sop >~ 1y Ry = 2 da s, =~ 0,20 (se contagia el 80 %), y para Ry = 1,5,
Seo = 0,42.

Volvemos al problema: la epidemia.

Con las herramientas de este capitulo respondimos las tres primeras
preguntas de la Seccion 1.2: hay epidemia si y solo si Rysg > 1; el pico
ocurre cuando los susceptibles bajan a 1/Ry y su altura esta dada por
imax; ¥ la fraccion que no se contagia es la solucion de (2.5.3). Las tres
respuestas dependen de un tnico numero, Ry, que es por lo tanto el
parametro que hay que estimar a partir de los datos. Lo que todavia no
sabemos decir es qué pasa con los equilibrios del sistema: todo punto
(s,0) es un equilibrio de (2.5.1), y las trayectorias convergen a alguno
de ellos, pero no tenemos un lenguaje para describir su estabilidad. Ese
lenguaje es el que desarrollamos en los capitulos que siguen.

2.6. Comentarios finales

En este capitulo analizamos una serie de modelos clésicos provenientes de la biologia
y la epidemiologia, cuyo denominador comun es que describen la evoluciéon temporal
de poblaciones mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. A
pesar de la simplicidad de sus hipoétesis, estos modelos exhiben una gran variedad de
comportamientos dindmicos que no aparecen en modelos lineales.

El modelo logistico muestra como la introduccion de una capacidad de carga condu-
ce naturalmente a la existencia de equilibrios estables y a la saturacion del crecimiento
poblacional. Los modelos de Lotka—Volterra, en sus distintas variantes, ilustran la in-
teraccion entre especies y ponen de manifiesto la aparicion de oscilaciones, cambios de
estabilidad y, en algunos casos, ciclos limite. El modelo SIR, por su parte, introduce
la nociéon de umbral y muestra como pequenas variaciones en los pardmetros o en las
condiciones iniciales pueden determinar si una epidemia se propaga o se extingue.
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Vale la pena hacer un balance de lo que pudimos y no pudimos hacer. Con el signo
de las derivadas, las nulclinas y las cantidades conservadas resolvimos por completo la
ecuacion logistica, el modelo de Lotka—Volterra clasico y el modelo SIR. Para el modelo
con capacidad de carga y para el modelo de bacterias, en cambio, s6lo pudimos describir
lo que muestran las simulaciones: que las trayectorias convergen a un equilibrio, a veces
oscilando y a veces no, o a un ciclo limite, segtin los parametros. Para justificar esas
observaciones y, sobre todo, para calcular los umbrales que separan un comportamiento
de otro, hace falta una teoria que diga como se comporta un sistema cerca de un
equilibrio. Esa teoria es el objetivo de los proximos capitulos.



Capitulo 3

Sistemas mecanicos

Una de las fuentes historicas y conceptuales mas importantes de las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs) es la mecénica clasica. En este capitulo introductorio
mostramos como modelos mecanicos simples conducen, de manera natural, a ecuaciones
diferenciales que describen la evolucion temporal de un sistema.

El objetivo no es desarrollar una teoria completa de la mecénica newtoniana, sino
ilustrar como las leyes fisicas fundamentales se traducen en modelos matematicos con-
cretos. Estos ejemplos servirdan como motivacion y referencia a lo largo del curso, tanto
para el analisis teérico como para la interpretacion cualitativa de las soluciones.

3.1. Leyes de Newton

El punto de partida es la segunda ley de Newton, que afirma que la fuerza total
que acttia sobre una particula es igual a la masa de la particula multiplicada por su
aceleracion:

F = ma.

Si denotamos por x(t) la posicion de la particula en funcion del tiempo, la acele-
racion es la segunda derivada de la posicion, a = x(t). Por lo tanto, la segunda ley de
Newton puede escribirse como

mx(t) = F(x(t),%x(t),t),

donde hemos explicitado que la fuerza puede depender de la posicion, de la velocidad y
del tiempo. Esta ecuacion es, en general, una ecuacion diferencial ordinaria de segundo
orden.

3.2. El oscilador armonico

Uno de los ejemplos mas simples y fundamentales es el oscilador armoénico. Con-
sideremos una particula unida a un resorte ideal, de constante elastica k > 0, que se
mueve sin friccion. La ley de Hooke establece que la fuerza ejercida por el resorte es
proporcional al desplazamiento respecto de la posicion de equilibrio y apunta en sentido
contrario (ver Figura 3.1):

F=—kzx.

Aplicando la segunda ley de Newton, el desplazamiento x(t¢) de la particula respecto
de la posicion de equilibrio satisface la ecuacion

m(t) + kx(t) = 0.

Esta es una EDO lineal de segundo orden con coeficientes constantes, cuyas solucio-
nes describen un movimiento oscilatorio periédico. El oscilador armoénico aparece en

25
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Jemol- equilibrio  Flu = —ka(t)h--oP-- -
[m)

T

Resorte en equilibrio

Resorte fuera del equilibrio

FiGurA 3.1. Modelo del oscilador armoénico.

una enorme variedad de contextos fisicos y matematicos, y constituye un modelo de
referencia para sistemas més complejos.

3.3. El resorte con friccién

En situaciones mas realistas, el movimiento suele estar afectado por fuerzas disi-
pativas. Un modelo simple de friccion es la friccion viscosa, en la cual la fuerza es
proporcional y opuesta a la velocidad:

Fic = _’Vx(t% v > 0.

Si incorporamos esta fuerza al modelo del resorte, la ecuacién de movimiento pasa
a ser

mi(t) + vi(t) + kxz(t) = 0.
Esta ecuacion describe un oscilador armoénico amortiguado. Dependiendo de los valores
de los parametros m, v y k, el sistema puede presentar distintos regimenes dinamicos:
si la friccion es pequena (v < 2v/km) la particula oscila con amplitud decreciente, y si

es grande (y > 2vkm) vuelve al equilibrio sin oscilar. El valor v = 2v/km separa los
dos regimenes; en los ejercicios se pide justificarlo.

3.4. El péndulo simple

Otro ejemplo clésico es el péndulo simple. Consideremos una masa puntual suspen-
dida de un hilo inextensible y sin masa, de longitud ¢, que oscila en un plano vertical
bajo la accion de la gravedad. Si denotamos por 0(t) el angulo que forma el hilo con la
vertical, la ecuacién de movimiento resulta

mw+%gnmw:o,

donde g es la aceleracion de la gravedad. Ver Figura 3.2.

A diferencia de los ejemplos anteriores, esta es una ecuaciéon no lineal debido a la
presencia del seno. Para oscilaciones pequenas, es habitual aproximar sinf = 6, lo que
conduce a la ecuaciéon lineal

mo+%wﬂ:0
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Fian :'— —mggin 0(t)
Péndulo en equilibrio Péndulo fuera del equilibrio

F1GURA 3.2. Modelo del péndulo simple.

Esta aproximacion pone de manifiesto la estrecha relacion entre el péndulo simple y el
oscilador armonico.

3.5. El péndulo amortiguado

Podemos combinar el modelo del péndulo con la presencia de friccion, por ejemplo
debida a la resistencia del aire o a rozamientos en el punto de suspension. Introduciendo
un término disipativo proporcional a la velocidad angular, se obtiene la ecuacion

6(t) + 2ab(t) + % sin (t) = 0,

con a > 0 (el factor 2 simplifica las cuentas posteriores).

Esta ecuacion no lineal describe el péndulo amortiguado y da lugar a una dindmica
rica, que incluye oscilaciones amortiguadas y convergencia al equilibrio.

3.6. Circuitos eléctricos

Las mismas ecuaciones aparecen en un contexto completamente distinto: los circui-
tos eléctricos. Consideremos un circuito en serie con una resistencia R, una inductancia
L y un capacitor de capacidad C, alimentado por una fuente de voltaje v(t). Si x(t) es
la corriente y vo(t) el voltaje en el capacitor, las relaciones constitutivas de cada com-
ponente son: la caida de voltaje en la resistencia es Rz (ley de Ohm), en la inductancia
es L&, y la carga del capacitor verifica Coc = x. La ley de Kirchhoff (la suma de las
caidas de voltaje a lo largo del circuito es igual al voltaje de la fuente) da

Li‘+R$+Uo=’U(t>, Cic = x.

Derivando la primera ecuacién y usando la segunda se obtiene

1
Li+ Rz + v = o(t),
que es exactamente la ecuacion del oscilador armoénico amortiguado y forzado, con la
correspondencia m <+ L, v <+ R, k <» 1/C. La inductancia juega el papel de la inercia,
la resistencia el de la friccion y el capacitor el del resorte. En ausencia de fuente y

de resistencia, la corriente oscila con frecuencia angular 1/v/LC, es decir, con periodo
2mv LC.

En la Seccién 1.3 vimos qué pasa cuando la resistencia se reemplaza por un elemento
no lineal con caracteristica vg(z) = —ax + bx3: se obtiene, luego de adimensionalizar,
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la ecuacion de van der Pol
(3.6.1) i+ MNa?—1)i+x=0.

Comparandola con el oscilador amortiguado, el coeficiente de friccion es ahora A(z?—1):
negativo para |z| < 1y positivo para |z| > 1. Volvemos sobre esto al final del capitulo.

3.7. Reduccién a un sistema de primer orden

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que surgen de modelos mecanicos suelen ser
ecuaciones de segundo orden. Sin embargo, desde el punto de vista teérico y préctico,
es conveniente reescribirlas como sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Esta reformulacion permite un tratamiento unificado de los problemas de existencia y
unicidad, y es la base del analisis cualitativo en el espacio de fases.

Consideremos una ecuaciéon diferencial ordinaria escalar de segundo orden de la
forma

2" (t) = f(z(t),2/(¢),t).
Introduciendo la variable velocidad
o(t) = 2'(t),

la ecuacion anterior es equivalente al sistema

z'(t) = v(t),
V(t) = f(2(t),0(0).t).
De este modo, el estado del sistema en un instante dado queda determinado por

el par (z(t),v(t)), y la evolucién temporal puede interpretarse como una curva en el
plano de fases.

Por ejemplo, el oscilador armoénico
mi(t) + kx(t) =0

puede escribirse como

o(t) = -~ ut).

m

De manera analoga, el oscilador armoénico amortiguado
mi(t) +ya(t) + kx(t) =0

se transforma en
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la introduccion de la velocidad angular w(t) = 6(t) conduce al sistema no lineal

0(t) = wlt),
w(t) = —%sin 6(t).

Y la ecuacion de van der Pol (3.6.1) se escribe como

(3.7.1) {x Y

y=—z— Aa?—1)y.

Esta reformulaciéon pone de manifiesto que tanto los sistemas lineales como los no
lineales pueden tratarse dentro de un mismo marco conceptual. A lo largo del curso
trabajaremos principalmente con sistemas de primer orden, ya que constituyen la forma
estandar para el analisis cualitativo y los métodos numéricos.

3.8. La energia como herramienta

Para los sistemas mecanicos hay una cantidad que hace el papel que en el Capitulo 2
hizo la funciéon H de Lotka—Volterra: la energia. Para el oscilador arménico mz+kx = 0,
la energia mecanica . .

2 2

E(z,v) = 5 + 2kx
se conserva a lo largo de las soluciones: £E = mvi + kxi = v(mi + kz) = 0. Las
trayectorias en el plano (z,v) son entonces las elipses E = cte, y el movimiento es
periddico. Si agregamos friccion, mz + v& + kx = 0, el mismo célculo da
%E = —?<0:
la energia decrece siempre que la particula se mueve, y sélo deja de decrecer cuando
v = 0. Las trayectorias cruzan las elipses de nivel hacia adentro y terminan en el origen,
que es el minimo de E. Sin resolver la ecuacion, sabemos que el reposo atrae a todas
las soluciones. Para el péndulo la energia es %02 + 9(1 — cos ) y el analisis es igual; lo
desarrollamos en detalle en el Capitulo 6.

Volvemos al problema: el circuito.

Apliquemos la misma idea a la ecuacion de van der Pol (3.7.1). La
“energia” del oscilador sin friccién es F = %(a:Q +9?%), y alo largo de las
soluciones
ditE =ai +yy =y —zy — M2® — Dy? = —A(2? — 1)3°
Supongamos A > 0. Si la corriente es pequefia (|z| < 1), entonces £ > 0
siempre que y # 0: la energia crece y el circuito se enciende (Figura
3.3), es decir, el reposo no atrae a las soluciones vecinas. Esto responde
la primera pregunta de la Seccion 1.3. Si la corriente es grande (|z| > 1),
la energia decrece: las oscilaciones grandes se amortiguan. El sistema no
puede ni quedarse en reposo ni crecer sin limite, y es razonable con-
jeturar que termina oscilando con una amplitud intermedia. Las simu-
laciones (Figura 6.4, mas adelante) confirman esa conjetura: todas las
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trayectorias convergen a una misma orbita cerrada, un ciclo limite como
el de la Seccion 2.4. Para A < 0 los signos se invierten: la energia decrece
mientras |z| < 1y crece cuando |z| > 1, de modo que las oscilaciones
pequenas se amortiguan y las grandes crecen. Demostrar la existencia
del ciclo limite requiere mas teoria que la que tenemos ahora.

10 - . E(t):%(22+y2) A=1.0, z(0)=0.1, y(0)=0

— E=-Az? - 1p*

0 ~ V\J NS Ny S S S e

31 — a0 lz| <1: E>0 tramos con E>0

2-
]

O .

\/
—1 1
—2 1
5 10 15 20 25 30

0
t

FIGURA 3.3. La “energia” E = 1(2% 4+ y?) a lo largo de una solucién de
van der Pol (A =1, 2(0) = 0,1, y(0) = 0): E = —\(2% — 1)y? es positiva
mientras |z| < 1 y negativa cuando |z| > 1, asi que £ no es monétona.
La solucién termina oscilando con E entre 1,17 y 4; la amplitud de esa
oscilacion no depende de la condicién inicial.

Los ejemplos presentados ilustran céomo, a partir de principios fisicos basicos, se
obtienen ecuaciones diferenciales ordinarias que sirven como modelos matemaéticos para
describir la evolucién temporal de sistemas mecénicos. Estos modelos acompanaran el
desarrollo de la teoria general de EDOs y del andlisis de sistemas dindmicos en los
capitulos siguientes.

3.9. Sistemas mecanicos y sistemas dinamicos

En este capitulo vimos como modelos mecanicos clasicos, formulados a partir de las
leyes de Newton, conducen de manera natural a ecuaciones diferenciales ordinarias que
describen la evolucién temporal de un sistema. Ejemplos como el oscilador arménico, el
resorte amortiguado y el péndulo muestran como hipétesis fisicas simples se traducen
en modelos matematicos bien definidos.
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Un punto clave es que, mediante la introducciéon de variables auxiliares, las ecua-
ciones de segundo orden que aparecen en mecéanica pueden reescribirse como sistemas
de primer orden. Esta reformulacion permite interpretar la dinamica como un flujo en
el espacio de fases y coloca a los sistemas mecanicos dentro del marco general de la
teoria de sistemas dinédmicos.

Desde este punto de vista, los modelos mecénicos no sélo constituyen ejemplos fi-
sicamente relevantes, sino también un laboratorio natural para el estudio de conceptos
fundamentales como equilibrio, estabilidad, oscilaciones y comportamiento a largo pla-
zo. En los capitulos siguientes desarrollaremos las herramientas teéricas que permiten
analizar estas propiedades de manera sistematica, tanto en sistemas mecanicos como
en modelos provenientes de otras areas.






Capitulo 4
Flujo y diagramas de fase

En este capitulo desarrollaremos la teoria necesaria para el estudio cualitativo de
sistemas de EDOs. Si bien no daremos demostraciones rigurosas de muchos de los
enunciados, si intentaremos cubrir las ideas principales que nos van a permitir analizar
diversos sistemas que aparecen en muchas aplicaciones.

La idea del estudio cualitativo en vez de la busqueda de soluciones exactas fue
introducida por H. Poincaré a fines del s.XIX (ver [32]).

“Desgraciadamente, es euvidente que, en la gran mayoria de los casos
que se presentan, no se pueden integrar estas ecuaciones con la ayuda
de las funciones ya conocidas. Es por lo tanto necesario estudiar las fun-
ciones definidas por ecuaciones diferenciales en si mismas, sin intentar
reducirlas a funciones mas simples.”

—H. Poincaré

4.1. Marco tedrico

En esta seccién vamos a dar algunas definiciones y resultados basicos de la teoria
que usaremos en el resto de esta parte.

Todo modelo basado en EDOs puede escribirse como
x = F(t,x),
con F': I x U — R" donde I = (a,b) y U C R". Vamos a necesitar introducir algunas

definiciones.

DEFINICION 4.1.1 (Diferenciabilidad). Sea F': U — R" donde U C R™ es un con-
junto abierto y sea xg € U. Decimos que F' es diferenciable en x; si
. ||IF(x0+h) — F(x¢) — DF(x0)h]| _

1
B0 ]|

0,

donde DF(xq) es la matriz diferencial de F en x, dada por

g_ﬁ(xo) T % (%0)
DF(xo) = : - : :
‘3—52 (x0) - % (%o)

F(x)=(fi(x),..., (X)) yx=(21,...,2,)"

DEFINICION 4.1.2 (Regularidad). Sea f: U — R donde U C R"™ es un conjunto
abierto. Decimos que f es de clase C', y lo notamos como f € CY(U), si % existen y

son continuas en U para 1 <1 < n.
33
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Inductivamente, decimos que f es de clase C*, y lo notamos como f € C*(U), si
% € C*Y(U) para 1 <i < n.

Finalmente, si F': U — R", F = (fi,..., f,)!, decimos que F € C*{U;R") si
f; € CF(U) para todo 1 <i < n.

La siguiente definicion sera de utilidad més adelante.

DEFINICION 4.1.3 (Difeomorfismo). Sea F': U — R™ y llamemos V = F(U). Deci-
mos que F es un difeomorfismo de clase C* si F': U — V es biyectiva, F' € C*(U;R")
y F~t e CH(V;R").

Un resultado conocido, que relaciona los conceptos de regularidad con diferenciabi-
lidad es el siguiente:

TEOREMA 4.1.4 (C' = Diferenciable). Sea F': U — R". Si F' € C'(U;R"™) entonces
F resulta diferenciable en todo x € U.

Otro concepto importante en la teoria de EDOs es el de Lipschitzianidad.

DEFINICION 4.1.5 (Lipschitz). Sea F: U — R". Decimos que F' es localmente
Lipschitz si dado V' CC U (es decir, V es acotado y V' C U), existe una constante L
(que depende de V') tal que

|F(x) - F(y)| < Lilx — yll, para todo x,y € V.

Es facil ver (cf. [42]) que regularidad implica Lipschitzianidad

TEOREMA 4.1.6 (C! = Lipschitz). Sea F: U — R". Si F € CY(U;R") entonces F
resulta localmente Lipschitz.

El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de solucion de una EDO
bajo hipotesis razonables de regularidad. La demostracion la pueden encontrar en [42].

TEOREMA 4.1.7 (Picard-Lindelof). Sea F': I x U — R" donde I = (a,b) y U C R"
es un conjunto abierto. Asumamos que F' es continua en I X U y localmente Lipschitz
en X uniformemente ent (es decir, cada punto de I x U tiene un entorno J XV y una
constante L tal que |[F(t,x) — F(t,y)|| < L||lx —y|| parat € J yx,y € V). Entonces,
dado ty € I yxo € U existe § > 0 y una unica curva x: (tg — 0,tg + ) — U tal que

x(tg) = xo y x(t) = F(t,x(t)), para todo t € (ty — 0,1y + 0).

Observemos que el Teorema de Picard-Lindelof es un teorema de existencia local.
Es decir, nos dice que existe una tunica soluciéon definida en un intervalo pequeno
alrededor del tiempo inicial ¢y. Sin embargo, dado un campo F'(t,z) y un tiempo y
posicién inicial t5 y Xg, esta solucion dada por Picard-Lindelof puede extenderse al
intervalo mazimal de existencia, (t~(to,Xo),t" (to,X0)). Una pregunta interesante es
cuando puede garantizarse que el intervalo maximal de existencia es toda la recta real.
En [42] se ve el siguiente resultado

TEOREMA 4.1.8. Sea F: I x R" — R" continua, donde I = (a,b). Supongamos
que F' es globalmente Lipschitz en x (es decir, existe L tal que ||F(t,x) — F(t,y)| <
L||x—y|| para todot € I ytodox,y € R"). Entonces el intervalo maximal de existencia
verifica

(t~(to, %0),t " (to,%0)) = I, para todo (ty,xo) € I x R".
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4.2. Flujo

En esta seccion, por simplicidad, consideraremos campos vectoriales que no depen-
den del tiempo y que estan globalmente definidos. Es decir, consideraremos F': R" —
R™. Dado x € R" llamaremos ¢ = ¢(t,x) a la tnica solucion de

gb(t,X) = F(¢(t’x))7 ¢(0,X) =X,

donde ¢ = %—‘f. Dado x € R™, la funcion ¢(-,x) esta definida en el intervalo maximal
(t~(x),t"(x)). Luego la funciéon ¢ resulta definido en el dominio

Dom¢ =D = | J (t7(x),t7(x)) x {x}.

El siguiente resultado es de caracter puramente teérico y una demostracion la pue-
den encontrar en [4].

TEOREMA 4.2.1. Sea F: R" — R" un campo localmente Lipschitz y ¢: D C R x
R"™ — R™ el flujo asociado. Entonces D es abierto.

Combinando este teorema con el Teorema 4.1.8 se obtiene lo siguiente:

COROLARIO 4.2.2. Sea F: R"™ — R™ un campo globalmente Lipschitz y ¢: D C
R x R" — R™ el flujo asociado. Entonces D =R x R".

Para simplificar la exposicion, en lo que sigue siempre supondremos que el flujo esta
globalmente definido, i.e. D =R x R".

NOTACION 4.2.3. Usaremos de manera indistinta la notacion ¢;(x) = ¢(t,x). No
debe confundirse con la derivada parcial

¢
ot

Con esta notacion, el flujo ¢, verifica
@(X) = F(¢i(x)), ¢o(x) = x,
0, de otra manera equivalente,
¢ =Fod, ¢o=id,
donde id: R™ — R" es la identidad, id(x) = x.

Usando el resultado de unicidad para soluciones de la ecuacion x = F'(x) se obtiene
facilmente lo siguiente:

(130 = 9(1,%) = () = 22 (x).

PROPOSICION 4.2.4. Sea F': R"™ — R"™ un campo localmente Lipschitz tal que el
flujo asociado ¢ estd globalmente definido. Entonces se tiene:

1. ¢t © ¢S - ¢s+t’

2. (¢) ™' = o

3. 51 ¢1(x) = ¢s(y) para algin s,t € R, entonces y = ¢_s(x); en particular, x e
y estan en la misma trayectoria. Es decir, las trayectorias son disjuntas o son
idénticas.

4. Si ¢-(x) = x para algin T # 0, entonces o bien ¢(x) = x para todot € R o
existe T'> 0 tal que ¢pr(X) = ¢i(x) para todo t € R.
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OBSERVACION 4.2.5. Observemos que el flujo ¢ asociado al campo F' verifica
ét(x)|t:0 = F(x),
de donde se obtiene la expansion asintotica
O(x) = x + tF(x) + oft).
Las siguientes definiciones son fundamentales.

DEFINICION 4.2.6. Dado un punto x € R" la drbita o trayectoria de ¢ que pasa
por x es el conjunto (o la curva) {¢:(x): t € R}, orientada en el sentido creciente de t.
Existe s6lo una trayectoria que pasa por un punto x € R". Es decir, si dos trayectorias
se intersectan, entonces deben coincidir completamente.

El conjunto de todas las trayectorias de un flujo se lo llama el diagrama de fasesy
una representacion de un flujo se obtiene graficando un conjunto tipico de trayectorias
(ver Figuras 2.5-2.11, por ejemplo).

DEFINICION 4.2.7. Un punto x* € R" se le dice un punto de equilibrio de la ecuacion
x = F(x) si F(x*) =0.

Notemos que si x* es un punto de equilibrio y ¢; es el flujo asociado a la ecuacion,
entonces ¢;(x*) = x* para todo t € R. Por ese motivo x* también es llamado un punto
fijo del flujo ¢.

DEFINICION 4.2.8. Una drbita cerrada de un flujo ¢ es una trayectoria que no es un
punto fijo pero existe 7 # 0 y x en la trayectoria tal que ¢,(x) = x. El minimo valor
7 > 0 que tiene esta propiedad se lo nota usualmente como 7' y es llamado el periodo
de la orbita. Luego se tiene que ¢r(x) = x y ¢(x) # x para todo 0 <t < T.

Un concepto central en la teorfa geométrica de soluciones de EDOs es el de estabi-
lidad.

DEFINICION 4.2.9. Un punto de equilibrio x* de una EDO x = F(x) se dice Lya-
punov estable (o simplemente estable) si, para todo ¢ > 0 existe § > 0 (que depende
solo de ¢) tal que para todo x con ||x — x*|| < §, se tiene que ||¢(x) — x*|| < € para
todo t > 0 donde ¢ es el flujo asociado a la EDO.

Si el equilibrio no es estable se lo llama inestable.

Es decir, un equilibrio es estable si empezando suficientemente cerca del mismo,
el sistema nunca se aleja del equilibrio. Sin embargo esto no implica necesariamente
que la trayectoria del sistema converja al equilibrio. Este es el contenido de la proxima
definicion:

DEFINICION 4.2.10. Un punto de equilibrio x* de una EDO x = F(x) se dice
asintoticamente estable si es estable y

th ¢i(x) = x" para todo ||x — x*|| < 4.
—00

OBSERVACION 4.2.11. Vale la pena traducir a este lenguaje lo que ya sabemos de
los modelos del Capitulo 2. En la ecuacion logistica, p = 1 es asintoticamente estable y
p = 0 es inestable. En el modelo de Lotka—Volterra (2.2.1), el equilibrio (1, 1) es estable
pero no asintoticamente estable: las trayectorias que empiezan cerca se quedan cerca
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(recorren una curva de nivel pequena de #H) pero no convergen. El origen es inestable:
las trayectorias que empiezan sobre el eje h, tan cerca del origen como se quiera, se
alejan de él. Las orbitas periddicas de (2.2.1) y el ciclo limite de (2.4.2) son orbitas
cerradas en el sentido de la definiciéon anterior; la diferencia es que el ciclo limite es
aislado y atrae a sus vecinas, mientras que en (2.2.1) cada orbita cerrada esta rodeada
de otras orbitas cerradas.

Volvemos al problema: la epidemia.

El modelo SIR (2.5.1) tiene un segmento entero de equilibrios: todos
los puntos (s,0) con 0 < s <1 (no hay infectados, y cualquier cantidad
de susceptibles se mantiene). Su estabilidad se decide con el analisis de
signos del Capitulo 2. Si s* < 1/Ry, una trayectoria que empieza en
(S0,170) cerca de (s*,0) tiene ¢ decreciente, y mas precisamente i(t) <
ige~ (=)t (porque 7 < (Bsy — 7)i). Luego la cantidad total de nuevos
contagios es 59 — soo = B [ sidt < fso [y idt < f;;o‘;o ig, que es tan
chica como iy. La trayectoria se mantiene entonces cerca de (s*,0): estos
equilibrios son estables, aunque no asintéticamente estables, porque la
trayectoria converge a un equilibrio (s.,0) que en general es distinto
de (s*,0). Si en cambio s* > 1/Ry, una cantidad arbitrariamente chica
de infectados crece hasta un pico de tamano fijo: estos equilibrios son
inestables. El umbral 1/ Ry separa, sobre el segmento de equilibrios, los
estables de los inestables.

Volvemos al problema: el circuito.

Para el sistema de van der Pol (3.7.1) el tnico equilibrio es el origen.
El argumento de energia de la Secciéon 3.8 muestra que, si A > 0, ninguna
trayectoria que empiece cerca del origen (con |z| < 1) puede converger
a ¢él, porque su energia no decrece. Eso no alcanza para concluir que
el origen es inestable en el sentido de la definicion: para eso hay que
ver que las trayectorias efectivamente se alejan una distancia fija. Lo
demostraremos en el capitulo siguiente.






Capitulo 5
El Teorema de Hartman-Grobman

Uno de los puntos méas importantes en el estudio del comportamiento dindmico de
un sistema de EDOs es el de analizar la estabilidad de sus puntos de equilibrio. El
Teorema de Hartman-Grobman compara el comportamiento de un sistema de EDOs
con el sistema linealizado en los puntos de equilibrio.

5.1. Conjugacién
Para poder hacer esa comparacion, un concepto fundamental es el de conjugacion.

DEFINICION 5.1.1. Sean ¢,: U — U y ¢y: W — W dos flujos definidos en abiertos
U, W C R". Decimos que ¢; y ¥, son topologicamente conjugados si existe un homeo-
morfismo h: U — W (una biyeccién continua con inversa continua) tal que, para todo
teR,

ho¢, =9,0h
0, equivalentemente,
Yr=hog oh™".

Si ademas h es un difeomorfismo, decimos que los flujos son diferenciablemente conju-
gados.

OBSERVACION 5.1.2. Kl significado de conjugaciéon entre ¢; vy 1, es que, salvo un
cambio de coordenadas (no lineal y, en general, s6lo continuo), ambos flujos tienen
la misma dindmica: h lleva orbitas de ¢, en o6rbitas de 1, equilibrios en equilibrios,
orbitas cerradas en Orbitas cerradas y preserva la estabilidad. No preserva, en cambio,
cantidades que dependen de derivadas, como los autovalores: por eso la conjugacion
topologica es la nocién adecuada para comparar un sistema con su linealizacion. Pedir
un difeomorfismo serfa demasiado (ver la Observacion 5.3.3).

OBSERVACION 5.1.3. Es un ejercicio sencillo comprobar que la relaciéon ¢, ~ 9y si
son conjugados resulta ser una relaciéon de equivalencia.

5.2. Sistemas lineales

Como comentamos anteriormente, la estrategia para analizar el comportamiento
de una EDO es linealizar la EDO en un entorno del punto de equilibrio y estudiar el
sistema lineal resultante.

Empecemos entonces por tratar de entender el comportamiento de estos sistemas
lineales.

El sistema lineal més sencillo es una ecuacién unidimensional
T = ax.

39



40 5. EL TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN

La solucién a esta ecuacion con condicion inicial 2(0) = zg viene dada por z(t) = zge®.
Observemos entonces que el punto fijo z* = 0 resulta asintoticamente estable si y sélo
si a < 0, estable si y solo si a < 0 e inestable si y solo si a > 0.

.,Como se generaliza esta situacién a sistemas lineales? Supongamos ahora que
A € R™™ y buscamos las soluciones del sistema

(5.2.1) x = Ax.
DEFINICION 5.2.1. Dada A € R™ " se define la ezponencial de A, e?, a la matriz
el =

k=0

Es simple verificar que si A € R"*" y t € R, se tiene que

d
%em = Aet,

Luego, la solucion de (5.2.1) con dato inicial x(0) = X viene dada por x(t) = e‘4x.

Supongamos que la matriz A es diagonalizable, es decir, existe una matriz P € C"*"
inversible (si A tiene autovalores complejos, P y D no son reales) tal que

A=PDP™,

con

M O - 0

0 X -+ 0

0 0 An
Entonces

eMt 0
A
etA — etPDP_1 — PetDPfl S 0 6‘2t ‘ 0 P*lj
0 0 ... et

con lo cual, similar a lo que sucedia en el caso unidimensional, el Gnico punto fijo
de (5.2.1), x* = 0, resulta ser asintoticamente estable si y soélo si Re); < 0 para
todo i = 1,...,n (recordemos que los autovalores pueden ser complejos, y en ese caso
|e?if] = eReXit) v es inestable si existe j € {1,...,n} tal que Re \; > 0.

Esta situacion se extiende a cualquier matriz A € R™ ™. En efecto se tiene el
siguiente resultado cuya demostracion la encuentran en [4]:

TEOREMA 5.2.2. Sea A € R™". Entonces x* = 0 resulta ser un punto fijo asinto-
ticamente estable para el sistema (5.2.1) si y sdlo si todos los autovalores A € C de A
verifican Re A < 0.

Adicionalmente, si existe un autovalor A € C de A tal que Re X > 0 entonces x* = 0
es inestable.

Un caso importante en el que resulta razonablemente sencillo tener una clasificacién
completa del comportamiento de (5.2.1) es cuando n = 2.
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Recordemos que A es un autovalor de A si y s6lo si es raiz del polinomio caracteristico
de A

pa(A) = det(A — \I).
Cuando n = 2, el polinomio caracteristico tiene la forma
pa(N) = A% — tr(A)\ 4 det(A).

Con lo cual, si llamamos A1 y Ag a los autovalores de A, det(A) = A Ao y tr(A) = A+ .
Recordemos que si A\; € C\ R, entonces Ay = A;. Con estas consideraciones tenemos
la siguiente clasificacion para sistemas lineales en dimension n = 2.

TEOREMA 5.2.3. Sea A € R**? y consideremos el sistema lineal x = Ax. Entonces
el punto fijo x* = 0 tiene el siguiente comportamiento:

1. Sidet(A) <0, entonces x* = 0 es inestable y es un punto silla. Ver Figura 5.1.
2. Sidet(A) >0 y tr(A)? > 4det(A) entonces x* = 0 es un nodo.
a) Sitr(A) > 0 es inestable y se lo llama nodo inestable. Ver Figura 5.2.
b) Si tr(A) < 0 es asintdticamente estable y se lo llama nodo estable. Ver
Figura 5.2.
3. Sidet(A) >0, tr(A)* < 4det(A) y tr(A) # 0 entonces x* = 0 es un foco.
a) Sitr(A) > 0 es inestable y se lo llama foco inestable. Ver Figura 5.3.
b) Si tr(A) < 0 es asintoticamente estable y se lo llama foco estable. Ver
Figura 5.5.

4. Sidet(A) >0 ytr(A) =0 entonces x* =0 es estable y se lo llama centro. Ver
Figura 5.4.

5. Si det(A) > 0 y tr(A)? = 4det(A) entonces x* = 0 es un nodo degenerado
(o una estrella, si A es un maltiplo de la identidad), asintdticamente estable si
tr(A) < 0 e inestable si tr(A) > 0.

6. Si det(A) = 0 entonces 0 es autovalor de A y el origen no es un equilibrio
aislado: todos los puntos de ker A (una recta, o todo el plano si A = 0) son
equilibrios.

DEMOSTRACION. Solo hay que observar lo siguiente:

En el caso 1, los autovalores son reales y de signo distinto.

En el caso 2, a los autovalores son reales y ambos positivos.

En el caso 2, b los autovalores son reales y ambos negativos.

En el caso 3, a los autovalores son complejos conjugados con parte real positiva.
En el caso 3, b los autovalores son complejos conjugados con parte real negativa.
En el caso 4 los autovalores son complejos conjugados con parte real nula.

En el caso 5 hay un autovalor real doble A = tr(A4)/2 # 0.

NSOt W=

Una vez realizadas estas observaciones, el resto sigue del analisis hecho en [42]. [

5.3. El Teorema de Hartman-Grobman

Ahora veremos el enunciado del Teorema de Hartman-Grobman. Empecemos con
una definicion.
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Silla

F1GURA 5.1. Equilibrio inestable de tipo silla.

Nodo inestable Nodo estable

= 0 < = 0 > <
_l - _1 -
—21 10 —2 2 0
4=G39) 4=("19
AM=1, Ax=2 AM=-2, a=-1
-3 . ] . : -3 . / | : :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

8

F1GURA 5.2. Equilibrios de tipo nodo. A la izquierda inestable y a la
derecha asintoticamente estable.

DEFINICION 5.3.1. Sea F': R" — R™ un campo de clase C*! y sea x* € R™ un punto
fijo, i.e. F(x*) = 0.

Decimos que x* es un punto fijo hiperbolico, si todos los autovalores de la matriz
diferencial DF'(x*) tienen parte real no nula.

El Teorema de Hartman-Grobman describe el comportamiento del flujo asociado a
F en un entorno de cada punto fijo hiperbdlico.

TEOREMA 5.3.2 (Hartman-Grobman). Sea F': R® — R" un campo de clase C' y
sea X* un punto fijo hiperbolico de F'. Entonces existen un entorno U de x*, un entorno
W de 0 y un homeomorfismo h: U — W con h(x*) = 0 que lleva las trayectorias de

x = F(x) en las trayectorias de 'y = DF(x")y

preservando el sentido del tiempo. Es decir, los dos flujos son topoldgicamente conju-
gados en un entorno del equilibrio.



5.3. EL TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN 43

Foco inestable Foco estable

T

-1 /
(7 U.ial)

—— 4 —
A=0.25+1

-3 -2 -1 0 1 2 3

FiGUrA 5.3. Equilibrios de tipo foco. A la izquierda inestable y a la
derecha asintéticamente estable.

Centro

A= (Du;uz)

A==+1

FIGURA 5.4. Equilibrio estable de tipo centro.

OBSERVACION 5.3.3. El teorema es local (vale en un entorno de x*, no en todo R")
y la conjugacion es solo topoldgica. Esto tltimo no es una limitacion de la demostracion
sino del resultado: el sistema lineal & = x, = 2y y el sistema @ = x, § = 2y + 2?2 tienen
la misma linealizacion en el origen, pero no existe ningtin cambio de coordenadas de
clase C? (ni, en particular, analitico) que conjugue sus flujos: la relacion Ay = 2)\;
entre los autovalores, llamada resonancia, lo impide. Si existe un homeomorfismo,
como asegura el teorema (y en este ejemplo hasta un cambio de coordenadas C?,
(r,y) — (z, y — 2*In|x]), pero no mas regular). En la préctica, lo que usamos del
teorema es lo siguiente: cerca de un equilibrio hiperbdlico, el diagrama de fases del
sistema no lineal se ve como el del sistema lineal: un sumidero, una fuente o una silla,
segin los autovalores de DF(x*). Los dos retratos de fase estan en la Figura 5.6.

DEMOSTRACION. La demostracion de este teorema es bastante técnica y elaborada
y el interesado puede encontrarla en [30, Seccion 2.8|. Para tener alguna intuicion sobre
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FIGURA 5.5. Regiones descriptas en el Teorema 5.2.3.
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FIGURA 5.6. Los sistemas & = x, y = 2y + 2 (izquierda) y su linea-
lizacion @ = z, y = 2y (derecha), con las mismas condiciones inicia-
les. Cerca del origen ambos son nodos inestables y el homeomorfismo
h(z,y) = (z, y — 2*In|x]) lleva las trayectorias de uno en las del otro,
pero ningtn cambio de coordenadas de clase C? puede hacerlo.

el porqué de la validez de este teorema vamos a desarrollar un argumento puramente
formal.

Si realizamos una expansion de Taylor para el campo F', obtenemos

F(x"+y) = F(x") +DF(x")y + o(|lyl])-
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Luego, para y pequeno, tenemos
y = %(X—X )=%x=F(x)=Fx"+y)~DF(x")y.
Luego las soluciones de x = F'(x) tienen un comportamiento similar cerca de x* a las
de y = DF(x")y.
Para que el argumento de Taylor sea valido, es necesario que el error sea pequeno
y ahi es donde se necesita que Re(\) # 0 para todo autovalor A de DF(x*). O

Veamos una aplicacion de este resultado.

EJEMPLO 5.3.4 (El péndulo amortiguado). La ecuacion para el péndulo amortigua-
do es ) '
0 + 2af + w?sinf = 0,
donde @ es el angulo de desplazamiento respecto de la posicion de equilibrio (ver Figura
3.2), a > 0 es el coeficiente de friccion y w? = g/¢, la aceleracion de la gravedad dividida
por la longitud del péndulo.

Llamemos 1 =0y x5 = 9, con lo que la ecuaciéon del péndulo se traduce en

(5.3.1) { T =

Ty = —2ax9 — w?sin x;.

Los puntos de equilibrio son x93 = 0, 7 = k7 con k € Z. La matriz diferencial del
campo F (1, 7o) = (19, —w? sinz; — 2ax,)! es
0 1
DF(z1,22) = [—aﬂ COS X1 —2a:|
Si k es par, los autovalores de DF(km,0) son Ay 2 = —a£+va? — w?. Luego, siw < a
tenemos que ambos son reales y negativos y el equilibrio es un nodo estable. Por otro

lado, si w > a los autovalores son complejos conjugados con parte real —a < 0, con lo
que el equilibrio es un foco estable.

Si k es impar, los autovalores de DF(km,0) son A o = —a£+va? + w?. Luego ambos
son reales y de signos opuestos. Esto implica que el equilibrio es una silla.

El diagrama de fases, para el caso w > a, esta en la Figura 5.7.

DEFINICION 5.3.5. Un punto de equilibrio x* de un campo F' € C*(R™; R") se dice:

» una fuente si todos los autovalores de DF'(x*) tienen parte real positiva,

» un sumidero si todos los autovalores de DF'(x*) tienen parte real negativa,

= una silla si x* es hiperbodlico y existe al menos un autovalor con parte real
positiva y al menos un autovalor con parte real negativa.

Cuando algiin autovalor tiene parte real cero, el Teorema de Hartman-Grobman
no da informacion. Y de hecho es facil construir ejemplos donde el equilibrio sea un
centro, asintoticamente estable o inestable. En efecto, veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.3.6 (Oscilador armoénico perturbado). Consideremos el sistema

{:'Cl = x5 + Avy (22 + 23)

5.3.2
( ) .i?g = —$1+)\$2(LE%+Z’%),
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a=0.15 w=1(w>a)

FIGURA 5.7. Diagrama de fases para (5.3.1).

donde A € R es un parametro. Este sistema describe la dindmica de un oscilador
armonico perturbado.

Para todo valor de A € R, x* = (0,0)" resulta ser un punto de equilibrio. La matriz
diferencial del campo F(z1,xs) = (22 + Axy (23 + 23), —21 + Az (22 + 22))! evaluada en
el origen es

DF(0,0) = {_01 (1)} .

Sus autovalores son A o = %1, luego el origen no es hiperbolico.

Para analizar la estabilidad del origen debemos argumentar de otra manera. En
este caso resulta conveniente mirar al punto (x7,3) en coordenadas polares

xry=rcosf y x9=rsinf.
Es facil ver que en términos de r y 6 el sistema queda
F=My =—1

La ecuaciéon para 6 dice que las trayectorias rotan monétonamente en el sentido de
las agujas del reloj y la ecuacion para r dice que el origen resulta ser asintéticamente
estable si A < 0, un centro si A = 0 e inestable para A > 0.

5.4. Volvemos a los modelos poblacionales

Con el Teorema de Hartman-Grobman y la clasificacion de los sistemas lineales
en el plano (Teorema 5.2.3) podemos justificar casi todo lo que en el Capitulo 2 s6lo
pudimos observar en las simulaciones. La receta es siempre la misma: calcular la matriz
diferencial del campo en cada equilibrio, sus autovalores (o, en dimension dos, su traza
y su determinante), verificar que el equilibrio es hiperbolico y leer el comportamiento
en el Teorema 5.2.3.
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A>0 (A=0.2) A<0 (A=-0.2)

> 0 > 0 °
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FIGURA 5.8. Diagrama de fases para (5.3.2). A la izquierda para A > 0
y a la derecha para A < 0.

Lotka—Volterra clasico. Para el sistema (2.2.1) el campo es F(h,p) = (ph(1 —
D), —%p(l — h))*, y su matriz diferencial y sus valores en los equilibrios son

p(l—p)  —ph
prtep = | 1 1L
p p
DF(0,0) = {8 _f/p}, DF(1,1) = wﬂ _OP}.

En el origen los autovalores son p > 0y —1/p < 0: es hiperbdlico y es una silla, con
el eje h como direcciéon inestable y el eje p como direcciéon estable, exactamente como
observamos. En (1, 1) los autovalores son =+i: el equilibrio no es hiperbdlico y el teorema
no dice nada. Es una suerte que en la Seccion 2.2.1 hayamos encontrado la cantidad
conservada H: ella es la que decide que (1, 1) es un centro. Este es un buen ejemplo de
que la linealizacién no siempre alcanza.

Lotka—Volterra con capacidad de carga. Para el sistema (2.3.2), la matriz

diferencial es
2h
p (1 - p) —ph
DF(h,p) =

P 1—h|"
p p
y evaluandola en los tres equilibrios,
p 0 —p  —kp }
DF(0,0) = , DF(k,0) = ,
(0,0) [0 —1/p] (£.0) { 0 (k=1/p
—plk —p
DF(l,l—%)— k=1,
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= (0,0) es siempre una silla (autovalores p y —1/p).

= (k,0) tiene autovalores —p y (k —1)/p. Si k < 1 ambos son negativos y es un
nodo estable: los predadores se extinguen y los herbivoros van a la capacidad
de carga, como vimos en la Figura 2.6. Si £ > 1 es una silla. Si £k = 1 tiene un
autovalor nulo, no es hiperbdlico, y el teorema no se aplica: es el caso “lento”
de la Figura 2.7.

» En el equilibrio de coexistencia (que existe si k > 1), tr DF = —p/k < 0
y det DF' = (k — 1)/k > 0, asi que es siempre asintdticamente estable. Los
autovalores son

_ —pE PR

B 2k ’

reales si p?> > 4k(k — 1) (nodo estable, Figura 2.8) y complejos con parte real
—p/(2k) si p* < 4k(k — 1) (foco estable, Figura 2.9).

Ax

La curva p* = 4k(k — 1) en el plano (k, p) es la que separa el acercamiento mon6tono
del oscilatorio, que era la pregunta que habia quedado abierta. Notemos que, para k
grande (capacidad de carga grande, es decir, cerca del modelo clésico), casi siempre
estamos en el caso oscilatorio, y la parte real —p/(2k) tiende a cero: las oscilaciones se
amortiguan cada vez mas lentamente, y en el limite k& — oo recuperamos las 6rbitas
cerradas de (2.2.1). La Figura 5.9 muestra, lado a lado, el sistema (2.3.2) cerca del
equilibrio de coexistencia y su linealizacion: es el Teorema de Hartman-Grobman en
accion.

El modelo de bacterias y el umbral k.. Para el sistema (2.4.2), la matriz
diferencial del campo evaluada en el punto fijo (1,1) es (es un calculo directo)

k=2-8 ;.1
DF(1,1) = kﬂgﬁ) k
1+ 8

Recordemos que, para una matriz 2 x 2, ambos autovalores tienen parte real negativa
si y solo si det > 0 y tr < 0. En este caso

daDFﬂJ%:%&%%%>O<:>k>L
k—2-8

tr DF(1,1) = <0 <= k<2+8.

kE(1+5)
Luego, si 1 < k < 2+ (3, el equilibrio (1,1) es asintoticamente estable (Figura 2.10), y
si k > 2+ 3 es inestable (una fuente). Esto confirma que el umbral observado en las
simulaciones es

k:c:2+ﬁa

el valor para el cual el equilibrio pasa por el vértice de la parabola nulclina. En k = k.
la traza se anula, los autovalores son imaginarios puros y el equilibrio no es hiperbélico.
Lo que el teorema no explica es por qué, al perder estabilidad el equilibrio, aparece un
ciclo limite: para eso hay que esperar al Capitulo 8.
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LV2, p=2.0,k=1.3 linealizado (nodo estable)
—
0.4 1
0.3
IS8
0.2 1
0.1 &
—»——
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
h h
LV2, p=1.0, k=2.0 linealizado (foco estable)
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IS8
0.4 1
0.2 - _”'/
0.8 1.0 1.2
h

FIGURA 5.9. Hartman-Grobman en el modelo (2.3.2): a la izquierda el
sistema en una ventana alrededor del equilibrio de coexistencia (1,1 —
1/k), a la derecha el sistema linealizado y = DF(x*)y en las mismas
coordenadas y con las mismas condiciones iniciales. Arriba p* > 4k(k—1)
(nodo estable), abajo p? < 4k(k — 1) (foco estable).

Volvemos al problema: la epidemia.

Para el modelo SIR (2.5.1) en las variables (s, 7) el campo es F'(s,i) =
(—psi, Bsi — i)' y, en un equilibrio (s*,0),

X 0 —ps*
DF(S70>_|:0 58*_7:|7

cuyos autovalores son 0 y fs* — v = v(Rps* — 1). El autovalor nulo
era previsible: hay un segmento entero de equilibrios, y a lo largo de
él el campo no “empuja’. Ningin equilibrio del SIR es hiperbolico y
el teorema de Hartman—Grobman no se aplica. Lo que si nos dice la
linealizacion es el signo del otro autovalor, que reproduce el umbral
que encontramos a mano: Rps* < 1 (direccion atractora transversal
al segmento) o Rys* > 1 (direccion repulsora). El analisis directo del
Capitulo 4 sigue siendo el que decide la estabilidad.

49
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Volvemos al problema: el circuito.

Para el sistema de van der Pol (3.7.1), F(x,y) = (y, —z— (22 —1)y)*
y
0 1
-1 A

con autovalores %()\j: VAZ — 4). Para todo A\ # 0 el origen es hiperbdlico
y el teorema se aplica: si A > 0 es un foco inestable (para 0 < A < 2) o
un nodo inestable (para A > 2), y si A < 0 es un foco o un nodo estable.
Queda demostrado que, para A > 0, el circuito se enciende: el reposo
es inestable. Solo en A = 0 (el oscilador armoénico puro) el origen es un
centro no hiperbolico, y el sistema (3.7.1) es, en ese caso, exactamente
lineal.

DF(0,0):{ ], tr=X\, det=1,



Capitulo 6
Sistemas conservativos y funciones de Lyapunov

En este capitulo empezamos estudiando sistemas mecanicos que introducimos en
el Capitulo 3 y explotamos el hecho de que muchos de esos sistemas tienen cantidades
conservadas (la energia) para analizar la estabilidad de los equilibrios. Luego vemos
como esa idea puede ser extendida por el uso de funciones de Lyapunov, que fueron
introducidas por A. M. Lyapunov en su tesis doctoral de 1892 [26].

6.1. Sistemas conservativos

De acuerdo con la segunda ley de Newton, una particula sometida a la accién de
una fuerza F' obedece la ecuacion
F =ma,
donde m > 0 es la masa de la particula y a su aceleracion.

Si la posicion de la particula estd dada por x(¢t) € R", la velocidad v(¢) y la
aceleracion a(t) se definen como

X =1, X =vVv=a.

La particula tiene asociada una energia cinética E., definida por

1
E, = —m|v]* = —m|x|*.
2 2
En muchos contextos fisicos, la fuerza F' deriva de un potencial escalar U: R" — R,

es decir,

F=-VU.
En este caso, se define la energia potencial de la particula como
E, =U(x).

La suma de la energia cinética y la energia potencial,
1
E=E.+E,= 5m|>'<|2 + U(x),

se denomina energia mecdnica total del sistema.

Un sistema de este tipo se llama conservativo, ya que la energia mecénica se conserva
a lo largo del movimiento. En efecto, derivando respecto del tiempo se obtiene

dE
o =mx-%+ VU(x) - x =% (m% + VU(x)).
Usando la ecuacion de movimiento mx = F(x) = —VU(x), se concluye que
dE
gy
dt ’
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y por lo tanto la energia total E es constante a lo largo de las trayectorias.

Desde el punto de vista dinamico, el movimiento de una particula en un campo de
fuerzas conservativo puede formularse como un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden en el espacio de fases (x,v) € R” x R", dado por

X =1V,
) 1
v=—-—VU(x).
m
En este marco, las trayectorias del sistema quedan confinadas a los conjuntos de nivel

de la energia total E, lo que impone fuertes restricciones sobre la dindmica y constituye
una de las caracteristicas fundamentales de los sistemas conservativos.

6.1.1. El caso unidimensional. Cuando n = 1, la energia total queda definida
como

1
E = §m|x|2 + U(z),
con U: R — R y luego, llamando y = &, obtenemos E: R* = R, E(z,y) = 2y*+U(z).
EJEMPLO 6.1.1 (El péndulo). En la seccion 3.4 estudiamos el caso del péndulo
simple

6+ w?singd =0, w?>==.

Llamando z = 6, y = 0, reescribimos el problema como

T=1y
= —w?sinz

Luego, si definimos U(z) = w?(1 — cosz), tenemos que U'(z) = w?sinz, de donde

1 1
E(z,y) = §y2 +U(z) = §y2 + w?(1 — cos )
resulta constante sobre las trayectorias del sistema. En la Figura 6.1 estan graficadas
algunas curvas de nivel de E y en la Figura 6.2 estdn graficados juntos la funcién
potencial con el diagrama de fases.

Observemos que en todo sistema de la forma

T=1

i = ~U'(x)
tendremos que la energia E(z,y) = 3y° 4+ U(x) serd conservada por las trayectorias,
con lo que cada trayectoria estara contenida en una curva de nivel de E. Por otro lado,
cuando la trayectoria se encuentre en el semiplano superior {y > 0}, tendremos & > 0

con lo cual la trayectoria se movera de izquierda a derecha, mientras que en semiplano
inferior, {y < 0}, la trayectoria se movera de derecha a izquierda.

Por otro lado, los equilibrios del sistema seran de la forma (z*,0) donde U’(x*) = 0.
Es decir, z* es un punto critico del potencial U.
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F1GURA 6.1. Curvas de nivel para la energia asociada al péndulo simple.

U(z) =w?(1 —cosz), w=1

F1GURA 6.2. Funcién potencial y trayectorias para el péndulo simple.

Finalmente observemos que si una trayectoria (x(t),y(t)) verifica que para algun ¢,
se tiene que y(ty) = 0 y llamamos T = x(ty) entonces

U(z) = E(x(to), y(to)) = E(x(t),y(t)) = %?ﬁ(t) +U(x(t) = U(x(t)).

Es decir que a lo largo de toda la trayectoria, la misma no escapa el pozo de potencial
U(z) < U(Z) y solo alcanza ese nivel de potencial si simultaneamente se tiene que
y = 0. Ver Figura 6.3.
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Ulz) = (2% —1)2

-2 /_\
—20 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 2.0
X

FIGURA 6.3. Funcién potencial y diagrama de fases asociado.

6.2. Funciones de Lyapunov

Tomando la idea de la seccion anterior, en su tesis doctoral de 1892, A. M. Lyapunov
introduce lo que hoy llamamos funciones de Lyapunov para estudiar la estabilidad de
puntos de equilibrio.

DEFINICION 6.2.1 (Funcién de Lyapunov). Sea x* € R™ un punto de equilibrio de
la ecuacion x = F(x). Sea V: U C R" — R una funciéon de clase C' donde U es un
entorno de x*. Decimos que V es una funciéon de Lyapunov para x* si

1. V tiene un minimo estricto en x*: V(x) > V(x*) para todo x € U, x # x*;
2. V no crece a lo largo de las soluciones: para todo x € U,

V(x) = Svia)] <o

donde ¢; es el flujo asociado a la ecuacion.

Cuando en la desigualdad anterior se reemplaza < por < para todo x # x*, se dice que
V' es una funciéon de Lyapunov estricta.

TEOREMA 6.2.2 (Lyapunov). Sea x* un equilibrio de x = F(x). Si existe una
funcion de Lyapunov en un entorno de x*, entonces el equilibrio es estable. St existe
una funcion de Lyapunov estricta, entonces el equilibrio es asintdticamente estable.

La idea de la demostracion es simple (los detalles pueden verse en [20]). Como V/
tiene un minimo estricto en x*, los conjuntos de nivel {V' < ¢} para ¢ apenas mayor que
V(x*) son entornos chicos de x*. Como V' no crece sobre las soluciones, una trayectoria
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que empieza en {V < ¢} no puede salir de ahi: eso es la estabilidad. Si ademas V
decrece estrictamente, la trayectoria tiene que ir bajando de nivel hasta el minimo: eso
es la estabilidad asintotica.

En los ejemplos aparece con frecuencia una situacion intermedia: V' < 0, pero V
se anula en algunos puntos distintos del equilibrio (tipicamente, sobre una curva), de
modo que V no es estricta. El siguiente refinamiento resuelve esos casos.

TEOREMA 6.2.3 (Principio de invariancia de LaSalle). Sea V' una funcion de Lya-
punov para X* en un entorno U, y sea Z = {x € U: V(x) = 0}. Si la unica trayectoria
completa contenida en Z es el equilibrio xX*, entonces X* es asintoticamente estable.

Dicho de otro modo: no importa que V se anule en algunos puntos, siempre que
las trayectorias no puedan quedarse en esos puntos. Una demostracion puede verse en
[21].

Un hecho fundamental, es que se puede calcular V(x) sin la necesidad de calcular
el flujo de la EDO. En efecto, usando la regla de la cadena,

V@%:%VWMQMﬂZ%VV@ﬁW-@@MmO
= (VV(u(x)) - F(¢1(x)))]e=0 = VV(x) - F(x)

La dificultad en aplicar el método de Lyapunov consiste justamente en encontrar
una funcién de Lyapunov para una EDO dada. Sin embargo hay ciertas situaciones en
donde esto es relativamente simple. Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 6.2.4 (Sistemas conservativos). Como vimos en la secciéon anterior, si
tenemos un sistema de la forma

X=y
y =-VU(x)
definido en R?", el mismo tiene una energfa mecanica total dada por E(x,y) = 3|y|*+

U(x). Esta energia verifica que £ = 0. Luego si x* es un minimo local estricto de U
sigue que F es una funcién de Lyapunov para el punto critico (x*,0) y por ende el
mismo resulta estable.

EJEMPLO 6.2.5 (Sistemas Hamiltonianos). Una generalizacion del ejemplo anterior
son los llamados sistemas Hamiltonianos. Sea H: R*" — R una funcién de clase C* (la
funcion H se la llama el Hamiltoniano) y consideramos el sistema

q = Hp(q,p)
p - _Hq<q7 p)7
donde p,q € R", p = (p1,...,00)", 4 = (q1,---,qn)", Hy = (0p,H,...,0,, H)" y
Hy= (0,H,...,0,H)
Observemos que H(q,p) = Hy(q,p)-q+ Hp(q,p) p=Hq-Hy— Hp-Hq=0. Es
decir, el Hamiltoniano es constante a lo largo de las trayectorias del sistema.

Ahora, (q*,p*) es un punto de equilibrio para el sistema si y solo si es un punto
critico para el Hamiltoniano H y si es un minimo local estricto para H, entonces H
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resulta ser una funciéon de Lyapunov para (q*, p*). Luego, todo minimo local estricto
de H es un punto de equilibrio estable para el sistema.

Observemos que un sistema Hamiltoniano es una generalizacién de un sistema con-
servativo. Basta tomar a la energia total £/ como Hamiltoniano.

EJEMPLO 6.2.6 (Péndulo y péndulo amortiguado). Un caso importante que ya
hemos estudiado en diversas oportunidades es el del péndulo (Secciones 3.4 y 3.5 y
Ejemplos 5.3.4 y 6.1.1).

Para el péndulo simple, el sistema a analizar es

T=1y
= —w?sinz.

De acuerdo a lo discutido en el Ejemplo 6.2.4, la energia total

1
E(z,y) = §y2 + w?*(1 — cos )
resulta ser una funcion de Lyapunov para los puntos estacionarios de la forma (z*,0)
con z* minimos de la funcion potencial U(x) = w?(1 — cos ). Por ende estos resultan
estables. Ver Figura 6.2.

El péndulo amortiguado es

T=1y
Y = —w?sinz — 2ay.

En este caso, la amortiguacion hace que el péndulo vaya perdiendo energia mecénica,
lo que hace suponer que la misma funcién de energia pueda funcionar como funciéon de
Lyapunov. Efectivamente,

E =yj+w’sinzd = y(—w?sinz — 2ay) + w’sinz y = —2ay°.

Luego E es una funcién de Lyapunov para los equilibrios (2k7,0), que son minimos
de E, y estos resultan estables. Pero £ = —2ay? no es estrictamente negativa: se
anula sobre todo el eje y = 0. Acé interviene el principio de LaSalle: una trayectoria
que se mantuviera en {y = 0} tendria & = y = 0, es decir x constante, y entonces
y = —w?sinz = 0, lo que la obliga a ser un equilibrio. Luego los equlhbrlos (2km,0)
son asintoticamente estables, lo que coincide con lo que obtuvimos por linealizacién en
el Ejemplo 5.3.4. La ventaja del argumento de energia es que ademas nos dice cual es
la cuenca de atraccion: al menos todo el pozo de potencial {F < 2w?} alrededor de

cada minimo.

Volvemos al problema: el circuito.

Ya sabemos, por el Capitulo 5, que el origen del sistema de van der
Pol (3.7.1) es inestable para A > 0 y asintoticamente estable para A < 0.
Veamos qué agrega el método de Lyapunov. La “energia” V(z,y) =
(22 + y?) tiene un minimo estricto en el origen y, como calculamos en
la Seccion 3.8,

V= —Az? - 1)y
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Si A < 0, entonces V < 0 en la franja |z| < 1, con igualdad solo sobre
y = 0; por el principio de LaSalle (una trayectoria contenida en y = 0 es
un equilibrio, como en el péndulo), el origen es asintoticamente estable,
y ademas toda trayectoria que empiece en el disco V' < 1/2 converge
a él. Para A > 0, V crece estrictamente sobre toda trayectoria de la
franja que no sea el equilibrio, y esto muestra que las trayectorias que
empiezan cerca del origen se alejan hasta salir de cualquier disco de
radio menor que 1: el origen es inestable, ahora con una estimaciéon de
cudnto se aleja la corriente antes de que la friccién no lineal empiece a
frenarla. Ver Figura 6.4.

Volvemos al problema: la epidemia.

El modelo SIR tiene una cantidad monétona muy natural: el nimero
de infectados. En la region s < 1/Ry, i = (s — )i < 0 siempre que
1 > 0, y i decrece hacia 0. No es una funciéon de Lyapunov en el sentido
estricto de la definicion (se anula sobre todo el segmento de equilibrios,
no so6lo en uno de ellos), pero cumple el mismo papel: es el argumento
de monotonia con el que en el Capitulo 4 probamos la estabilidad de los
equilibrios (s*,0) con s* < 1/R,.

OBSERVACION 6.2.7 (Lotka—Volterra revisitado). La cantidad conservada H de
(2.2.2) es una funciéon de Lyapunov (no estricta) para el equilibrio (1,1) de (2.2.1):
tiene un minimo estricto alli y H = 0. El Teorema 6.2.2 da la estabilidad que ya cono-
ciamos. Més interesante es el modelo con capacidad de carga (2.3.2): en los ejercicios
se propone verificar que, si p* =1 — 1/k, la funciéon

V(h,p) = (h—Inh) + p*(p — p"lnp)
verifica V = —2(h —1)*> < 0. Como los conjuntos de nivel {V < ¢} son compactos en
el cuadrante abierto h,p > 0 (porque V — 400 cuando h o p tienden a 0 0 a +00),
el principio de LaSalle, aplicado en cada uno de ellos, muestra que el equilibrio de
coexistencia no solo es asintoticamente estable (lo que ya sabiamos por linealizacion)
sino que atrae a todas las trayectorias con h(0),p(0) > 0, algo que la linealizacion, que

es local, nunca podria decir. Esto es exactamente lo que mostraban las simulaciones
del Capitulo 2.
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A=0.5 A=-0.5
2 4
> 01
—2 1 /\
= Cjclo estable == = ciclo inestable
—2 0 2 —2 0 2
X X

FIGURA 6.4. Diagrama de fases para el oscilador de van der Pol (3.7.1).
A la izquierda, A = 0,5: el origen es inestable y las trayectorias convergen
a un ciclo limite. A la derecha, A = —0,5: el origen es asintoticamente
estable; existe también un ciclo limite inestable (la imagen del ciclo de
A = 0,5 por la reflexion (z,y) — (z, —y), que es lo que produce invertir
el tiempo) que separa las trayectorias que convergen al origen de las que
escapan.



Capitulo 7
Dinamica global en dimensién dos

En este capitulo introducimos algunos conceptos generales relacionados con el com-
portamiento asintotico de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Nuestro ob-
jetivo es, luego, dar una descripciéon global de dicho comportamiento en dimension dos,
donde se dispone de una herramienta fundamental: el Teorema de Poincaré—Bendixson.

7.1. «ay w limites

Dada una ecuacion diferencial ordinaria
x = F(x),

una pregunta fundamental es la siguiente: ;podemos determinar, para una trayectoria
dada ¢;(x), de donde proviene y hacia donde va? Es decir, queremos caracterizar todos
sus posibles pasados y todos sus posibles futuros. Esta es precisamente la idea detras
de los conjuntos a-limite y w-limite. Recordemos que « es la primera letra del alfabeto
griego y w la tltima.

DEFINICION 7.1.1. Sea F' € C'(R";R") un campo tal que el flujo asociado ¢; esta
globalmente definido. Dado x € R", definimos el w-limite de x como el conjunto

L,(x) ={y € R": 3¢, — oo tal que ¢y, (x) — y cuando k — oo}.
Anélogamente, definimos el a-limite de x como
L,(x) ={y € R": 3t;, — —o0 tal que ¢, (x) — y cuando k — oo}.

Un ejemplo simple de conjunto w-limite esta dado por los puntos de equilibrio
asintoticamente estables. Para formalizar esta idea introducimos la siguiente definicion.

DEFINICION 7.1.2. Sea F' € C*(R™;R") un campo tal que el flujo asociado ¢; esta
globalmente definido. Sea x* un equilibrio asint6ticamente estable. Definimos su cuenca
de atraccion como el conjunto

B(x") = {x € R": ¢(x) = x* cuando t — oo}.

Es inmediato verificar que L, (x) = {x*} para todo x € B(x").

Una propiedad fundamental de los conjuntos w-limite (y anidlogamente de los con-
juntos a-limite) es su invariancia por el flujo.

PROPOSICION 7.1.3. Sea F' € C*(R™;R") un campo tal que el flujo asociado ¢; estd
globalmente definido. Sea x € R" yy € L,(x). Entonces

o(y) € Ly(x) para todo t € R,
es decir, ¢1(Ly(x)) C Ly(x).
59
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DEMOSTRACION. Sea 'y € L,(x) y sea t € R. Definimos z = ¢;(y). Por definicion
de conjunto w-limite, existe una sucesion ¢, — oo tal que ¢, (x) — y cuando k — oo.

Como el flujo es continuo, se tiene

D11, (X) = Pi(Dr, (X)) = D(y) = 2,

lo que prueba la afirmacion. O

7.2. El Teorema de Poincaré—Bendixson

En general, obtener una descripcion completa del conjunto w-limite de una ecuacion
diferencial puede ser una tarea extremadamente compleja. Un ejemplo paradigmatico
es el atractor de Lorenz, que describe el w-limite de ciertas trayectorias de un sistema
caotico (ver Figura 7.1). Dicho atractor aparece en el sistema

.Z.U:O'(y—ll/’>,
y=x(p—2)—v,
Z=uxy— Bz

A pesar de la aparente simplicidad del sistema —la no linealidad es un polinomio de
grado dos—, su dinamica puede ser cadtica dependiendo de los valores de los parametros
o, py [B. Es sabido, por ejemplo, que para ¢ = 10y 5 = %, si p < 13,93 todas las
trayectorias se estabilizan en un equilibrio; entre 13,93 y 24,06 aparece caos transitorio
(las trayectorias vagan de forma irregular durante un tiempo y luego se estabilizan);
entre 24,06 y 24,74 coexisten el atractor cadtico y dos equilibrios estables, y a partir de
24,74 esos equilibrios se vuelven inestables. La Figura 7.1 fue obtenida para los valores

c=10,p=28y =3

o=10, p=28, 3=8/3

Ficura 7.1. El atractor de Lorenz.
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Sin embargo, en dimensién dos la situacion se simplifica notablemente. En este
caso es posible dar una descripcion completa de los posibles conjuntos w-limite para
cualquier ecuacion diferencial ordinaria. Este es el contenido del Teorema de Poincaré—
Bendixson.

TEOREMA 7.2.1 (Poincaré—Bendixson). Todo conjunto limite compacto y no vacio
de un flujo en dimension dos, definido por un campo de clase C', que no contiene
puntos de equilibrio, es una orbita cerrada.

Una demostracion de este resultado puede encontrarse, por ejemplo, en [20].

OBSERVACION 7.2.2. Hay una version mas general, que necesitamos cuando la re-
gion que estudiamos contiene equilibrios en su borde: si un conjunto w-limite compacto
contiene s6lo un nimero finito de equilibrios, entonces es un equilibrio, una 6rbita ce-
rrada, o esta formado por equilibrios y por érbitas que salen de uno de ellos y llegan a
otro (o al mismo). En el dltimo caso se habla de un ciclo heteroclinico (u homoclinico),
y no es un ciclo limite. Ademaés, si un w-limite contiene una silla y no se reduce a ella,
contiene algin punto de la variedad estable de esa silla distinto de ella [30].

DEFINICION 7.2.3. Un ciclo limite es una orbita cerrada v tal que v C L, (x) o
v C Lo(x) para algin punto x ¢ +.

Las o¢rbitas cerradas que rodean a un centro no son ciclos limite. Un ciclo limite
es, en cambio, una oOrbita cerrada aislada: existe un entorno anular del ciclo que no
contiene ninguna otra o6rbita cerrada.

El Teorema de Poincaré—Bendixson es una herramienta poderosa para demostrar
la existencia de ciclos limite. En efecto, si se logra encontrar una regién compacta
D C R? que sea positivamente invariante para el flujo ¢; (es decir, tal que x € D
implica ¢;(x) € D para todo t > 0) y que no contenga puntos de equilibrio, entonces
el teorema garantiza la existencia de una 6rbita cerrada contenida en D (el w-limite de
cualquier punto de D). Esa o6rbita es un ciclo limite si la trayectoria de algin punto de
D no es ella misma periédica.

EJEMPLO 7.2.4. Consideremos el siguiente sistema en dimension dos:
& =z—y—z(a®+y?),
J=z+y—ya®+y?).
Si reescribimos este sistema en coordenadas polares obtenemos
F=r—r, 0=1.

Observamos que la soluciéon r = 1, 6 = t corresponde a una oOrbita cerrada. Ademés,
si tomamos 0 < r; < 1 < ry, se verifica que » > 0 parar; < r < 1y r < 0 para
1 < r < ry. En consecuencia, el conjunto

D={(z,y): i <2’ +y* <y}

es positivamente invariante y no contiene puntos de equilibrio. Por el Teorema de
Poincaré-Bendixson, este conjunto contiene un ciclo limite.
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2
D:{n <r< T‘g}
=== ciclo limite r=1 .22 __
L= * .-'“-.\
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F1GURA 7.2. Diagrama de fases para el Ejemplo 7.2.4.

Volvemos al problema: el circuito.

El sistema de van der Pol (3.7.1) es el ejemplo historico de ciclo
limite, y el Teorema de Poincaré—Bendixson es la herramienta para de-
mostrar que existe. Sabemos que para A > 0 el origen es una fuente
(Capitulo 5) y que la energia decrece cuando |z| > 1 (Seccién 3.8). Para
aplicar el teorema hace falta construir una regiéon anular D positiva-
mente invariante que rodee al origen sin contenerlo: el borde interior
puede ser un circulo de radio menor que 1, que las trayectorias no cru-
zan hacia adentro porque sobre él E = —\(22 — 1)y? > 0 (que el origen
sea una fuente no alcanza por si solo: en general, el circulo chico tiene
que reemplazarse por una elipse adaptada a la matriz DF'(0)), pero el
borde exterior no puede ser un circulo, porque en la franja |z| < 1 la
energia crece y las trayectorias salen de cualquier disco. La construcciéon
correcta usa un contorno adaptado al campo y es laboriosa; puede verse
en [39] o [30]. El resultado, que enunciamos sin demostracion, es més
general y se debe a Liénard (1928):

TEOREMA 7.2.5 (Liénard). Consideremos la ecuacion & + f(x)& +
g(x) =0 con f,g de clase C*, g impar con g(x) > 0 para x > 0, f par,
y tal que G(z) = [ f(s)ds es negativa en (0,a), positiva y creciente
en (a,00) y tiende a +00. Entonces la ecuacion tiene una unica orbita
cerrada, que es un ciclo limite estable y atrae a todas las trayectorias
salvo el origen.

La ecuacion de van der Pol es el caso f(x) = A(z?—1), g(x) = x, con
G(z) = M2?/3—2) y a = v/3. Queda asi respondida la segunda pregunta
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de la Seccion 1.3: para todo A > 0 el circuito termina oscilando sobre
una Unica orbita, con una amplitud y un periodo que no dependen del
estado inicial. Para A chico el ciclo es casi una circunferencia de radio 2 y
el periodo es cercano a 27 (la oscilacion natural del circuito, 27V LC en
las unidades originales); para A grande la forma de onda se vuelve muy
distinta de una sinusoide (oscilaciones de relajacion) y el periodo crece
como \. Estas afirmaciones se exploran numéricamente en el laboratorio.

OBSERVACION 7.2.6. El modelo de bacterias (2.4.2) también puede tratarse con el
Teorema de Poincaré-Bendixson: para k > k. el equilibrio (1,1) es una fuente, y se
puede construir una region del cuadrante positivo, acotada y positivamente invariante,
de la que se extrae un disco chico alrededor de (1,1); el teorema garantiza entonces
un ciclo limite dentro de esa region. Los detalles se proponen como ejercicio guiado.
Notemos la diferencia con Lotka—Volterra (2.2.1): alli las orbitas cerradas no son ciclos
limite, porque ninguna es aislada; el teorema se aplica, por ejemplo, a la region anular
comprendida entre dos curvas de nivel de H, pero sélo dice lo que ya sabiamos: que
contiene Orbitas cerradas.

7.3. Estudio grafico de sistemas en dimensiéon dos

En esta seccion presentamos algunas estrategias graficas para determinar el dia-
grama de fases de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en dimensién dos, en
particular de sistemas de la forma

Ny = Ny f1(Ny, N,), Ny = Nyfo( Ny, Ny).

Este tipo de sistemas aparece con frecuencia en el modelado de poblaciones. Ya
hemos visto ejemplos en el estudio de las ecuaciones de Lotka—Volterra (Secciones 2.2
y 2.3), donde N; y N, representan dos poblaciones cuyas tasas de crecimiento relativas
Ni/Ni estan dadas por las funciones f;(Ny, Na).

La idea general del analisis geométrico es la siguiente:

1. Dividir el cuadrante positivo del plano (N, N») en regiones delimitadas por las
nulclinas
Ni = {(N1, Na): fi(N1, N2) = 0}.
2. En cada region, determinar el signo de las tasas de crecimiento y, por lo tanto,
la direcciéon del campo vectorial.
3. Representar graficamente estas direcciones mediante flechas.

Veamos cémo aplicar esta estrategia en un ejemplo concreto.

EJEMPLO 7.3.1 (Competencia de especies). Supongamos que dos especies compiten
por un mismo recurso. Su evoluciéon puede modelarse mediante el sistema

Nl =rN - % — AN Ny,

NQ = ’I"QNQ 1-— % - )\QNlNQ.
Cada poblacion N; presenta un crecimiento logistico con tasa intrinseca r; y capacidad

de carga K;, mientras que la presencia de la otra especie reduce su tasa de crecimiento.
Todas las constantes se asumen positivas.
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Procedemos a adimensionalizar el sistema introduciendo las variables

T Nz i
T:mt7 P = /r._la ni:_aZ:172a
\[ 2

MK, Ao Ky
o] = g = .
! \/7'17"27 2 VTiT2

El sistema se reduce entonces a

y los pardmetros

n} = pni(1 —ny) — ainine,
nh = %}ng(l — Ng) — QaNyNg,

donde el niimero de parametros se ha reducido de seis a tres.
Las nulclinas estan dadas por

Ny = {p(1 —ny) — aumy = 0}, A@_{l }

—(]. — ng) — QN = 0
p
Hay un equilibrio de coexistencia de ambas especies si y solo si N1 NNy # 0 (que la
coexistencia se observe depende, ademaés, de que ese equilibrio sea estable).

Esta interseccion puede caracterizarse en términos de las cantidades

_ P _ 1
a; = — g — —.

aq pPQ2
Es facil ver que Ny NN, # 0 si y s6lo si se verifica una de las condiciones

ar>1yay>1 0 a <1lyay <l1.

Ver Figura 7.3.

al,a2>1

a1, a < 1
a; =1.67, a=1.25

[ 071, as = 080
a7

nodo estable

T2

nodo estable
,-"\""-_)

nodo inestable
Y

o\
silla ‘nodo inestable\_ nodo estable
1 a» as 1
m

ni

FIGURA 7.3. Grafico de las nulclinas en los casos a; > 1 (izquierda) y
a; < 1 (derecha), i =1, 2.
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El analisis del campo vectorial muestra que el equilibrio de coexistencia es asinto-
ticamente estable cuando ai,as > 1, mientras que resulta ser un punto silla cuando
ai, ay < 1.

En los casos a1 < 1 < as y as < 1 < ay las nulclinas no se intersectan, por lo que
la coexistencia no es posible: una de las dos especies excluye a la otra. La Figura 7.4
muestra los retratos de fase de los cuatro casos; queda como ejercicio para el lector
justificar el de los dos tltimos con el analisis del campo.

ay,as > 1: coexistencia ay1,ae < 1: biestabilidad
a1
o1 1- o] 1-
e e
aj 7
1 a az 1
ny nq
a; <1< ag: gana la especie 2 as <1<ay: gana la especie 1
ai
o1 1 [ 1_
S S
ai
\ gum— \ o
1 a a; 1
ny ny

—_— N — A

p=1; (a1,a2): arriba (0.6, 0.8), (1.4, 1.25); abajo (1.4, 0.8), (0.6, 1.25)

FIGURA 7.4. Retratos de fase del modelo de competencia (p = 1) en los
cuatro casos: aj,as > 1 (coexistencia asintoticamente estable), aj,ay < 1
(el equilibrio de coexistencia es una silla: biestabilidad, gana la especie
que parte con ventaja), a; < 1 < ay (gana la especie 2) y as < 1 < ay
(gana la especie 1). Puntos llenos: equilibrios estables; vacios: inestables
o sillas.






Capitulo 8
Bifurcaciones

En general uno espera que las propiedades cualitativas de un modelo no cambien
significativamente cuando el mismo es modificado levemente. Es decir, un modelo debe
ser robusto para pequenas perturbaciones. Esta propiedad en un modelo se la denomina
estabilidad estructural.

Por otro lado, si uno contintia perturbando el modelo, ocurre que a partir de un cier-
to umbral de perturbaciones se observa que el mismo presenta un cambio en su dinamica
(por ejemplo, aparecen nuevos puntos estacionarios, puntos estacionarios modifican su
dindmica, etc). Ese cambio repentino en la dindmica de un sistema se lo denomina una
bifurcacion.

En este capitulo intentaremos dar precisiones sobre estos conceptos y dar una breve
introduccion a los distintos tipos de bifurcaciones que pueden ocurrir.

8.1. Estabilidad estructural

Para definir este concepto, primero tenemos que entender lo que significa realizar
una perturbacion de un modelo. Una EDO viene determinada por un campo vectorial
F: R — R". Para que la EDO esté bien definida, precisamos que el campo sea de
clase C*.

Perturbar levemente el campo F' significa modificar el campo F manteniéndolo
cerca del mismo. Pero para eso tenemos que definir qué significa estar cerca.

La forma estandar de realizar eso es a través de una norma || - || y decir que F'y G
estan cerca si |[F' — G| es chico. Pero jqué norma conviene utilizar?

La primera opcién es utilizar la norma C°, es decir
[1F'llo = sup | F'(x)]
xeU

donde | - | es la norma euclidea en R™ y U es un abierto de R™ con clausura compacta.

Como se ve en la Figura 8.1, dos campos cercanos en la norma C° no tienen necesa-
riamente el mismo nimero de puntos de equilibrio hiperbélicos. Necesitamos entonces
una nocién de proximidad més fuerte que requiera que tanto la funciéon como sus de-
rivadas sean proximas. Para eso se define la norma C! como

1Pl = sup (|FGo] + [DFG).
xeU
donde ||A|| es una norma en el espacio de matrices R"*". Por ejemplo

n 2
1Al ={ > ai;

4,j=1
67
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0.6

— Fz)=—2

—— G(z)=—x +3csen(z/=)
® equilibrio estable
O inestable / silla

0.4 1

0.2 1

()
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=
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FIGURA 8.1. Dos campos C cerca pero cuyos flujos presentan un dife-
rente comportamiento dinamico.

De manera anédloga se pueden seguir definiendo las normas || - || que miden la
proximidad de las funciones y sus derivadas hasta orden k.

Llamaremos F(U) al espacio de todos los campos vectoriales F': U — R" de clase
C' con norma || - ||;. Definimos entonces el e—entorno de F' € F(U) como

N.(F) = {G € F(U): ||F — G|, < }.

Un campo G € N.(F) se dice que esta e-C'-cerca de F o que es una e-C'-perturbacion
de F'.

TEOREMA 8.1.1. Sea x* un punto fijo hiperbolico del flujo ¢; generado por el campo
F € F(U). Entonces existe un entorno V de x* y e > 0 tal que si G € N.(F), entonces
G genera un flujo 1y que tiene un unico punto fijo hiperbolico y* € V. Mas ain, las
matrices diferenciales DF(x*) y DG(y*) tienen el mismo nimero de autovalores con
parte real positiva y negativa.

DEMOSTRACION. Para una demostracion de este resultado, se puede consultar a
[21, 30]. Hagamos un boceto de la demostracion en el caso paramétrico. Es decir, en
el caso en que G(x) = F'(x, ) donde p € R” es un conjunto de parametros.

Supongamos que para un cierto valor de los pardmetros u* tenemos un punto fijo
hiperbolico x*. Entonces, si los autovalores de DF'(x*, 1*) tienen parte real no nula,
podemos aplicar el Teorema de la Funciéon Implicita y concluir que existe una tinica
funcion x(u) definida para p cerca a p* tal que

F(x(p),p) =0y  x(u")=x"
Por otro lado, como los autovalores de DF(x(u), p) son continuos con respecto a f,
para p cerca de p* todos los autovalores van a tener atn parte real distinta de cero.
Luego los puntos de equilibrio cercanos a (x*, ;*) también resultan hiperbolicos y con
la misma estabilidad que (x*, u*). 0J

Cuando estamos en presencia de puntos fijos no hiperbélicos el Teorema 8.1.1 ya
no es cierto y hemos visto varios ejemplos de esa situaciéon en estas notas.
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Por ejemplo, el campo F(x,y) = (y, —w?sinx) representa el péndulo simple. El
origen es un equilibrio no hiperbdlico. El péndulo amortiguado viene dado por el campo
G(x,y) = (y,—w?sinx — 2ay). Si a es pequeiio, G es una ¢ — C'—perturbacién de F,
sin embargo la dindmica de G es diferente a la de F' dado que el origen es un equilibrio
hiperbodlico asintoticamente estable.

8.2. Bifurcaciones locales

En la Seccion 2.4 estudiamos el siguiente sistema

_ h apph
W—hg—zf—ﬁ%
P = — P,

donde

= (1-7)B+1 ¥ a=s(3+1)

Este sistema exhibe dos comportamientos cualitativos bien diferentes. Para k < S+2 el
punto de equilibrio (1, 1) es asintéticamente estable, pero para k > $+2 el punto (1, 1)
es inestable y el w—Ilimite es un ciclo limite. El cambio de comportamiento ocurre
para k = [ 4+ 2, esto es cuando el punto (1,1) no es hiperbélico. Este cambio de
comportamiento en un sistema ante una variacién leve de sus parametros es lo que
llamamos una bifurcacion.

Hemos visto varios ejemplos de este fenémeno a lo largo de las notas (ver, por
ejemplo, el oscilador de van der Pol, Seccion 1.3).

Supongamos que tenemos una familia de campos indexados por un vector de paré-
metros F'(x, ;1) donde p € R". Supongamos que para un cierto valor de los parametros
p*, tenemos un equilibrio x* para el flujo generado (i.e. F/(x*, u*) = 0). La pregunta que
buscamos responder es: ;Se preserva la estabilidad del equilibrio x* cuando variamos
los pardmetros p?

Si el equilibrio es hiperbodlico, entonces por el Teorema 8.1.1 sigue que el flujo gene-
rado por F'(-, ;1) es localmente estructuralmente estable en (x*, *). Como consecuencia,
si 1 es cercano a p* vamos a tener un tnico equilibrio x(u) cercano a x* y la estabilidad
de x(ut) es la misma que la de x*.

Por otro lado, si el equilibrio (x*, x*) no es hiperbolico, el campo F(x, i) no es
estructuralmente estable en (x*, u*). En este caso para valores de u cercanos a p*
puede ocurrir un comportamiento dinamico completamente diferente.

En este capitulo vamos a investigar las bifurcaciones mas simples que pueden apa-
recer en puntos de equilibrio no hiperbolicos en sistemas en dimension 1 y 2.

8.3. Bifurcaciones para campos vectoriales unidimensionales

En un sistema en dimensién uno, un punto de equilibrio no hiperbélico esté asociado
a un cero de la derivada del campo en el equilibrio.
En esta seccion vamos a describir los tipos mas importantes de bifurcaciones para
ecuaciones del tipo
&= f(z,p) (zeRpueR).
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (z*, u*) = (0,0), luego

f00=0 v Zoo-o

Bifurcacion silla-nodo. Consideremos la ecuacién
(8.3.1) &= p—

Para © = 0, ¥ = 0 es el tnico punto de equilibrio y no es hiperbélico dado que
f2(0,0) = 0, luego el sistema no es estructuralmente estable. Para p < 0 no hay equi-
librios mientras que para g > 0 hay dos equilibrios z* = £,/u. Como f,(&/p, 1) =
F2./1, /1 es asintoticamente estable y —,/u es inestable. Los diagramas de fase res-
pectivos los pueden ver en la Figura 8.2.

p=—0.5 (u<0)
11 @ equilibrio estable
= O inestable / silla
g O <
=
-1+ /\
n=>0
l_
/-i b Fan db
Hh 0 - S -
=
—1-
1=0.5(u>0)
l_
,i‘ |-
H" 0 »
=
—1 1
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

FIGURA 8.2. Diagramas de fase de (8.3.1) para distintos valores de p.

Toda la informacion de la bifurcacion se suele resumir en un diagrama de bifurcacion.
Ver Figura 8.3. Este diagrama grafica en el plano (u, r) a la curva de equilibrios p—z% =
0, se grafica con linea llena cuando es estable y con linea puntuada cuando es inestable.
Para cada valor de u fijo, la linea vertical refleja el diagrama de fases de la ecuacion
(8.3.1) para ese valor de p. Comparar con la Figura 8.2.

Bifurcacion transcritica. Consideremos ahora la ecuaciéon
(8.3.2) i = pr — 2°.

Para p = 0, el tnico equilibrio es z* = 0. Este punto no es hiperboélico, dado que
f(0,0) = 0, luego el campo f(z,0) no es estructuralmente estable y g = 0 es un
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- esfiable

== jnestable

® equilibrio estable
054 O inestable/silla

1.0

—0.5 1 ‘ SN

—1.0

-1.0 —05 0.0 0.5 1.0

FIGURA 8.3. Diagrama de bifurcacion para (8.3.1).

punto de bifurcacion. Para valores p # 0, tenemos dos equilibrios, p y 0. En la bifur-
cacion, estos dos equilibrios intercambian su estabilidad. Ver la Figura 8.4. Este tipo
de bifurcaciéon se llama transcritica.

p=—0.5 (u<0)

141 @ equilibrio estable
O inestable / silla

F 3

flz, 1)

S, )
|
\
/

flz, )
|
\
Y

-15 -10 -05 00 05 1.0 15

FIGURA 8.4. Diagramas de fases para (8.3.2).

El diagrama de bifurcacion para (8.3.2) esta en la Figura 8.5.
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T
- estable

== jnestable
® equilibrio estable
054 O inestable/silla

1.0

0.0 s —
-~
I”
—0.51 e
,10’
’/
—1.0¢+”
, | ,
-1.0 —05 0.0 0.5 1.0
7

FIGURA 8.5. Diagrama de bifurcacion para (8.3.2).

Bifurcaciéon de horquilla (pitchfork). Consideremos la ecuacion
(8.3.3) &= pr — 2°.

Aligual que en (8.3.2), para p = 0 el tnico equilibrio es z* = 0 que no es hiperbélico y el
campo f(z,0) no es estructuralmente estable. Luego ;1 = 0 es un punto de bifurcacion.
Observemos que si 4 < 0 el Gnico punto de equilibrio sigue siendo z* = 0, pero para
p > 0 tenemos tres equilibrios: 0, que es inestable, y 4,/ que son asintoticamente
estables. Los diagramas de fases para (8.3.3) se pueden ver en la Figura 8.6. El diagrama
de bifurcacion para (8.3.3) esté en la Figura 8.7.

Campos generales. Los casos vistos en (8.3.1), (8.3.2) y (8.3.3) son los casos
canoénicos de sistemas més generales.

Supongamos que tenemos el sistema

(8.3.4) &= f(z,p)

y supongamos que para p* tenemos que z* es un punto de equilibrio no hiperbdlico.
Es decir

(8.3.5) fla*,p)=0 y f.(a",u")=0.

Sin pérdida de generalidad y para simplificar la exposiciéon, podemos suponer que
(x*, ") = (0,0). Como 0 es un equilibrio no hiperbdlico, u = 0 es un candidato a
punto de bifurcaciéon para (8.3.4); que efectivamente lo sea depende de los términos de
orden superior (por ejemplo, & = y—2? tiene un equilibrio no hiperbélico en (0, 0) y no
bifurca: para todo p hay un tnico equilibrio, estable). Como el analisis de bifurcacion
es un analisis local cerca del punto (0, 0) hacemos una expansion de Taylor para f para
realizar el analisis.

Silla-nodo. Por Taylor,

1
f(z, 1) = £(0,0) + £2(0,0)z +£,(0,0)it + = fz(0,0)2* + términos de mayor orden.
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p=—-0.5(p<0)

o

flz, )

flz, )

1n=0.5(u>0)

fz, )

-15 -1.0 -05 00 0.5 1.0 15

FIGURA 8.6. Diagramas de fases para (8.3.3).

—— estable

——: inestable

® equilibrio estable
054 ©O inestable/silla

1.0

—0.5 1

—1.0

-1.0 —05 0.0 0.5 1.0

FIGURA 8.7. Diagrama de bifurcacion para (8.3.3).

Luego, si asumimos que f,(0,0) =a # 0y f5,(0,0) = —2b # 0, tenemos que

fx, ) ~ ap — ba®.
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Observemos la similitud con (8.3.1), lo que hace suponer que estamos en presencia de

una bifurcaciéon de tipo silla-nodo.
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Como f,(0,0) # 0 podemos usar el Teorema de la funcién implicita (TFI) y obte-
nemos que existe un tnico despeje de la ecuacion

f(z,p) = 0.

Es decir, existe una funcion p = p(z) tal que p(0) = 0y f(z,pu(z)) = 0 para todo
x ~ 0. Mas atn, se tiene que

dp o f2(0,0)
o= o0

£(0,0)
Por otro lado, derivando respecto a = dos veces la expresion f(x, u(z)) = 0y evaluando
en x = 0 llegamos a

2

Fue0,0) 4 2£2,(0,0) 2(0) 4 £,(0,0) (d—“<o>) 100,00 0) = 0,
S~ ————

dx dx dx?
0 0
de donde ,
d rxr 9
“0) = _ faa(0,0) _ 20 £ 0.
dx? £.(0,0) a
Es decir, la curva x — pu(z) tiene la expresion
d 1 d? b
p(x) :u(O)—i——u(O)x—l-——#(O)ﬁ—f—--- = 2?4
~~ Jdx 2 dx? a

0

sly

En sintesis, el sistema (8.3.4) exhibe una tnica curva de equilibrios cerca de (0, 0), esta
curva se encuentra a un lado de la recta g = 0 en el plano (i, z) y es tangente a la
recta 1 = 0 en el punto (0,0). Su diagrama de bifurcacién entonces coincide con el de
una silla-nodo (Figura 8.3).

Transcritica. Supongamos ahora que, adicionalmente a (8.3.5) (con lo que (0,0) es
un equilibrio no hiperbolico), el origen es un equilibrio para todo valor del parametro,
es decir, f(0,u) = 0 para todo p (es la situacion tipica en modelos de poblaciones,
donde x = 0 es la extinciéon). En particular, a diferencia con el caso anterior,

f.(0,0) = 0.

Luego, en la expansion de Taylor de f debemos incorporar el primer término no nulo
que contenga a i, es decir

1
(8.3.6) f(z, 1) = f2.(0,0)pz + §fm(0, 0)a* + - -
Asumamos que f;,(0,0) =a # 0y que f,,(0,0) = —2b # 0 con lo cual
fx, 1) ~ apx — bx®.

Observemos la similitud con (8.3.2). En este caso, como f,(0,0) = 0 no podemos usar el
TFT para despejar i de f(x, 1) = 0 (y eso es deseable dado que esperamos la existencia
de 2 curvas de equilibrios cercanos a (0,0), c.f. Figura 8.5). Sin embargo, dividiendo
por z en (8.3.6) obtenemos
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Tenemos entonces que f(x, u) = xzg(z, p), con g(x, u) = fol fu(sx, 1) ds (que es de clase
C' si f es de clase C?), y usando las reglas de derivacion, junto con (8.3.5) obtenemos:
(8.3.7)

9(0,0) = f2(0,0) =0, ¢.(0,0) = %fmmao) #0 y gu(070) = fwu(oao) # 0.
Observemos entonces que podemos usar el TFI para despejar o de la ecuacion g(z, p) =
0 obteniendo p = u(z) tal que u(0) =0y g(z, u(z)) = 0 para todo x ~ 0.

Derivando la expresion g(x, u(z)) = 0 se obtiene
d x 07 0 xrxT 0, O b
_u<0):_g( ) _ J2(0,0) _b 0
dx 9,(0,0) 2f2,(0,0) a

En resumen, el sistema (8.3.4) presenta una bifurcacion transcritica dado que en
un entorno del (0,0) obtenemos dos curvas de equilibrios. Una (0, ) y otra (z, u(z))
con p(z) ~ Lz (comparar con auz — bz* = 0, que da p = 2z). Ver Figura 8.5.

Horquilla. Vamos a argumentar de manera similar al caso anterior. Asumamos que
ahora, ademas de

f(0, ) = 0 para todo p, f.(0,0)=0, f.(0,0)=0,
se tiene que f;;(0,0) =0, f;,(0,0) # 0y f222(0,0) £ 0. Luego, el desarrollo de Taylor
de f en un entorno del (0,0) es

Observemos que en una bifurcacion tipo horquilla, es esperable que cerca del (0,0) la
rama de equilibrios (z, i) verifique la relacion u ~ 2. Por ende los términos de 2do y
3er orden en la expansion de Taylor restantes van a resultar de mayor orden y por eso
se descartan. En efecto:

oot a2 2t~ at

mientras que

px ~ x°.

Ahora, al igual que en el caso de la bifurcacion transcritica, escribimos
fa,p) = xg(x, p)
entonces, vale (8.3.7), con la diferencia que ahora ¢,(0,0) = 0, y ademés se tiene
Argumentando como en el caso anterior, tenemos la existencia de una tnica curva
x +— p(x) tal que

gz, p(x)) =0, pu(0)=0
y diferenciando, obtenemos

d_’u( ) — _gx<0’0) _ fxx(0,0)

dI gu(O,O) - _Qfx,u(o70) B 0
dz,Uz o g:v:c(()a O) - f$$z(07 0)
=000 T 007"

En consecuencia tenemos dos curvas de equilibrios, una que es exactamente la recta

x =0, es decir {(0,u)}, y la otra (z, u(x)) con u(x) ~ —g;jzgg’gg z?. Ver Figura 8.7.
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La estabilidad de las ramas nuevas se lee del signo de f, sobre ellas: a lo largo de
la curva, fo(z, u(x)) = fo.(0,0) p(2) + 3 frze(0,0) 2 ~ 1 f,,5(0,0) 2. Por lo tanto, si
fz22(0,0) < 0 las dos ramas son estables y la bifurcacion se llama supercritica (es el
caso de & = px—23); si fr22(0,0) > 0 son inestables y se llama subcritica (& = pz+x3).

8.3.1. Resumen. Supongamos que tenemos un sistema & = f(x,u) tal que
f(0,0) = 0 y queremos ver si g = 0 es un punto de bifurcacion y, en ese caso, cla-
sificar el tipo de bifurcacién. Entonces se procede de la siguiente forma:

= Si f,(0,0) # 0 entonces el equilibrio es hiperbolico y hay estabilidad estructural.
= Si f,(0,0) = 0 entonces el equilibrio no es hiperbolico y estamos frente a una
posible bifurcacion.

Supongamos entonces que f,(0,0) = 0, luego calculamos f,(0,0) y se nos presenta
la siguiente alternativa:

1. Si f,(0,0) # 0, entonces sale una unica curva de puntos criticos x — p(x) tal
que f(x, u(x)) = 0. Posible silla-nodo.

Calculamos entonces f,,(0,0).

a) Si fz2(0,0) # 0 tenemos una bifurcacion silla-nodo (Figura 8.3).
b) Si fz2(0,0) = 0 no tenemos clasificacion disponible.

2. Si £,(0,0) = 0, puede haber més de una curva de puntos criticos o ninguna salvo
(0,0) (por ejemplo, f = —a? — u?). Si ademas f,,(0,0)? > f..(0,0)f,.(0,0)
(hessiano de f en (0,0) indefinido), por (0,0) pasan exactamente dos curvas de
puntos criticos; esto ocurre, por ejemplo, si f(0, ) = 0 para todo py f,,,(0,0) #
0. Posible bifurcacion transcritica o tipo horquilla.

Calculamos entonces f,,(0,0). Si f,,(0,0) = 0 no tenemos clasificacion dis-
ponible, pero si f;,(0,0) # 0y f(0,u) = 0 para todo p (la situacion de las
secciones anteriores), entonces calculamos f,,(0,0) y

a) si fz2(0,0) # 0 es una bifurcacion transcritica (Figura 8.5).
b) Si f2(0,0) =0y fr22(0,0) # 0 es una bifurcacion tipo horquilla (Figura

8.7), supercritica si f;,,(0,0) < 0y subcritica si fi..(0,0) > 0. Si también

f222(0,0) = 0, no tenemos clasificacion disponible.

8.4. Bifurcaciones en dimensién 2

Observemos que si la ecuacion diferencial unidimensional & = f(x,u) presenta
una bifurcacion de alguno de los tipos vistos previamente, entonces el sistema bi-
dimensional

3‘?2 = —T2

{% = f(x1, 1)

va a exhibir el mismo tipo de bifurcacion.

Veamos un ejemplo interesante.

EJEMPLO 8.4.1. Consideremos el sistema

(8.4.1) vE gy
Y=t — by
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que es un modelo para un sistema de control genético, donde = e y son proporcionales
a las concentraciones de proteina y RNA mensajero respectivamente. Los pardmetros
a y b son positivos.

Nos interesa la dindmica en el primer cuadrante x,y > 0. Los puntos estacionarios

del sistema van a ser las intersecciones de las nulclinas
2

—ar+y =20 y —by =0.

14+ 22
Observemos que el (0,0) siempre es un equilibrio del sistema asi que buscamos los
equilibrios no triviales. Es sencillo ver que si 2ab < 1 entonces hay dos puntos de
equilibrio, si 2ab = 1 hay un so6lo equilibrio y si 2ab > 1 no hay més equilibrios. Ver
Figura 8.8

a=04: 2ab<1 a=0.5: 2ab=1 a=0.6: 2ab>1

=0 — =0 ® equilibrio estable O inestable /silla

FIGURA 8.8. Gréfico de las nulclinas para el sistema (8.4.1).

Fijemos b > 0 y definamos a, = % Calculemos la matriz diferencial del campo

F(ﬂf,y) = (—(IZ' Ty, 1_:;:_12 - by)t:

—a 1
(a2

Observemos que 7 = tr DF(z,y) = —(a + b) < 0. Luego, por el Teorema de Hartman-
Grobman y el Teorema 5.2.3, los equilibrios o bien son sillas, o bien son asintéticamente
estables (sumideros).

Calculemos el determinante:
2

En el equilibrio trivial, (0,0), tenemos que A = ab > 0 por lo que, por el Teorema
5.2.3, resulta asintéticamente estable y si calculamos

7 —4A = (a+b)* —4dab= (a —b)* >0, sia#b.

Nuevamente, por el Teorema 5.2.3 el origen es un nodo estable.
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Si a > a. el origen es el tnico equilibrio. Pero si a < a. y (z*,y*) es un equilibrio
no trivial, tenemos que z* = ab(1 + (z*)?). Luego, tenemos
2z*

Azab‘mzab@‘ﬁ):“b(%)'

Consideremos primero el caso a < a.. En la Figura 8.9 se tiene un grafico de
las nulclinas, los equilibrios y el campo vectorial. En esta situacion (a < a.) los dos

1.2

=0

1.0{ — y=0

@ equilibrio estable

0.8 - O, inestable /silla

(2, 0.8): nodo estable

= 06 T
0.4-
0.2
(0.5, 0.2): silla
0.0 ] (0, 0): nodo estable 0—04, b—1, a,—0.5
0.0 05 1.0 15 2.0 2.5

FiGUurA 8.9. Grafico de las nulclinas, equilibrios y campo vectorial en
el caso a < a.

equilibrios no triviales (z3,y7) v (z3,v3) verifican que 27 < 1 < 2} con lo que
Ay =det DF(z7,y7) <0 y Ag=det DF(z3,y5) > 0.

Luego (z7,y}) es una silla y como Ay < ab, tenemos que 72 —4A, > (a—b)% > 0 con lo
que (x3,93) es un nodo estable. El diagrama de fases para este caso esta en la Figura
8.10

Observemos que al pasar a por a. tenemos que para a = a. existe un unico equilibrio
no trivial que no es hiperbolico. Para a < a. se tienen dos equilibrios, uno es una silla
y otro es un nodo y para a > a. no tenemos equilibrios no triviales. Es decir, estamos
en presencia de una bifurcacion de tipo silla-nodo.

En la Figura 8.11 se grafica la coordenada x de los equilibrios no triviales como
funcion del parametro a. Comparar con el diagrama de bifurcacion silla-nodo de la
Figura 8.3.

8.5. Bifurcacion de Hopf

En esta seccion vamos a mostrar un nuevo tipo de bifurcacion que no existe en
sistemas unidimensionales: la bifurcacion de Hopf. Este tipo de bifurcaciéon aparece en
puntos de equilibrios no hiperbolicos en sistemas de dimensiéon dos donde los autovalores
de la parte lineal son complejos imaginarios puros y al atravesar la bifurcaciéon aparece
un ciclo limite.
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1.2
=0
104 v=° L
= = var. estable de la silla
var. inestable de la silla
0.8

equilibrio estable
inestable / silla

- 0.6
0.41
0.21
0.0 ‘ a=0.1, b=1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

FIGURA 8.10. Diagrama de fases en el caso a < a.

3.0

z5 (a): nodo estable
2.5 1 - =z (a): silla

r* =0: nodo estable
2.0 -

“ 1.5 1 04 ac=1/(2b) = 0.5

1.0

//
0.5 Jor-a
0.0 == ® b=11

0.0 02 0.4 0.6 0.8

FIGURA 8.11. Diagrama de bifurcacion para (8.4.1). Se grafica la coorde-
nada x de los equilibrios no triviales en funciéon del pardametro a dejando
b constante.
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Ya vimos este tipo de comportamiento en algunos ejemplos, como el oscilador de

van der Pol (Seccion 1.3) o en la Seccion 2.4.

El siguiente teorema nos indica bajo qué condiciones un sistema en dimension dos

presenta una bifurcacion de Hopf.

TEOREMA 8.5.1 (Hopf). Sea x = F(x, 1) una familia de campos en dimension dos

(x € R?, u € R), suficientemente reqular, tal que
1. F(0,u) =0 para todo p cerca de 0;
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2. DF(0, ) tiene dos autovalores complejos conjugados, a(u) tiw(p), con a(0) =
0, w(0) # 0 y &'(0) > 0 (el equilibrio pierde estabilidad cuando p cruza 0 de
manera transversal).

Entonces, salvo en un caso degenerado que se describe abajo, ocurre una de las dos
situaciones siguientes:

(a) (Hopf supercritica) Para 1 > 0 pequeno eziste una drbita periddica, inica en
un entorno del origen, que es un ciclo limite estable y cuya amplitud crece como
VI para i < 0 no hay orbitas periddicas cerca del origen.

(b) (Hopf subcritica) Para pn < 0 pequenio existe una orbita periddica, unica en un
entorno del origen, que es un ciclo limite inestable y cuya amplitud crece como
V—; para > 0 no hay drbitas periddicas cerca del origen.

En ambos casos el periodo de la orbita tiende a 2w /w(0) cuando pn — 0. Cudl de los dos
casos ocurre estd determinado por el signo de un coeficiente {1 (el primer coeficiente
de Lyapunov) que depende de las derivadas de F' hasta orden tres en el origen: {1 < 0
da el caso supercritico y {1 > 0 el subcritico. El caso degenerado es {1 = 0.

La demostracion original de este resultado se debe a E. Hopf [22]; una demostracion
moderna, junto con la férmula para /1, puede verse en [25]. En los ejemplos que siguen
no calculamos ¢;: decidimos si la bifurcacion es super o subcritica por otros medios (o
numéricamente). La Figura 8.12 resume los dos casos.

Volvemos al problema: el circuito.

En el caso del oscilador de van der Pol (Seccion 1.3), el campo F(x, A)
viene dado por

Floh) = n-a =Nt =) DFO.N = | %) ).

Los autovalores de la matriz son (X & iv/4 — A2) para |[A| < 2, asf que
a(A) = A/2, w(0) =1y a/(0) = 1/2 > 0: se cumplen las hipotesis del
Teorema 8.5.1 con 4 = A, y en A = 0 el reposo pierde estabilidad. Sin
embargo, la ecuacion de van der Pol es, justamente, el caso degenerado
del teorema: en A\ = 0 el sistema es exactamente lineal (un centro), el
coeficiente £, es nulo, y el ciclo no nace con amplitud v\ sino que aparece
“de golpe” con amplitud finita: la ecuacién promediada del Ejercicio
9.1.33 da radio =~ 2 para todo A > 0 pequeno, y sabemos por el Teorema
de Liénard que ese ciclo es tinico y estable. Para ver la bifurcacion de
Hopf genérica alcanza con desacoplar los dos papeles de A: en la familia
i+ (2 — p)@ + 2 = 0 el mismo promedio da 7 = 7 — 73, y el ciclo
nace en 4 = 0 con amplitud 2,/u, como predice el caso supercritico
(ejercicio). En cualquiera de las dos formas, la respuesta a la tercera
pregunta de la Secciéon 1.3 es la misma: el valor en el que el elemento
resistivo pasa de disipar a entregar energia es el punto de bifurcacion,
y el periodo cerca de él es 27, la oscilacion natural del circuito LC'. La
Figura 8.13 compara las dos situaciones.
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supercritica (¢, <0) subcritica (4 > 0)
1.0{ — ciclo estable 1.0 & === ciclo inestable
— origen estable \ﬂ-t origen estable
i~ . . N .
o origen inestable oQg\en inestable
2 N
5 05 0.5 AR
S \
© \
\
\
00— e e - - === 0.0 R
-1 0 1 -1 0 1
B H
Forma normal supercritica #=pur — %, § =1
u=-0.5 u=0 w=10.5
1 11 1

F1GURA 8.12. Bifurcaciéon de Hopf. Arriba: amplitud de la érbita perio-
dica en funcion de p en los casos supercritico (¢; < 0, ciclo estable para
p > 0) y subcritico (¢, > 0, ciclo inestable para pu < 0); trazo lleno =
estable, a trazos = inestable. Abajo: retratos de fase de la forma normal
r=pur—1r30=1parapu<0, u=0y pu>0.

EJEMPLO 8.5.2 (El modelo de bacterias, Seccion 2.4). El sistema a estudiar es
(2.4.2). En la Seccion 5.4 calculamos la matriz diferencial en el equilibrio (1,1):

k26 141 k—2-p (k—1)8y
DF(1,1) = | k1+H) kl, r=-—"— 52 det=~—""_
[ £5 0 k(1+ ) k(1+ )

Sus autovalores son

v k2= BE (k=2 ) — dk(k - 1)Sy(L+ )
= 2k(1 + f3) ’

complejos conjugados cerca de k = 2 + 3 (donde el radicando es negativo), con parte
real a(k) = tr /2, que se anula en k. = 2+ [ y tiene derivada positiva alli. Se cumplen
entonces las hipotesis del Teorema 8.5.1 con u = k — k.. Las simulaciones (Figura 2.11)
muestran un ciclo limite estable para k > k., de modo que la bifurcaciéon es supercritica.
Este es el mecanismo detras de lo que observamos en el Capitulo 2: al aumentar la
capacidad de carga mas alla de k., el equilibrio de coexistencia se desestabiliza y las dos
poblaciones pasan a oscilar de manera sostenida. En ecologia este fenémeno se conoce

como paradoja del enriquecimiento: mejorar el ambiente de las presas desestabiliza el
sistema.
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Genérica: i+ (z® — )i +x=0 van der Pol: &+ A(z? — )i +2 =0
o — 2/ (promedio)
227 @ medida T ¢ —0—¢ ®
5 —— 2 (promedio)
o ® medida
g 11 | origen estable
= = = origen inestable
a
£
(v}

0.0 0.5 1.0
7 A

F1GURA 8.13. Hopf genérica frente al caso degenerado, con la amplitud
del ciclo medida numéricamente. Izquierda: la familia 7+ (22 — )z +x =
0, cuyo ciclo nace en p = 0 con amplitud 2,/u. Derecha: van der Pol,
donde el ciclo aparece con amplitud ~ 2 para todo A > 0.

8.6. Volvemos a la epidemia: un modelo con nacimientos

El modelo SIR (2.5.1) no tiene bifurcaciones en el sentido de este capitulo, porque
sus equilibrios no son aislados. Basta un cambio pequeno y realista para que si las
tenga: incorporar nacimientos y muertes. Supongamos que la poblaciéon se renueva a
una tasa p (nacen pN individuos por unidad de tiempo, todos susceptibles, y muere
una fraccion p de cada compartimento). Con las fracciones s, 7, el modelo queda

§ = M(l — 8) - BSZ.7
(8.6.1) {g = Bsi — (v + p)i,

y el nimero reproductivo bésico es ahora Ry = /(v + ). Los equilibrios son el libre
de enfermedad (1,0) y, si Ry > 1, el endémico

. I
c) = (- Bry ),
(i) = (7 5R— 1)
La matriz diferencial es

. —u— P —fs
prts) = 75" 5 )
En (1,0) los autovalores son —p y (7 4+ p)(Ro — 1): el equilibrio libre de enfermedad
es un nodo estable si Ry < 1 y una silla si Ry > 1. En el equilibrio endémico, tr DF' =
—uRy < 0ydet DF = pu(y+u)(Ry—1) > 0si Ry > 1: es asintoticamente estable (foco o
nodo segin los parametros; ejercicio). Cuando Ry cruza el valor 1, el equilibrio endémico
entra en la region biologica (i* > 0) y intercambia su estabilidad con el equilibrio libre
de enfermedad: es una bifurcaciéon transcritica, exactamente como la de la ecuaciéon
i = px — 2%, con Ry— 1 en el papel de p e i en el papel de x. La lectura epidemiologica
es la que uno espera: si Ry < 1 la enfermedad desaparece; si Ry > 1 se vuelve endémica,
con una fraccién de infectados ¢* que crece linealmente con Ry — 1 cerca del umbral.
Los ejercicios guiados completan el analisis y exploran el acercamiento oscilatorio al
equilibrio endémico, que explica las ondas epidémicas recurrentes de las enfermedades
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infantiles. La Figura 8.14 muestra el diagrama de bifurcaciéon y una simulacién con
Ry > 1.

0.02 (a) transcritica en Ry =1 (b) Ry =12.94: foco estable
’ —— endémico (estable) — i)
endémico, i * <0 1071+ ;
. ——- i*=0.0129

0.01 { ™ libre de enf. able)

. < 107247 [,
0.00 1
10—3_
B=3,v=1, u=0.02
—0.01 1 v=1, 1=0.02 periodo =32
0 1 2 3 4 0 100 200 300 400
Ry t (unidades de 1/4)

FIGURA 8.14. SIR con nacimientos (8.6.1), v = 1, p = 0,02. (a) Dia-
grama de bifurcacion: la rama endémica i* = %(RO — 1) intercambia
estabilidad con la libre de enfermedad en Ry = 1; el punto lleno es el
equilibrio del panel (b). (b) Con 5 = 3 (R = 2,94) el equilibrio endémico
es un foco estable: i(t) se acerca a ¢* con ondas de periodo = 32 (escala
logaritmica).

8.7. Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado como pequenas variaciones en los pardmetros
de un sistema dindmico pueden producir cambios cualitativos en su comportamien-
to. Este analisis resulta fundamental para comprender la sensibilidad de los modelos
matematicos frente a incertidumbres o variaciones externas, una situaciéon habitual en
aplicaciones reales.

Desde una perspectiva aplicada, las bifurcaciones permiten explicar la aparicién
de nuevos regimenes dinamicos, como oscilaciones auto-sostenidas o la coexistencia
de multiples estados estacionarios. Desde el punto de vista tedrico, constituyen una
herramienta central para clasificar y organizar el comportamiento local de sistemas no
lineales.






Capitulo 9
Ejercicios

9.1. Ejercicios tedricos

EJERcICIO 9.1.1. Un médico forense es llamado a la escena de un asesinato. La
temperatura del cuerpo al momento de hallarlo es de 24°C y una hora més tarde
la temperatura cay6é a 21°C. Si la temperatura en el cuarto en la que el cuerpo fue
encontrado estuvo constantemente a 20°C, ;cuanto tiempo pas6d desde el asesinato
hasta que el cuerpo fue hallado?

Asumir que al momento de la muerte la temperatura del cuerpo era de 37°C y que
el cuerpo obedece la ley de enfriamiento de Newton,

dr
E = _B(T - TR)7

donde T es la temperatura del cuerpo, 5 > 0 es una constante y Tx es la temperatura
del cuarto.

EJERCICIO 9.1.2. La ecuacion diferencial usada para modelar la concentracion de
glucosa en sangre, digamos ¢(t) cuando se administra por via intravenosa en el cuerpo
es dada por

d_g + /{Zg = i’

dt 100V
donde k es una constante, G es la tasa a la cual la glucosa es administrada y V' es el
volumen de la sangre en el cuerpo.

Resolver la ecuacion diferencial y discutir los resultados obtenidos.

EJERCICIO 9.1.3. Dos tanques A y B, ambos con volumen V| estan llenos con agua
a tiempo ¢t = 0. Para ¢ > 0, una solucién de volumen v conteniendo un soluto de masa
m fluye hacia el tanque A por segundo; la mezcla fluye del tanque A al tanque B a la
misma tasa; y la mezcla resultante fluye hacia afuera del tanque B a la misma tasa.
La ecuacion diferencial usada para modelar este sistema viene dada por
dos v m dog v v
%—i—v(u:v, %—’_VUB:VUA’
donde o4  son las concentraciones del soluto en los tanques A y B respectivamente.
Mostrar que la masa del soluto en el tanque B viene dada por
m_v (1 . e—vt/V) . mte—vt/V.
v

EJERCICIO 9.1.4. Durante una epidemia, la tasa a la cual las personas sanas se
infectan es a por su niimero, las tasas de recuperacion y de muerte son, respectivamente
by ¢ por el nimero de personas infectadas. Si inicialmente hay N personas sanas y no

85
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hay personas enfermas, hallar el nimero de muertes para tiempo t. ;Es este modelo
realista? ;Qué otros factores deben ser tenidos en cuenta?

EJERCICIO 9.1.5. En un estudio experimental de dindmica poblacional de crusta-
ceos (Daphnia Magna) de 1963 los autores encontraron que sus mediciones no coinci-
dian con las predicciones del modelo logistico. Usando la variable M (la masa de la
poblacion) como un indicador de su tamano, los autores propusieron el modelo

. K-M
M=rM|——"
' (K+aM)’

donde r, K y a son constantes positivas. Hallar los puntos de equilibrio y determinar
su estabilidad.

EJERCICIO 9.1.6. Una reacciéon quimica simple se describe como
k
A+B—=~C

lo que indica que los reactantes A y B se combinan para producir C' a una tasa k.

Para modelar reacciones quimicas se asume la Ley de accion de masa. La misma
dice:
Ley de accion de masa: La tasa de cambio de una reaccién quimica elemental es
proporcional al producto de las concentraciones de los reactantes.

Escribir las ecuaciones diferenciales que modelan las siguientes reacciones y resol-
verlas analiticamente o con la ayuda de la computadora.

k1 k1
A+BE5C A+B=C, S+E=C y CcBpytE
k'_l k—l

EJERCICIO 9.1.7. Un oscilador mecénico simple puede ser modelado usando la
siguiente ecuacion diferencial de segundo orden

T+ pr+ 250 =0
donde z mide el desplazamiento del equilibrio

1. Reescribir la ecuaciéon como un sistema lineal de primer orden.

2. Esbozar un diagrama de fases para los valores = —8, =8y pu = 26.

3. Describir el comportamiento dinamico en cada caso asumiendo que z(0) =1y
#(0) = 0. Graficar las soluciones en el plano tz.

EJERCICIO 9.1.8. Un circuito eléctrico no lineal capacitor-resistor, puede ser mo-
delado usando la ecuacion diferencial

i=y, y=-z+2°— (ap+1)y,

donde ag es una constante no nula y z(t) representa la corriente del circuito a tiempo
t. Esbozar el diagrama de fases cuando ay > 0 y cuando ag < 0. Dar una interpretacion
fisica de los resultados.

EJERCICIO 9.1.9. Una poblacion dependiente de la edad puede ser modelada por
la ecuacion diferencial

p=B+pla—bp), B=P(c+(a—1bp),
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donde p es la poblacién, S es la tasa de nacimientos y a, b y ¢ son constantes positivas.
Hallar los puntos criticos del sistema y determinar el comportamiento asintotico de las
soluciones.

EJERCICIO 9.1.10. La potencia, P, generada por un molino de agua a velocidad V'
puede ser modelada por el sistema

dP dv

— =—aP+PV, —=1-pV—P?
T b ’

donde o y (B son constantes positivas. Describir el comportamiento cualitativo del

sistema cuando « y  varfan y dar interpretaciones fisicas de los resultados.

EJERCICIO 9.1.11. Un modelo muy simple de la economia viene dado por

[=I1-KS, S=1-CS—Gy,
donde I representa el ingreso, S la tasa de gastos, Gy es la constante de gastos del
gobierno y C', K son constantes positivas.

1. Suponiendo K > C', graficar posibles soluciones cuando C' < 1y cuando C' > 1 e
interpretar esas soluciones en términos econémicos. ; Qué sucede cuando C' = 17

2. Graficar la solucion cuando K =4,C =2,Gy = 4,1(0) = 15y S(0) = 5. ;Qué
sucede con otras condiciones iniciales?

EJERCICIO 9.1.12. Las ecuaciones de Lotka-Volterra adimensionales son

dh

= = oh(1 —

o ph(1 —p),
dp 1
L Zp1—h

donde h y p representan la poblacion escalada de presa y depredador respectivamente
y p es un parametro positivo.

1. Mostrar que existe una funcion (h,p) — f(h,p) que es constante en cada tra-
yectoria del plano (h,p).

2. Usar el resultado del item anterior para encontrar una funcién de Lyapunov
definida en un entorno del punto de equilibrio (1,1).

EJERCICIO 9.1.13. Para desarrollar una estrategia para cosechar un recurso reno-
vable, consideremos la ecuacion

. N
N =rN (1_K) — H(N),
que es el modelo de crecimiento logistico usual con un crecimiento de la tasa de mor-
talidad como resultado del proceso de cosecha. H(IN) representa el rendimiento de la
cosecha por unidad de tiempo.

1. Asumiendo que H(N) = C'N donde C es la tasa de captura intrinseca, encontrar
la poblacion de equilibrio N* y determinar el rendimiento maximo.

2. Si como estrategia alternativa se considera cosechar con un rendimiento cons-
tante H(N) = Hy, el modelo es

: N
N=rN(1-—]-H,
wi-g)
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Determinar el punto de equilibrio estable y mostrar que cuando Hj se aproxima
a %IT’K por abajo, existe el riesgo de que la poblacién cosechada se extinga.

EJERCICIO 9.1.14. Asumamos que el sistema

Nl - TlNl (]_ — &> — )\1N1N2 — CNl, NQ == T‘QNZ (1 — &) — )\QNlNQ,
K Ky
es un modelo aceptable de dos especies de peces que compiten, en el que la especie 1
esté sujeta a ser cosechada. Para ciertos valores de los pardmetros (en particular con
C' = 0 -sin cosecha-), este sistema tiene un equilibrio inestable con valores no nulos de
ambas poblaciones. En este caso particular, ;qué sucede cuando la tasa de cosecha C
se hace positiva?

EJERCICIO 9.1.15. La competencia entre dos especies por el mismo recurso se puede
describir por el sistema bidimensional

Ny = Nifi(Ni,Na), N = Nafo(Ni,Ny),
donde f; y fo son funciones diferenciables con df;/ON; < 0 para i,j = 1,2 (cada

especie frena su propio crecimiento y el de la otra).

1. Mostrar que la pendiente de las nulclinas es negativa.
2. Asumiendo que existe un tnico punto de equilibrio no trivial (N7, NJ), dar
condiciones para que ese punto de equilibrio sea asintoticamente estable.

EJERCICIO 9.1.16. El sistema de ecuaciones diferenciales usado para modelar espe-
cies que compiten por recursos es

P =r@2-x—-y), Y =ylp-y-p’s),
donde p es una constante. Describir el comportamiento cualitativo del sistema cuando
el pardmetro p varia.
EJERCICIO 9.1.17. Un sistema predador-presa puede modelarse mediante el sistema
=2l -y—ex), ¢y =yl-l+z-ecy),

donde xz(t) es la poblacion de la presa e y(t) la del predador a tiempo ¢ respectivamente.
Clasificar los puntos criticos para cada valor de ¢ > 0 y graficar los diagramas de fase
para los diferentes tipos de comportamiento cualitativo. Interpretar los resultados en
términos del modelo.

EJERCICIO 9.1.18. En algunos experimentos realizados en dos especies de moscas
de frutas, los autores testearon 10 modelos diferentes de competencia interespecifica,
incluyendo el modelo de Lotka-Volterra como un caso especial. Se encontré que el
modelo que daba el mejor ajuste a los datos experimentales es

. N 01 N . N 02 N
Ny =mN (1 - (?1) - amé) , Ny =myN; <1 - <72> — a21?;> )

donde 11,79, K1, Ko,01,05,a12 v a2 son constantes positivas. ;Bajo qué condiciones
este modelo presenta un punto de equilibrio no trivial asintéticamente estable?

EJERCICIO 9.1.19. Dado el Hamiltoniano H(z,y) = %4—%—%, esbozar el diagrama
de fases para el sistema Hamiltoniano asociado.
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EJERCICIO 9.1.20. Graficar un diagrama de fases para la ecuacion del péndulo
amortiguado

0+ 0,150 + sinf =0

y describir qué sucede fisicamente.

EJERCICIO 9.1.21. Estudiar la estabilidad del origen como punto critico para los
sistemas:

1. 2/ = —y — 23,y = z — y?, usando la funcién de Lyapunov V(z,y) = 22 + ¢

2. 7' =x(x—a),y =y(y—pB), usando la funcién de Lyapunov V(z,y) = (z/a)*+
(y/B)*

3.2 =y, y = —y — 23, usando una funcién de Lyapunov de la forma V(z,y) =

azt + bx® + cxy + dy? (elegir los coeficientes y completar el argumento con el
principio de LaSalle).

EJERCICIO 9.1.22. Probar que el origen es el tinico punto critico del sistema
1
= —§y(1 + )+ 2(1 — 42® — y?), g =2x(1+z)+y(l—42* —¢*).

Clasificar el origen. Usando V(z,y) = (1 —4x? —y*)?, probar que la elipse 42 + 13> = 1
es invariante y que es un ciclo limite que atrae a todas las trayectorias salvo el origen.
. Por qué V no sirve como funciéon de Lyapunov para el origen?

EJERCICIO 9.1.23. Consideremos el siguiente sistema bidimensional
T = 2o, Ty = —x1 + 29(1 — 327 — 273),

que describe un oscilador armoénico perturbado. Usar el teorema de Poincaré-Bendixson
para demostrar la existencia de un ciclo limite.

Sugerencia: Usar coordenadas polares para mostrar que existe un conjunto invariante
acotado de la forma

{(z1,20) ER*: 0 <1y < 27 4 23 < 1y},
que no contiene puntos de equilibrio.

EJERCICIO 9.1.24. ;| Para qué valores de los parametros el modelo de Holling-Tanner

. T ray . Ny
= 1— =) — =by|l—-—=
. :135( k) a+zx’ Y y( .CE)

tiene un ciclo limite?
EJERCICIO 9.1.25. Graficar los diagramas de fases para el sistema de Liénard
t=y—p—r+2°), §=-ua
cuando p = 0,01 y p = 10.

EJERCICIO 9.1.26. La segunda ecuaciéon adimensional de Ludwig-Jones-Holling que
modela el brote de gusanos de las yemas es
dx < ] x) x?
dt k 1+ 2%

donde z representa la densidad escalada de gusanos y 7, k son parametros positivos.
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1. Mostrar que, dependiendo de los valores de k y r, existen o bien 2, o bien 4
puntos de equilibrio y estudiar la estabilidad de los mismos.

2. Determinar analiticamente los dominios en el espacio (k,r) donde esta ecuacion
posee 1 o 3 puntos de equilibrio. Mostrar que el borde entre esos dos dominios
tiene una cuspide. Hallar sus coordenadas.

EJERCICIO 9.1.27. Una especie de peces en grandes lagos es cosechada. La ecuacion
diferencial usada para modelar la poblacién z(t) en cientos de miles de individuos es

dada por
dx x hx
C—a(1-3)- .
dt 5) 0,24z

Determinar y clasificar los puntos criticos y realizar un diagrama de bifurcacion.

., Como puede ser interpretado el modelo?

EJERCICIO 9.1.28. Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales
uniparamétricos:

Lo’ =z, ¢ =p-—y
2. 2 = —ap?, y = —y;
3. 2’ = —a* +5ux® —4u?, v = —y.

Hallar los puntos criticos, realizar un diagrama de fases y esbozar un diagrama de
bifurcacién para cada caso.

EJERCICIO 9.1.29. Consideremos los siguientes sistemas uniparamétricos en coor-
denadas polares:

Lor'=pr(r+up)? 0 = 1;
2.1 =r(p—r)(p—2r), 0 =—-1;
3. =r(p?—1r?),0 =1.

Graficar los diagramas de fases para y < 0,4 = 0y p > 0 en cada caso. Esbozar los
correspondientes diagramas de bifurcacion.

EJERCICIO 9.1.30 (Un termostato con histéresis). Un ambiente con aire acondicio-
nado intercambia calor con el exterior segiin la ley de enfriamiento de Newton, y el
equipo, cuando esta encendido, extrae una potencia constante wug:

CT=a(T,—T)—uyo(t),

donde T es la temperatura del ambiente, C' su capacidad calorifica, « el coeficiente
de intercambio con el exterior (que esta a temperatura T,) y o(t) € {0,1} indica si el
equipo esté apagado o encendido. El termostato esta programado en una temperatura
T, con una tolerancia 0 > 0: enciende el equipo cuando la temperatura sube hasta
T, + 6 y lo apaga cuando baja hasta T, — § (histéresis). Tomar C' = 7,2 x 10° J/K,
a =200 W/K, T, =32°C, ug = 3000 W, T, =24°C y 6 = 2°C.

1. Interpretar el modelo y la escala de tiempo 7 = C'/«v (expresarla en horas). Ha-
llar el equilibrio de la ecuacion con el equipo apagado y con el equipo encendido.
1 Qué desigualdad entre los parametros hace falta para que el termostato pueda
mantener la temperatura entre T, — 0 y T, + 07 ;Qué pasa si no se cumple?
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Resolver explicitamente la ecuacion en cada régimen. Partiendo de 7'(0) = 30°C
con el equipo encendido, describir la soluciéon y mostrar que, a partir del primer
apagado, es periodica. Calcular el tiempo t,, que el equipo pasa encendido y el
tiempo t.g¢ que pasa apagado en cada ciclo, el periodo y la fraccion del tiempo
que el equipo esté encendido.

. Mostrar que, cuando 6 — 0, el periodo tiende a 0 proporcionalmente a ¢ y la

fraccion del tiempo encendido tiende a a7, — T})/ug. {Qué se gana y qué se
pierde al achicar la tolerancia?

. En el Capitulo 2 vimos que las soluciones de una ecuaciéon auténoma @ = f(x)

en dimension uno son mondétonas; en particular, no hay soluciones periddicas
no constantes. ;Por qué el termostato si oscila? (Pensar cuél es el estado del
sistema.)

Series guiadas: los problemas conductores. Los ejercicios que siguen desa-
rrollan, paso a paso, las cuentas que en el texto se enunciaron sin detalle. Conviene
hacerlos en orden.

EJErcICIO 9.1.31 (El modelo SIR, paso a paso). Consideramos el modelo (2.5.1)
en las variables (s,14), con Ry = (/7.

1.

Adimensionalizar el tiempo con 7 = ~t y verificar que el sistema queda s’ =
—R()Si, V= (R()S — 1)2

. Probar que el triangulo T'= {s,i > 0, s+ i < 1} es positivamente invariante y

que s es decreciente y r =1 — s — ¢ creciente.

. Deducir que existe una epidemia (es decir, i crece en algin momento) si y s6lo

si Rgsg > 1.

. Probar que i +s— RLO In s es constante sobre las trayectorias y dibujar las curvas

de nivel en T para Ry = 0,8, Ry =2y Ry = 4. Marcar la recta s = 1/R.

. Calcular 7,4, en funcion de sq, ig, Ry y verificar la féormula del texto para sy — 1,

19 — 0.

. Probar que i(t) — 0 y deducir la relacion del tamano final (2.5.3). Resolverla

numéricamente para Ry = 1,2,1,5,2,3,5 y graficar la fraccion final de conta-
giados 1 — s, en funcion de Ry. ;Qué pasa cuando Ry — 177

Calcular la matriz diferencial en los equilibrios (s*,0) y verificar que ninguno
es hiperbolico. Explicar por qué era esperable.

Vacunacion. Si antes del brote se vacuna una fracciéon v de la poblacion, ;cuél
es el umbral de v a partir del cual no hay epidemia? ;Y como cambia el tamaino
final para v menores que el umbral? Graficar 1— s, en funcién de v para Ry = 3.

. Estimacion de Ry. Al comienzo de una epidemia, con s ~ 1, mostrar que i(t) ~

igeY o=t Si los casos se duplican cada 3 dias y la infecciéon dura en promedio
7 dias, jcuanto vale Ry?

EJERCICIO 9.1.32 (El modelo SIR con nacimientos). Consideramos el modelo (8.6.1)
de la Seccion 8.6.

1.
2.

Verificar los equilibrios y las matrices diferenciales dadas en el texto.

Determinar para qué valores de (3,7, 1) el equilibrio endémico es un foco y para
cuales un nodo. Para el sarampion antes de la vacunacion se estima Ry ~ 15,
1/y ~ 1 semana y 1/pu ~ 70 anos. Calcular el periodo de las oscilaciones
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amortiguadas alrededor del equilibrio endémico y compararlo con el periodo de
los brotes observados histéricamente (2 o 3 afos).

Dibujar el diagrama de bifurcacién: la coordenada ¢ de los equilibrios en funcién
de Ry, con la rama estable en linea llena y la inestable punteada. Compararlo
con la Figura 8.5.

Encontrar una funcion de Lyapunov para el equilibrio libre de enfermedad cuan-
do RO < 1.

EJERCICIO 9.1.33 (El circuito de van der Pol, paso a paso). Consideramos el sistema,

92
3.
4.
(3.7.1).

1.

o

Completar la deduccion de la Seccion 1.3: a partir de Li + vg(z) + ve = 0,
Cic = x, con vg(r) = —ax + bx3, obtener la ecuacién de van der Pol y las

escalas de corriente y tiempo. Verificar que A = a/C'/L es adimensional.
. .

. Calcular E para F = 2(z* + y?) y describir el signo de E en cada region del

2
plano.

. Calcular la matriz diferencial en el origen y clasificar el equilibrio para A < —2,

—2<A<0,0< A <2y A>2

Dibujar las nulclinas del sistema y las direcciones del campo en cada region.
Observar que la nulclina de y es la curva y = —x/(A(2?—1)), que tiene asintotas
verticales en x = +£1.

Amplitud del ciclo para A chico. Escribir el sistema en coordenadas polares
x =rcosf, y = rsinf y verificar que 7 = —Mrsin®f (r?cos?f — 1), § = —1 +
O()). Promediando 7 sobre una vuelta (6 de 0 a 27) con r fijo, obtener la
ecuacion promediada 7 = %f(él — 72) y deducir que el ciclo limite tiene radio
aproximadamente 2.

Verificar que la ecuaciéon cumple las hipotesis del Teorema de Liénard.
Verificar las hipotesis del Teorema de Hopf en A = 0 y explicar, usando el item 5,
por qué se trata del caso degenerado (el ciclo aparece con amplitud finita ~ 2 y
no con amplitud oc v/)). Repetir el promedio para la familia &+ (22— p)i+2 = 0,
obtener 7 = Er— %F?’ y verificar que ahora el ciclo nace con amplitud 2,/x: una
bifurcacion de Hopf supercritica genérica.

Con el cambio y — —y, t — —t, mostrar que el sistema con A < 0 es el sistema
con —\ > 0 recorrido al revés. Deducir que para A < 0 hay un ciclo limite

inestable, e interpretar la Figura 6.4.

EJERCICIO 9.1.34 (Lotka—Volterra con capacidad de carga: estabilidad global). Pa-
ra el sistema (2.3.2) con k > 1y p* =1—1/k, sea V(h,p) = (h—1Inh) + p*(p — p* Inp).

1.
2.

Verificar que V' tiene un minimo estricto en (1,p*) y que V = —L(h—1)%
Usar el principio de LaSalle para probar que toda trayectoria con h(0), p(0) > 0
converge al equilibrio de coexistencia.

. Qué pasa con V cuando £ — oo? Relacionarlo con la cantidad conservada
(2.2.2).

EJERCICIO 9.1.35 (El modelo de bacterias y Poincaré-Bendixson). Consideramos
el sistema (2.4.2) con k > 2+ 5.

1.

Probar que la region D ={0<h <k, p>0, h + Z—Zp < M} es positivamente

invariante para M suficientemente grande (sugerencia: si W = h+ 2tp, verificar

P
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que W' = h(1 — h/k) — ‘fl—’;lp y deducir que W’ < 0 sobre el lado W = M si
M > k(l + %); sobre el lado h = k, ver que b’ < 0).

2. Probar que los equilibrios (0, 0) y (k, 0) son sillas cuyas variedades estables estéan
sobre los ejes, de modo que ninguna trayectoria del interior de D converge a
ellos.

3. Usando la Observacion 7.2.2, probar que el w-limite de un punto del interior de
D no contiene a (0,0) ni a (k,0) (sugerencia: si contuviera a (k,0), contendria
un punto del eje h y, por invariancia, su 6rbita entera, que viene de (0, 0); seguir
la cadena hasta llegar a una orbita sobre el eje p, que sale de D hacia atréis en
el tiempo).

4. Quitar de D un disco chico alrededor de (1,1) (que es una fuente) y concluir
que existe un ciclo limite.

9.2. Ejercicios de laboratorio

EJERCICIO 9.2.1. Consideremos la ecuacion:

{ yt) = My

y(0) = 1 7

1. Resolver utilizando el método de Euler para distintos valores de A y de h. Incluir
valores positivos y negativos y de moédulo pequeno y grande de .

2. Para cada )\, graficar las soluciones arrojadas por distintos valores de h. ;Qué
se observa?

3. Elegir una combinaciéon de h y A en donde los resultados sean malos. Graficar
conjuntamente la soluciéon arrojada por el método de Euler para el dato inicial
y(0) = 1 y las soluciones exactas para distintos datos iniciales. Interpretar.

EJERCICIO 9.2.2. La ecuacion logistica es un modelo simple para el crecimiento de
una poblaciéon P, dada su tasa de crecimiento r y la capacidad de carga del ambiente
K. Puede expresarse del siguiente modo:

. P
P= P(1——>.
" K

1. Resolver la ecuacion para distintos datos iniciales e interpretar el resultado

obtenido.
2. Si {y;}Y, es la solucién numérica, podemos testear cuan buena es resolviendo
nuevamente la ecuacion con dato inicial y(0) = yy y paso h = —h. Hacer este

experimento con varios valores de h, graficando conjuntamente las soluciones a
ambos problemas. ;Qué se observa?
3. La solucion exacta de la ecuacion viene dada por:

P(t) K

= 1+ (K;OPU)efrt

Elegir algtin valor de F, y graficarla junto con las soluciones aproximadas para
distintos valores de h.

4. Para estudiar el orden de convergencia del método, escribir una rutina que
resuelva en el intervalo [0, 5] para distintos valores de h (por ejemplo h,, = 27"
con m = 0,...,M) y para cada uno de estos valores almacene el error en
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el ultimo paso: |yy — y(5)] en un vector e = (ey,...,en). Observar que si
suponemos que e,, ~ kh! = entonces log(e,,) ~ ¢+ rlog(hy); por lo tanto, el
grafico de log(e) en funcion de log(h) debe ser una recta de pendiente 7. Realizar
este grafico. Operando con los vectores log(e) y log(h) estimar numéricamente

el valor de r. ;Qué se observa?

EJERCICIO 9.2.3. El nivel de liquido en un tanque de area transversal A y el caudal
de salida del mismo estan dados por las siguientes ecuaciones:

%(tt) = % (a1 — q0)
h(0) = hy
1
=7 h(t)

donde h es la altura de la columna de agua, qr v qo son los caudales de liquido de
entrada y salida respectivamente y R es la resistencia de salida.

1. Implementar el modelo asegurandose que h(t) > 0. Simular la evolucion de la
altura h(t) y del caudal de salida go(t) para ¢ =1, A=1, R = 0,5 y condicion
inicial hg = 1.
2. Analizar como cambian el nivel de liquido y el caudal de salida para R: 0,25,
0,5y 0,95 ;qué funcion cumple R?
EJERCICIO 9.2.4. Considerar la ecuacion: ¢(t) = —50(y — cos(t)).
Resolverla utilizando el método de Euler, con dato inicial y(0) = 0,15, en el intervalo
[0,1] y con h = 0,1, 0,05, 0,04, 0,03, 0,01. ;Parece correcta la solucion?

EJERCICIO 9.2.5. Se arroja una bolita de vidrio verticalmente, imprimiéndole una
velocidad inicial vy. Suponiendo que la fuerza de rozamiento es proporcional al cuadrado
de la velocidad, la ecuacion para la velocidad es:

UIQ—E’U,

donde g = 9,813 es la aceleracion gravitatoria, ¢, es un coeficiente de rozamiento y
m es la masa de la bolita. Se asume que la velocidad es positiva cuando apunta hacia
abajo.

Consideramos el caso de una bolita de dos centimetros de didmetro, cuya masa es
de 0,084Kg, y para la cual el coeficiente de rozamiento es: ¢, = 0,028 Kg/m.

Resolver la ecuacion para distintos valores de vy (positivos y negativos), asumiendo
que la altura inicial es suficientemente alta (es decir: la bolita nunca llega al piso).
Graficar simultaneamente todas las soluciones obtenidas. ; Qué se observa?

Utilizar el siguiente esquema de Runge-Kutta de orden 2 (método de Euler modi-

ficado):

h h
Yn+1 = Yn + hf (tn + §7yn + Ef(tN7yn)>'

EJERCICIO 9.2.6. Notamos y a la cantidad de individuos de una poblaciéon de ani-
males silvestres. Supongamos que ¥y se rige por una ecuacion de la forma:

i) = rty(t)(1-42) —my(@),
y(0) = wo,
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donde r(t) = 0,2 + 0,2 cos(2nt), K = 1000 y m = 0,1.

1. Interpretar el significado de r(t), K y m.
2. Estimar la evolucién de la poblacion a lo largo de 50 anos, utilizando el siguiente
esquema, debido a Heun:
h 2 2
Yit1 = Yi + Z{f(ti; Yi) + 3f<75i + gh, Yi + ghf(tuyi)) }
Debe medir el tiempo en anos, y tomar un paso temporal h = 1/365 (un dia).

3. Graficar, superpuestas, las soluciones al problema con los valores iniciales vy =
100, yo = 500 e yo = 1000.

EJERCICIO 9.2.7 (Galileo). Leer el siguiente parrafo:

— Pero, Simplicio, tengo la esperanza de que no seguiras el ejemplo de
muchos otros que desvian la discusiéon de un punto principal y dicen que
algunas de mis afirmaciones se apartan de la verdad por un cabello, y
por este cabello esconden las faltas de otras teorias tan gruesas como un
cable de navio. Aristoteles dice que ‘una esfera de hierro de 100 libras,
cayendo desde una altura de 100 codos, llega a la tierra antes que una
bola de 1 libra haya caido un simple codo’. Yo digo que las dos llegan al
mismo tiempo. T encuentras, al hacer la experiencia, que la méas pesada
adelanta a la mas ligera en 2 6 3 dedos ...; ahora, no puedes esconder
detras de estos dos dedos los 99 codos de Aristoteles, ni puedes mencionar
mi error y, al mismo tiempo, pasar en silencio el tuyo, mucho mayor.

Salviati, en Didlogo sobre dos nuevas ciencias - Galileo Galilei.

Viviani, estudiante de Galileo, afirma que su maestro realizo efectivamente el ex-
perimento descripto en el parrafo anterior, arrojando desde lo alto de la torre de Pisa
una bala de canén y una bala de mosquete. El objetivo de este ejercicio es reproducir
numéricamente la experiencia de Galileo.

La Torre de Pisa mide 55,8 mts. La masa de una bala de canén es de 16 Kg, y la
de una bala de mosquete 0,0082 Kg. Las constantes de rozamiento para cada bala son:
Ye = 0,0058 Kg/m y 7,, = 3,74 x 107° Kg/m, respectivamente (la diferencia se debe a
la diferencia de tamanos).

1. Escribir la ecuaciéon de movimiento asumiendo, como en el Problema 9.2.5, que
el rozamiento es proporcional al cuadrado de la velocidad.

2. Implementar un programa para obtener la dinamica de la caida de ambas balas
(hasta el momento de llegar al piso) y graficar en una misma figura la posicion
de cada bala en funciéon del tiempo.

. (Cuanto tiempo tarda cada bala en tocar el suelo?

4. ;Cuén lejos del suelo esta la bala de mosquete cuando la bala de canén llega al
piso? [No debe cometerse el mismo error que Simplicio al juzgar los resultados.
La bala de canon es alrededor de 2000 veces mds pesada que la de mosque-
te. Consecuentemente, Aristoteles hubiese pronosticado que al llegar la bala de
canon al piso, la de mosquete habria descendido apenas unos 3 cm.|

w

EJERCICIO 9.2.8 (Sistema predador-presa). Se tienen dos poblaciones, una de pre-
dadores y otra de presas, cuyo nimero a tiempo ¢ denotamos z(t) e y(t) respectiva-
mente. La poblacién de x en ausencia de presas tiende a decaer a una tasa «, mientras
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que la de y en ausencia de predadores tiende a crecer a una tasa 3. Por otra parte, los
encuentros de predadores y presas hacen crecer la poblaciéon de los primeros y decrecer
la de los segundos, de acuerdo a cierta proporcion. De este modo, se obtiene el sistema:

r = —axr+yry
donde vy representa la tasa de crecimiento de x (mayor cuanto méas presas haya) y ox

representa la tasa de mortandad de presas (mayor cuanto més predadores haya). Se
asume que los pardmetros «, (3,7, son todos positivos.

1. Observar que el sistema tiene un equilibrio en el origen y otro equilibrio en
(2,9)

2. Para a = 8 = v = § = 0,5, resolver para distintos valores iniciales (cercanos y
no tanto a los equilibrios). Para ello implementar una funcién predpresa(t, u, p)
que devuelva la derivada de u en t, donde p es una tupla de parametros con
los valores de a, 3,7 y 0, y resolver con scipy . integrate .solve ivp (pasando los
parametros con el argumento args).

3. Tomar o = 0,25, 6 =1, v =9 = 0,01, o = 80 e yo = 30. Resolver y realizar
graficos como los del item anterior.

EJERCICIO 9.2.9. Considerar el sistema de reacciones quimicas dado por:
A4+ X Box
X+V 20y
Y 5 B

Las primeras dos reacciones se llaman autocataliticas porque X e Y aceleran su propia
produccion.

1. Escribir las ecuaciones.

2. Resolver para alguna eleccion de valores de 0 < kq, ko, k3 < 1y de datos iniciales
adecuados. Tener en cuenta que como las ecuaciones son sobre las concentracio-
nes de los componentes deberia tenerse que: Ay + Xo+ Yy + By = 1. Constatar
si esta igualdad se cumple para todo tiempo en la solucién numérica obtenida.

3. Supongamos ahora que el compuesto A es inyectado en la reaccion y el compues-
to B es eliminado, de manera de garantizar que sus respectivas concentraciones
se mantengan constantes. Reescribir el sistema resultante para X e Y. ;Suena
conocido? Resolver. ;Qué se observa en la evolucion de X e Y7

EJERCICIO 9.2.10. Durante un brote de una enfermedad en la ciudad de Macondo
se puede dividir a la poblacion entre los grupos susceptibles de contraer la enfermedad
(S), infectados (I) y recuperados (R). La relacion entre el nimero de personas en cada
grupo esta definida por el siguiente sistema de EDOs:

dS ST
@~ N
dl ST
B AT
e

dt
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con 3y 7 las tasas de infeccion y recuperacion respectivamente.

1. Considerar que la ciudad tiene una poblacién de N = 10000 habitantes e ini-
cialmente todas las personas son susceptibles. Supondremos una tasa de trans-
mision § = 0,2 y un tiempo medio de recuperacion de 10 dias. Si inicialmente
hay una tnica persona enferma, discutir de qué forma deberian evolucionar las
poblaciones de cada grupo.

2. Simular y graficar la solucion a partir de una funciéon sir (t, u, p) que compute
la derivada de u aplicando las ecuaciones.

3. Asumiendo que no se producen fallecimientos, verificar que la poblacién de la
ciudad se mantiene constante a lo largo de la simulacion.

4. Determinar el tiempo a partir del cual, sin acciones externas, la cantidad de
infecciones comienza a descender.

5. Medir el tiempo de resolucion (por ejemplo con time.perf counter()) para dis-
tintos métodos de solve ivp (RK45, RK23, DOP853) y distintas tolerancias
(rtol, atol). Comparar el nimero de evaluaciones de la funcion (sol.nfev) y la
precision obtenida.

EJERCICIO 9.2.11. Consideremos el Problema 9.2.10 pero ahora la enfermedad tiene
un tiempo de incubacion durante el cual las personas que contrajeron la enfermedad
(expuestas) todavia no contagian. Para esto se modifica el modelo anterior incluyendo
al grupo de personas expuestas (E):

d 1
P
%:O’E—’yf

1. Discutir de qué forma deberian evolucionar las poblaciones de cada comparti-
mento en este caso.

2. Simular este proceso con datos similares a los del ejercicio anterior, asumiendo
que el tiempo medio de incubacion es de 2 dias. Graficar y comparar con las
curvas del ejercicio anterior.

3. Verificar que en este caso la poblaciéon de la ciudad se mantiene constante a lo
largo de la simulacion.

EJERcCICIO 9.2.12. El instituto de investigaciones de enfermedades de Macondo
descubre que con el paso del tiempo las personas recuperadas pierden inmunidad y



98

vuelven a ser susceptibles luego de un tiempo promedio w™":
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1

%Z—ﬂ%—kwﬁi
E

%:O’E—"yf
%:’yl—wR

. Discutir de qué forma deberian evolucionar las poblaciones de cada comparti-

mento en este caso.

. Repetir la simulacion considerando un tiempo medio de inmunidad de 180 dias.
. Graficar la evolucion temporal de las poblaciones de cada compartimento y el

diagrama de fase de I y S.

. Verificar que la poblacion de la ciudad se mantiene constante a lo largo de la

simulacién.

. Medir el periodo de las oscilaciones (intervalo inter-epidémico Tg).
. A qué valores tienden las poblaciones (en porcentaje) cuando el tiempo tiende

a infinito? (equilibrio endémico)

EJERCICIO 9.2.13. Hallar la solucion del modelo de Hutchinson:

N = rN(t) (1~ W)

Elegir valores de los parametros r y K y graficar simultaneamente para varios valores
de 7. Comparar con la solucién del modelo sin delay (7 = 0).

EJERCICIO 9.2.14. Proponer un modelo SIR, como el del ejercicio 9.2.10 pero con

un delay en el paso de susceptible a infectado. Resolver y comparar con el modelo del
Ejercicio 9.2.11.

EJERCICIO 9.2.15. Consideremos un problema similar al Ejercicio 9.2.5. Nos intere-

sa estudiar la dindmica de una pelota que cae en caida libre y rebota cuando llega al
suelo. En principio, supondremos que el rebote no implica pérdida de energia y que la
caida es sin rozamiento, por lo cual:

T =—g.

1. Definir un evento (argumento events de solve ivp, con terminal=True) que de-

tecte cuando la pelota llega al suelo, detener la integracion, invertir la velocidad
(v = —v) y reiniciar la integracion desde ese estado. Resolver el problema con
este enfoque para un tiempo suficientemente largo como para ver cuatro o cinco
rebotes.

. Repetir las simulaciones anteriores pero asumiendo rozamiento con el aire y/o

una pérdida de energia en el choque (es decir: la velocidad post-choque es una
fraccion de la velocidad pre-choque). ;Qué se observa?

. Con la misma técnica (integrar hasta un evento, modificar algo y volver a in-

tegrar), simular el termostato del Ejercicio 9.1.30: ahora lo que cambia en cada
evento no es el estado sino el campo. Comparar los tiempos de encendido y
apagado con los calculados a mano, y con los que da un método de Euler de
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paso fijo con un if que cambia el estado cuando la temperatura cruzé el umbral.
.,Con qué orden converge este tltimo?

EJERCICIO 9.2.16. Considerar la ecuacion del oscilador armoénico amortiguado:
mi + bi + kx = f(t, ),

donde m > 0 es la masa atada al resorte de constante k > 0, b > 0 es el coeficiente de
rozamiento y f es un forzante. Asumimos que la condicion inicial es z(0) = 1, #(0) = 0

1. Resolver numéricamente para f = 0 tomando valores de m, b y k tales que
A>0 A<0yA=0,siendo A =0b*>— 4mk. Graficar y corroborar que el
comportamiento obtenido es el esperado.

2. Para el caso subamortiguado, A < 0. Resolver numéricamente con f(t,z) =

sin(t).

. Repetir con f(t,z) = cos(At) donde A\ = —W. . Qué se observa?

4. Resolver para f = 0y b= 0, k = m = 1 para tiempo entre 0 y 1000. ;Qué
se observa? jEs correcto este comportamiento? Una propiedad importante de
este caso es que, al no haber rozamiento, se conserva la energia, siendo £ =
%lmz + %miz.

w

EJERCICIO 9.2.17. Las ecuaciones de movimiento para una particula de masa m
cargada con una carga ¢ en un campo magnético B son las ecuaciones de Lorentz:
F= q(v x B) que pueden descomponerse en términos de posiciéon y velocidad como:

() = va(t)

y(t) = vy(t)
2(t) = v, (t)
Uy (t) = % - (vy B: — v By)
() = L (0. B, — v, B.)
0.(t) = % (Ve By — vy By),

donde los subindices x, y, z indican la coordenada del vector correspondiente (7 6 B ).

Considerar una particula de masa m = 0,5Kg cargada con carga ¢ = 1C sometida a
un campo magnético estatico a lo largo del eje Z B = (0,0, B) con B = 0,11Kgs ' C~".
Supongamos que la particula parte del origen con velocidad inicial ¢ = (v,0,0), con
v=0,Ims .

1. Simular el sistema.

2. Verificar que la particula describe una trayectoria circular en el plano z = 0.

3. Se desea conocer el tiempo que tarda la particula en dar una vuelta. Hallar-
lo definiendo un evento en solve ivp que detecte los cruces del plano x = 0
con & > 0 (usar el atributo direction) y midiendo el tiempo entre dos cruces
consecutivos.

4. ;Qué sucede si se cambia el signo de la velocidad inicial?

5. Realizar experimentos y conjeturar como cambia el periodo en funciéon de la
velocidad inicial.
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EJERCICIO 9.2.18. Realizar diagramas de fase para el sistema predador-presa del
Ejercicio 9.2.8. Observar que las orbitas alrededor del equilibrio de coexistencia son
cerradas y que no hay ciclo limite: cada dato inicial da una 6rbita periddica distinta.
Resolver para datos iniciales cercanos y lejanos al equilibrio y graficar.

EJERCICIO 9.2.19. Considerar un sistema formado por dos especies que compiten

por un mismo recurso:

t = (B -0z —y)

y = ylb—dy—cx),
que tiene cuatro equilibrios en los puntos:

b I6] Cy Cj3
0=0.0 P=(0.3) @=(50) 2=(z7)

donde C} = ye¢ — dd, Cy = vb — Bd y C3 = Bc — db. Observar que para que R esté en
el primer cuadrante es necesario que C7, Cs y C5 tengan todos el mismo signo.

1. Interpretar el significado de los parametros.
2. Realizar diagramas de fase y graficar el campo de velocidades para valores de
C; positivos para todo ¢ y negativos para todo 7. {Qué se observa?

EJERCICIO 9.2.20. Consideremos el circuito eléctrico RLC en serie, como el de la
figura, formado por una resistencia, una inductancia y un capacitor. Las ecuaciones
son:

. 1
Ve = —1

. 1 CR v
I = —ZVC — ZI + Z,

donde v es el voltaje inyectado por la fuente, R, L y C son las constantes de la resis-
tencia, la inductancia y el capacitor respectivamente; V¢ es el voltaje en el capacitor e

I es la corriente.

FIGURA 9.1. Circuito RLC serie (Ejercicio 9.2.20).

R L

L
c =

O

1. Observar que el sistema es equivalente al oscilador armoénico del Ejercicio 9.2.16.
. Qué papel juega cada componente del circuito eléctrico?
2. Realizar diagramas de fase con v = 0 para los siguientes casos, donde A =
R*—4L/C:
= no-amortiguado: R =0,
s sub-amortiguado: A < 0,
= amortiguamiento critico: A =0,
s sobre-amortiguado: A > 0.
3. Interpretar los gréaficos obtenidos.
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EJERCICIO 9.2.21 (Péndulo). Se considera el problema del péndulo:

0(t) = —Asin(6(t)) — bd en [0, T
9(0) = Vo

donde 6 representa el dngulo que forma la vara del péndulo con la vertical.

1. Formular el problema como un sistema de ecuaciones de orden uno.
2. Realizar diagramas de fase y comparar con el caso lineal (e.g.: el Ejercicio
9.2.20).

EJERCICIO 9.2.22. Realizar un diagrama de fases 3D del sistema dado por el modelo
SIR del Ejercicio 9.2.10

EJERCICIO 9.2.23 (Problema de tres cuerpos). Se quiere resolver el problema de
tres cuerpos, sujetos a atraccion gravitatoria mutua. Para simplificar, supondremos
que los cuerpos se mueven en un mismo plano. Si notamos r; = (z;,¥;) la posicion
del cuerpo i-ésimo, y m; su masa (i = 1,2, 3), las ecuaciones (vectoriales) que rigen el
movimiento de los cuerpos son:

(9.2.1) 7 = G

para el primer cuerpo, y las analogas para los otros dos. GG es la constante de gravitacion
universal, G = 0,4982&.
1. Formular el problema como un sistema de orden uno de la forma:
= f(u).
Observar que deben obtenerse doce ecuaciones (u € R?): cada una de las tres
ecuaciones vectoriales de la forma (9.2.1) debe escribirse como dos ecuaciones
escalares (una por coordenada), y a su vez, estas ecuaciones de segundo orden
se convierten en dos de orden uno. Para la implementacion, tener en cuenta que
no es necesario mantener la forma de vector. Es decir: puede tomarse u € R3*4,
por ejemplo, sin que esto genere inconvenientes para el solver.
2. Implementar una funcién tres cuerpos(t, u, ml, m2, m3) que devuelva la de-
rivada del estado.
3. Se desea resolver el problema para el sistema Sol (S) - Tierra (T)- Luna (L).
Las masas de estos cuerpos (en Kg) son: mp = 5,97 x 10%, my, = 7,3477 x 10?2
y mg = 1,9891 x 10%°. La distancia Tierra-Sol es drg = 1,49597887 x 10''m, y
la distancia Tierra-Luna: dp;, = 3,844 x 10®m. Supondremos que inicialmente
el Sol se encuentra en el origen de coordenadas, la Tierra en el punto (drg,0)
y la Luna en el punto (drg, drr).

La velocidad tangencial de la Tierra en torno del Sol, en metros/dia, esté
dada por vy = 27;‘;?5. Analogamente, la velocidad de la Luna tiene dos compo-
nentes: una correspondiente a la rotacion en torno al Sol, que se puede aproximar
por vpg = v, y otra correspondiente a su rotacion en torno a la Tierra, dada
por: vpp = Q”Qd%. Asi, dadas las posiciones iniciales asumidas, las velocidades
iniciales pueden tomarse: vg = (0,0), vr = (0,v7) vy vy = (—vLr, vLs).

Con las masas y datos iniciales dados resolver las ecuaciones en un intervalo
de tiempo que abarque 365 dias.
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4. Realizar una animaciéon a partir de los resultados obtenidos.

EJERCICIO 9.2.24. Mediante la confeccion de diagramas de fase adecuados, mostrar
que el siguiente sistema tiene una bifurcaciéon de Hopf en p = 0.

{ir: Y+ pr —zy’,
y o= mw-z—y.

EJERCICIO 9.2.25. Considerar la ecuacion (escalada) n = (n + ng)(1 —n) — Baf?;
utilizada por Boccara para modelar el crecimiento de pandillas callejeras (todos los
parametros son positivos). El primer término corresponde al crecimiento logistico con
equilibrio desplazado del origen, mientras que el segundo corresponde a la respuesta
social: es creciente con n, pero tiene un cierto limite. El pardmetro v modula la dureza
de la respuesta social (;Por qué?).

1. Fijar un valor de v y un valor de ng y graficar conjuntamente p(n) = (
no)(1 —n)y g(n) = "ﬁ; para distintos valores de o € (0;0,5) y 5 € (0;0
., Qué se observa? ;Sera posible que el sistema tenga dos equilibrios?

2. Elegir combinaciones de « y [ que representen distintos comportamientos y

realizar los diagramas de fase correspondientes. Interpretar.

n +
).

EJERCICIO 9.2.26. Resolver para distintos datos iniciales el oscilador de van der Pol,
dado por la ecuacion: 7+ A\(z? — 1)z + z = 0. Graficar las soluciones conjuntamente en
el plano (z, ). ;Qué se observa?

Repetir los graficos para distintos valores de A y analizar el efecto de la variacion
de X en el comportamiento del sistema.

EJERCICIO 9.2.27. Considerar las ecuaciones:
"= W — 2
" = puxr — x?
. 0= pr— a3
Graficar soluciones en el plano (t,z) para distintos valores del parametro p (u < 0,
p=0yp>0).

EJERCICIO 9.2.28. Considerar el modelo de Holling-Tanner

g = 0,2y(1—%).
1. Hallar los equilibrios para N = 0,5. Linealizar en torno a los equilibrios y
esbozar los diagramas de fase del problema linealizado.

2. Graficar un diagrama de fases del problema no lineal utilizando solve ivp.
Comparar.

EJERCICIO 9.2.29. Considerar el siguiente sistema, propuesto por Rossler:

T = —y—=z
y = x+ay
z = b+xz—cz,

donde a, b, ¢ son constantes. Tomar a =b =02y o =y = 20 = 1.
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. Para ¢ = 2,3, hallar y graficar un ciclo limite. Para ello, resolver el sistema para

un tiempo relativamente largo y luego volver a resolver tomando como dato
inicial el dltimo punto de la trayectoria anterior. Graficar las tres componentes
de la solucion y graficar el ciclo en R3. De yapa, puede calcularse el periodo del
ciclo detectando con un evento los cruces de un plano fijo.

. Repetir el experimento para ¢ = 3,3.
. Repetir el experimento para ¢ = 6,3. ;Se alcanza un ciclo limite en este caso?

Para ¢ = 6,3 resolver también para o = 1,01, yp = 2o = 1 y comparar (por
separado) las componentes z, y y z de esta soluciéon perturbada con la solucion
original, con dato o = yo = 20 = 1.

EJERCICIO 9.2.30 (Lorenz). El sistema de Lorenz esta dado por las ecuaciones:

= o(y—z)
Yy = rr—y—az
z = xy— bz,

donde asumiremos o =10, b = £.

1.

Observar que para 0 < r < 1 hay un tnico punto critico, en el origen. Realizar
algunos diagramas de fase para este caso.

. Realizar un diagrama de fases para el caso r = 1 y para r = 2.
. Para r = 15, hallar los equilibrios Cy = (£4/b(r — 1), ++/b(r — 1),r — 1)

y verificar que son estables. Resolver con datos iniciales cercanos al origen y
lejanos a él, y observar que las trayectorias, tras un transitorio, terminan girando
en espiral hacia uno de los equilibrios C}.

. Resolver para r = 25 y graficar la solucién. Como en el ejercicio anterior: de ser

necesario reiniciar la resolucion a partir del final de la simulacién previa para
asi encontrar el atractor de Lorenz.

Para r = 28, resolver con dos datos iniciales que difieran en 1078 y graficar la
diferencia entre las dos soluciones en escala logaritmica. ;Cuanto tarda en vol-
verse de orden 17 Este es el fenomeno de sensibilidad a las condiciones iniciales
que hace que, en dimension tres, el Teorema de Poincaré-Bendixson no tenga
analogo.

. De yapa: hacer una animaciéon en la que un punto se mueva a lo largo de la

trayectoria al tiempo que la va dibujando.

Laboratorio: los problemas conductores.

EJERCICIO 9.2.31 (Ajuste del modelo SIR a datos). Se dispone de la serie de la
epidemia de gripe del internado de 1978 (Figura 1.1; archivo datos/gripe_internado_
1978.csv): la cantidad de alumnos en cama cada dia, es decir la prevalencia I(t) =
N i(t), no los casos nuevos. (También puede usarse cualquier serie publica de casos de
una ciudad durante una tnica ola; en ese caso el dato suele ser la incidencia diaria
BsiN, y hay que ajustar esa curva.)

1.

2.

Implementar el modelo SIR y una funcion que, dados (3,7, 1), devuelva I(t) =
Ni(t) evaluada en los dias de los datos.

Ajustar (f3,7,i9) por minimos cuadrados (con least squares o curve fit, de
scipy .optimize) con toda la serie. Graficar el ajuste junto con los datos y los
residuos; calcular Ry y el tamano final predicho, y compararlo con el observado.
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. Repetir el ajuste usando soélo la primera mitad de la serie y, con esos parametros,

predecir la segunda mitad. ;Predice bien el pico? ;Y la cola?

. Repetir el ajuste desde varios puntos iniciales del optimizador. ;Se obtienen

siempre los mismos parametros? ;Y el mismo Ry = (/77 Interpretar: ;qué
combinaciones de pardmetros determinan los datos y cuales no?

. Repetir con el modelo SEIR (Ejercicio 9.2.11). jMejora el ajuste? ;Cambia la

prediccion?

. Escribir un parrafo con la conclusion: qué puede decir el modelo sobre esta

epidemia y qué no.

. (Optativo.) La misma pregunta de identificabilidad con otro modelo: ajustar

la solucion de la ecuacion logistica a la poblaciéon de algunos paises entre 1960
y 2021 (archivo datos/poblacion_banco_mundial.csv, del Banco Mundial).
. Para qué paises queda determinada la capacidad de carga K7 Para Argentina,
repetir el ajuste usando los datos hasta 1990, 2000, 2010 y 2021 y comparar las
estimaciones de K con sus errores estandar. ;Qué mide el error estandar y qué
no?

EJERCICIO 9.2.32 (La forma de onda del circuito de van der Pol). Consideramos el

sistema (3.7.1).

1. Resolverlo para A = 0,1,1,5,20 con dato inicial (0,01,0) y tiempo suficiente

para llegar al ciclo limite. Graficar z(¢) en régimen permanente para cada A\ y
describir como cambia la forma de onda.

. Medir numéricamente la amplitud y el periodo del ciclo en funciéon de A (usar

un evento para detectar los cruces por x = (). Comparar la amplitud con la
prediccion 2 del Ejercicio 9.1.33 y el periodo con 27 para A chico. ;Cémo crece
el periodo para A grande?

. Calcular el espectro de z(t) en régimen permanente (numpy.fft) para A = 0,1y

A = 5. jCuantos armoénicos son apreciables en cada caso? (Este item anticipa
la Parte II.)

. Problema inverso. Se provee un registro de corriente con ruido (o se lo genera

sumando ruido a una simulacién con A desconocido). Estimar A a partir del
registro, por ejemplo minimizando la distancia entre la forma de onda medida
y la simulada. Discutir qué caracteristica del registro (amplitud, periodo, forma)
es més sensible a \.
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Capitulo 10

Introduccion

El analisis de Fourier ocupa un lugar central en la matematica aplicada, la fisica y,
de manera cada vez mas visible, en la ciencia de datos y el procesamiento de senales. Su
idea fundamental —descomponer una senal, funcién o conjunto de datos en componentes
elementales asociadas a distintas frecuencias— proporciona un lenguaje poderoso para
describir, analizar y manipular fen6menos complejos.

Estas notas estan pensadas como una introduccion al analisis de Fourier con énfasis
en las aplicaciones y busca tender un puente entre los aspectos tedricos esenciales y
su uso efectivo en problemas concretos. En particular, el objetivo no es desarrollar la
teoria en su méxima generalidad ni con el mayor grado de abstracciéon posible, sino pre-
sentar los conceptos clave de manera clara, acompanados de ejemplos, interpretaciones
y aplicaciones relevantes.

10.1. Motivacion

Muchas de las senales que aparecen en la practica —datos experimentales, registros
temporales, iméagenes, soluciones de ecuaciones diferenciales— presentan estructuras os-
cilatorias o periddicas. En este contexto, resulta natural preguntarse si es posible descri-
bir dichas senales como superposiciones de oscilaciones mas simples, y qué informacion
se puede extraer de esa descomposicion.

El analisis de Fourier responde a estas preguntas mostrando que, bajo hipotesis
bastante generales, una funcién puede representarse como una suma (o integral) de
funciones elementales oscilatorias. Esta perspectiva frecuencial permite:

» identificar escalas dominantes en una senal,

= separar informacién relevante de ruido,

= disenar filtros para modificar o mejorar datos,

= y resolver ecuaciones diferenciales mediante técnicas sistematicas.

Desde el punto de vista de la ciencia de datos, la transformada de Fourier constituye
una herramienta basica para el analisis exploratorio, el preprocesamiento de datos y la
compresion de informacion.

10.2. Problema conductor: una serie temporal de temperatura

Para fijar ideas, tomemos una senal concreta que nos va a acompanar en toda esta
parte: el registro de la temperatura del aire en una estaciéon meteorologica, medida cada
hora durante varios anos. (En estas notas usamos, para Aeroparque, los valores horarios
del reanalisis ERA5 [19]: un modelo meteorologico que asimila las observaciones de las
estaciones y produce una serie completa y sin huecos. No es la lectura directa de un
termometro; para lo que haremos con ella, ciclos y espectro, la diferencia importa
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poco, pero conviene saberlo.) Es una serie de unos 8760 valores por afo, que a simple
vista muestra dos oscilaciones superpuestas, una diaria y una anual, mas una cantidad
importante de variabilidad que no sigue ningtin patron evidente (frentes, tormentas,
ruido de medicion). Sobre esta senal queremos responder:

1. ;Qué frecuencias contiene? ;Con qué amplitud y con qué fase contribuye cada
una? jCuénto de la variabilidad total explican el ciclo diario y el anual?

2. ;Coémo separar la parte “regular” de la senal (los ciclos) de la parte irregular, y
qué queda cuando se lo hace?

3. Sien lugar de una medicion por hora tuviéramos una por dia, o una por semana,
Lqué informacion se pierde y qué informacion se falsea?

4. ;Cuantos nimeros hacen falta para reconstruir la sefial con un error dado? ;Se
puede comprimir?

5. Las herramientas que sirven para esta senal, ;sirven igual para un audio, un
electrocardiograma o una imagen?

La misma senial reaparece en la Parte III: la temperatura en la superficie del suelo es la
“condicion de borde” que fuerza la difusion del calor hacia abajo, y lo que aprendamos
sobre su contenido de frecuencias va a determinar qué tan profundo llega cada ciclo.

La Figura 10.1 muestra la senal con la que vamos a trabajar: un ano de temperatura
horaria en Aeroparque (Buenos Aires); los datos estéan en el repositorio de la materia
(datos/temperatura_horaria.csv, tres afios, 2021-2023).

Un aflo de temperatura horaria (Aeroparque, 2023)

20
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ene feb mar abr may jun jul ago sep oct nov dic
fecha (2023)

temperatura (°C)

Una semana de enero: el ciclo diario

301

251

20

temperatura (°C)

09/01  10/01  11/01  12/01  13/01  14/01  15/01  16/01
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FIGURA 10.1. Un ano de temperatura horaria del aire (Aeroparque,
2023; reanalisis ERAD via Open-Meteo) y detalle de una semana de enero,
donde se ve el ciclo diario superpuesto a la variabilidad irregular.
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10.3. Contenido del curso

El recorrido que proponemos comienza con las series de Fourier, que permiten repre-
sentar funciones periédicas como sumas infinitas de senos y cosenos. Este caso discreto
y relativamente concreto sirve como laboratorio para introducir ideas fundamentales
como:

» distintos tipos de convergencia (puntual, uniforme y en norma (L?)),

= el papel de la ortogonalidad,

= y las limitaciones inherentes a estas representaciones, ilustradas de manera pa-
radigmaética por el fenomeno de Gibbs.

A continuacion, pasamos a la transformada de Fourier, que extiende estas ideas al
caso no peridodico. Veremos su definicion, propiedades basicas y la formula de inversion,
poniendo especial atenciéon en su interpretacion y en las condiciones bajo las cuales los
resultados son vélidos.

En una segunda etapa, abordaremos la transformada discreta de Fourier (DFT)y
el algoritmo de la Transformada rdpida de Fourier (FFT), que permiten llevar estas
ideas al terreno computacional. Aqui el foco estara en la implementacion eficiente, la
complejidad algoritmica y la conexién entre los objetos matematicos continuos y sus
contrapartes discretas.

Finalmente, exploraremos algunas aplicaciones relevantes, entre ellas:

= procesamiento de senales y filtrado,

= técnicas basicas de denoising,

= y, ya en la Parte III, aplicaciones a la resoluciéon de ecuaciones en derivadas
parciales, donde el analisis de Fourier aparece como una herramienta natural
para desacoplar variables y entender la estructura de las soluciones.

10.4. Enfoque y nivel de rigor

A lo largo de las notas se presentaran demostraciones de varios resultados impor-
tantes, en algunos casos con un nivel de detalle cercano al rigor mateméatico estandar.
Sin embargo, el énfasis estard puesto en la comprension conceptual y en la utilidad de
los resultados méas que en la completitud formal.

Cuando sea apropiado, se privilegiardn argumentos intuitivos, ejemplos explicitos
y visualizaciones, con el objetivo de que el lector adquiera una buena intuicién del
significado de los conceptos introducidos. El lector interesado en un tratamiento com-
pletamente riguroso encontraré abundante bibliografia para profundizar.

En resumen, estas notas buscan ofrecer una primera aproximacion solida y operativa
al analisis de Fourier, que permita tanto comprender sus fundamentos matematicos
como aplicarlos con confianza en problemas reales de ciencia de datos y matemética
aplicada.






Capitulo 11

Series de Fourier

Las series de Fourier fueron introducidas a comienzos del siglo XIX por Joseph
Fourier en su estudio de la ecuacion de la difusion (o ecuacion del calor). En su Théorie
analytique de la chaleur en 1822 [15], Fourier propuso representar funciones periodicas
como sumas infinitas de senos y cosenos, con el objetivo de describir la evolucion
temporal de la temperatura en un soélido. Esta idea, inicialmente motivada por un
problema fisico concreto, resulté ser extraordinariamente fecunda y abri6 el camino a
una nueva forma de analizar funciones mediante su contenido frecuencial.

A partir de esta propuesta surgieron desarrollos fundamentales en numerosas areas
de la matematica pura y aplicada, incluyendo el analisis armoénico, la teoria de fun-
ciones, la teoria de espacios funcionales y la resoluciéon de ecuaciones en derivadas
parciales. En la actualidad, las series de Fourier constituyen una herramienta central
no solo en fisica e ingenierfa, sino también en procesamiento de senales, ciencia de
datos y aprendizaje automaético, donde permiten descomponer, analizar y manipular
informaciéon compleja de manera sistemética.

11.1. Ondas fundamentales

La idea central de las series de Fourier consiste en buscar descomponer una se-
nial temporal z(¢) como superposicién de oscilaciones armonicas simples. Pero, jqué
entendemos exactamente por una de estas oscilaciones?

Llamaremos onda fundamental a una oscilaciéon armoénica simple de la forma
A cos(wot + ¢),

donde A es la amplitud, ¢ es la fase y wg = 27 f es la frecuencia angular asociada a
la frecuencia fundamental f. Esta ultima esta relacionada con el periodo T de la onda
mediante la relacion 7' = 1/f (ver Figura 11.1).

Variando la amplitud A Variando la frecuencia f Variando la fase ¢
— A=05 — f=05,T=2 — ¢=0
21 — A=10 — f=10,T=1 — ¢$=0.257
A=15 — [=20,T=0.5 — ¢=0.57

00 05 10 15 20 00 05 10 15 20 00 05 10 15 20
t t t

En cada panel, los otros dos pardmetros valen A=1, f=1(T=1), ¢=0.

F1GURA 11.1. Ondas fundamentales con distintas amplitudes, frecuen-
cias y fases.
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En efecto, observemos que
cos(wo(t +T) + ¢) = cos(wot + ¢ + woT') = cos(wot + ¢) <= wol = 2km, k € Z.

El periodo fundamental corresponde al menor 7" > 0 que satisface esta igualdad, es

decir,
2 1

Wo f.

OBSERVACION 11.1.1 (Unidades). El argumento de una funciéon trigonométrica de-
be ser adimensional. En particular, el producto wyt no puede tener unidades, lo que
implica que la frecuencia angular wy tiene unidades de inverso de tiempo. La frecuen-
cia fundamental f se mide en hertz (Hz), donde 1Hz = 157!, y se relaciona con la
frecuencia angular mediante wg = 27 f. Aunque suele escribirse que wy se mide en ra-
d/s, el radian es adimensional, por lo que desde el punto de vista dimensional wy tiene
unidades 1/s.

T

En la practica, no siempre resulta conveniente trabajar explicitamente con la fase
¢. En muchos casos es més simple escribir una oscilacién armoénica como combinacion
de un coseno y un seno de la misma frecuencia.

En efecto, usando la identidad trigonométrica
cos(a + ) = cos v cos f — sin asin f3,
podemos escribir
A cos(wot + ¢) = Acos ¢ cos(wot) — Asin ¢ sin(wpt).
Definiendo
a = Acos ¢, b= —Asin ¢,
obtenemos la representacion equivalente

A cos(wot + ¢) = acos(wot) + bsin(wpt).

Reciprocamente, dados a y b, la amplitud y la fase pueden recuperarse mediante
b
A=+va®>+ 12, tan¢ = ——.
a

Una forma atn mas compacta y conveniente de representar oscilaciones armoénicas

consiste en utilizar exponenciales complejas. Recordemos la identidad de Euler
e = cosf +isiné,

donde i es la unidad imaginaria compleja (i2 = —1).

A partir de ella, se obtiene inmediatamente que

cos(wot) = Re (™), sin(wpt) = Im (™).
En consecuencia, la combinacién lineal
a cos(wot) + bsin(wot)

puede escribirse como la parte real de una exponencial compleja. En efecto,

acos(wot) + bsin(wot) = Re((a — ib)e™°").
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De este modo, toda oscilaciéon armoénica de frecuencia wy puede representarse me-
diante una tnica exponencial compleja ce™! (entendiendo que la sefial fisica corres-
ponde a su parte real), donde ¢ = a — ib es un niimero complejo que codifica simul-
taneamente la amplitud y la fase de la onda. En efecto, escribiendo ¢ en forma polar
como

c=Ae? (A=, ¢ = arg(c))
se obtiene
Re(ce™") = Acos(wot + ¢).
De este modo, el moédulo A = |c| representa la amplitud de la onda, mientras que
el argumento arg(c) = ¢ coincide con su fase. Esta representacion resulta especial-
mente conveniente en el desarrollo de las series de Fourier y sera utilizada de manera
sistemaética en lo que sigue.

11.2. Superposicién de ondas fundamentales

Tomemos una serie temporal f: R — C y supongamos que tiene periodo L (ver

Figura 11.2).
periodo L—1]
0.2 1
~ 0.1
0.0 . : . :
0 0.5 1.0 1.5 2.0

0. 2.5 3.0

t

F1GURA 11.2. Ejemplo de senal periddica.

Queremos representar esta senial como una superposicion de ondas fundamenta-
les. Entonces no cualquier frecuencia es compatible con esta periodicidad. En efecto,
consideremos una onda compleja de la forma

ezwt'
Para que esta funcion sea L—periddica debe cumplirse que

et — @t para todo t.

Esto equivale a exigir

lo cual ocurre si y solo si
wl = 2k, ke Z.

En consecuencia, las tinicas frecuencias angulares compatibles con una periodicidad L

son
B 2km

Wi = 7 kelZ.
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0.3 = cofig| f(t) — N=1 — N=3 — N=8
0.21
=
0.11
0.01
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

FIGURA 11.3. Aproximacion de la senal superponiendo 1, 3 y 8 frecuencias.

Estas frecuencias discretas constituyen los modos fundamentales de oscilacion aso-
ciados al periodo L. Cualquier combinacién de ondas de este tipo serda nuevamente
L—periodica, y seran precisamente estas frecuencias las que apareceran en el desarrollo
en series de Fourier de una funcién periodica.

Luego, buscamos construir una aproximacion de la sefial f(¢) de la forma

f(t) ~ Z cpert = chei%Tﬂt.

Ver la Figura 11.3 para ver las aproximaciones conseguidas usando 1, 3 y 8 frecuencias
fundamentales.

11.3. Ortogonalidad

Antes de introducir la nocién de coeficientes de Fourier, conviene recordar breve-
mente cémo se calculan las coordenadas de un vector en un espacio finito-dimensional
cuando se dispone de una base ortogonal.

11.3.1. Un repaso finito-dimensional. Sea {vy,...,v,} una base ortogonal de
R™ (no necesariamente ortonormal), es decir,

<Ui,Uj> =0 sis 7& j

Todo vector x € R™ puede escribirse de manera tnica como

n

X = E CrUg.

k=1
Tomando producto interno con v; y usando la ortogonalidad, obtenemos

(x,v;) = ¢;(vj, ),
de donde se deduce inmediatamente
<X> vj)

C; = .
<Uj>vj>

J
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Este procedimiento muestra que, cuando la base es ortogonal, el calculo de las coorde-
nadas se desacopla completamente: cada coeficiente se obtiene proyectando el vector
sobre un tnico vector de la base.

11.3.2. De vectores a funciones: una motivacion. La idea central de las se-
ries de Fourier es extender este mecanismo al caso de funciones. Para motivar la nocién
de ortogonalidad entre funciones, pensemos primero en una aproximacion discreta.

Supongamos que tenemos dos funciones complejas f(t) y g(t) definidas en un in-
tervalo [0, L] a valores en C. Si tomamos una particion uniforme

jL
VTN
podemos asociar a cada funcion el vector en CV

(f(to), f(tr), -, f(tv-1)), (9(to) g(tr), -, gltn—1)).

En este contexto discreto, una nocién natural de producto interno es

j=0,...,N—1,

(Fa)x =5 3 1(6) 900)

Si, al aumentar IV, estos productos internos tienden a cero, diremos informalmente que
las funciones son ortogonales. Este razonamiento sugiere definir, en el limite continuo,
el producto interno

(113.1) )= [ g

que sera la nociéon fundamental de ortogonalidad entre funciones peridédicas de periodo
L.

11.4. Definicién de series de Fourier

Motivados por la discusion de la seccion anterior, consideremos ahora el conjunto
de funciones

(11.4.1) ex(t) = e, Wy = —

Es decir, el conjunto de las ondas fundamentales complejas en el intervalo [0, L.
Tenemos el siguiente resultado

PROPOSICION 11.4.1. Sea e(t) dado por (11.4.1). Entonces el conjunto {ex}rez
resulta ortogonal respecto al producto interno dado por (11.3.1).

DEMOSTRACION. Un céalculo directo muestra que

1 [F 1, E=m
_ (W —wm)t dt = ) )
(ks €m) z;A ¢ {o, k£ m.

Es decir, las funciones e™** forman un conjunto ortogonal (de hecho, ortonormal) con
respecto a este producto interno. ]
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Motivados por el caso finito-dimensional, si una funciéon periédica f puede escribirse

formalmente como
Wyt
t) ~ E cp €k,

keZ
la ortogonalidad permite calcular cada coeficiente de manera independiente:
(11.4.2) = (f,ex) / f(t) e ™t dt,

Esta férmula es el analogo funcional de la expresion de las coordenadas de un vector
en una base ortogonal y constituye el punto de partida del anélisis de Fourier.

DEFINICION 11.4.2. Sea f: R — C una senal periodica de periodo L. Definimos los
coeficientes de Fourier de f a

« L ‘ L ‘
alf) = == [ s =a = [ rea

SISl

DEFINICION 11.4.3. Se define la serie de Fourier de f a la expresion formal

S[(E) =) eve™,

kEZ

donde wy = ZZ y ¢;, viene dado por (11.4.2).

11.4.1. De la representacion compleja a senos y cosenos. Hasta ahora
hemos trabajado con la representaciéon compleja de una funciéon periddica,

2k
t) ~ ¢y ert Wy = —.
f(t) % K k=T
Esta formulacion es particularmente conveniente desde el punto de vista algebraico y
conceptual. Sin embargo, en muchas aplicaciones —y en particular cuando la senal f
es real— resulta natural buscar una representaciéon enteramente real.
Si f(t) es real para todo t, entonces los coeficientes complejos satisfacen la relacion
de simetria

C_k = Ck, ke Z.
En efecto
_ 1" i2km
F= T i flt)e " tdt
1 E %x

/ Ft) et dt

g C*k

Esta propiedad garantiza que la suma compleja sea real y permite reagrupar los
términos correspondientes a las frecuencias +k.

En efecto, para k > 1,

'2k'7rt

i 2k _j2km i 2km _ _j2km i 2k
ke’ Tl pe e T = et T 4+ Gre 7’Lt:2Re(ckeZLt).
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Escribiendo ¢, = o — i, con ay, B € R, se obtiene
2 Re(ckei‘”’“t) = 20y, cos(wyt) + 20y sin(wgt).

De este modo, toda funcién real y periddica puede escribirse como una serie de
Senos y Cosenos:

ao - .
f(t) ~ ) + ; (ak cos(wgt) + by, sm(wkt)) :
donde los coeficientes reales estéan relacionados con los coeficientes complejos por
apg = 260, ap = 2 Re(ck), bk =-2 Im(ck), k Z 1.

11.4.2. De la representacion real a la compleja. Reciprocamente, dada una
representacion real en términos de senos y cosenos,

ft) ~ %o i (ak cos(wgt) + by, sin(wﬂ)) :

2
k=1

puede recuperarse la forma compleja escribiendo

eiwkt + e—iwkt eiwkt _ e—iwkt
cos(wgt) = , sin(wgt) = -
(wrt) 5 (wrt) 5;
Un célculo directo muestra entonces que
1 1
ckzﬁ(ak—ibk), C_kzé(ak—i‘ibk), ]{721,

Yy = (12—0

En conclusion, las representaciones compleja y real de una serie de Fourier son com-
pletamente equivalentes. La eleccién de una u otra depende del contexto: la formulacion
compleja es mas compacta y algebraicamente natural, mientras que la representacion
en términos de senos y cosenos resulta mas transparente cuando se trabaja con senales
reales.

11.4.3. Ortogonalidad de senos y cosenos. La ortogonalidad de las funciones
seno y coseno puede deducirse directamente de la ortogonalidad de las exponenciales
complejas. Recordemos que, para k,m € Z,

L L _
1 / ekt gimt Jf — 1 / ilwr—wm)t gy — 1, k=m,
Lo L Jo 0, k#m,

donde wy, = %
Usando las identidades
eiwkt + e—iwkt . e’iwkt _ e—iwkt
cos(wyt) = — sin(wyt) = —
1

podemos expresar los productos de senos y cosenos en términos de productos de expo-
nenciales.

Por ejemplo, para k,m > 0,

l/L cos(wyt) cos(wp,t) dit:1 Z l/L pilewrtnwm)t gy
L J, k m 1 Z ), .

e,n==1
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Cada uno de estos términos se anula salvo cuando ewy + nw, = 0, lo cual (como
k,m > 0) ocurre tnicamente si k = m: si k = m # 0 sobreviven los dos términos con

n = —¢, y si k =m = 0 sobreviven los cuatro. En el primer caso,
I 1
Z/o cos? (wyt) dt = 2
y en el segundo la integral vale 1. Por lo tanto,
| L 1, k=m=0,
T / cos(wyt) cos(wmt) dt = ¢ 3, k=m #0,
0 0, k#m

Un céalculo completamente analogo muestra que, para k,m > 1,

I L k=
Z/o sin(wkt)sin(wmt)dt:{S: Z%Z:

mientras que

1 /L
T / sin(wgt) cos(wy,t) dt =0 para todo k,m.
0

En conclusion, el conjunto de funciones

{1, cos(wgt), sin(wgt) }k,21

es un conjunto ortogonal en el espacio de funciones peridédicas de periodo L con respecto
al producto interno

(f,9) —%/0 f(t) g(t)dt.

11.5. Serie de Fourier real

Cuando tenemos una senal real f: R — R entonces buscaremos su serie de Fourier
de senos y cosenos.

DEFINICION 11.5.1. Sea f: R — R una funcién L—periédica. Su serie de Fourier
en senos y cosenos se define como

a > .
f@&) ~ S[f) = ?0 + Z(ak cos(ZXt) + by, sm(%T’rt)),
k=1
donde los coeficientes de Fourier, ay, by € R se definen como
2 L
ap = Z/ f(t) cos(2x¢) dt, k € Ny,
0
2 L
b= / f(O)sin(%=t)d;,  keN.
0

La relacion entre la serie de Fourier en senos y cosenos y la serie de Fourier compleja
fue ya discutida en las secciones 11.4.1 y 11.4.2.
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Volvemos al problema: la senal de temperatura.

Si suponemos que la temperatura 7'(t) es, en primera aproximacion,
periodica de periodo L = 1 ano, la serie de Fourier real nos dice céomo
escribirla como suma de oscilaciones: la componente k tiene frecuencia
k ciclos por afo, amplitud Ay = /ai + b7 y fase ¢y, con ay cos(wyt) +
bi sin(wyt) = A cos(wit + ¢r) v tan ¢ = —by/ax, como en la Seccion
11.1. El ciclo anual corresponde a k& = 1; el ciclo diario a k£ = 365.
La fase ¢; dice en qué dia del ano se alcanza la temperatura maxima
media, y la amplitud A; cuanto difiere ese méaximo de la media anual
ao/2. Esto responde, en principio, la primera pregunta de la Seccion 10.2.
Quedan dos dificultades, que son el tema de los capitulos siguientes: en
qué sentido la serie “recupera’ la senal (Capitulo 12), y como calcular
los coeficientes cuando en lugar de una funcién tenemos 8760 ntmeros
(Capitulo 14). Con los datos de 2023 (Figura 11.4): la media anual es
18,2 °C, A; = 6,9 °C con maximo medio el 25 de enero, Azgs ~ 2,8 °C
con maximo diario cerca de las 15:45 h, y la media més esos dos términos
y el armoénico de 12 h (k = 730) explican el 70 % de la varianza de la
senal.

Amplitudes de la serie de Fourier real de la temperatura (2023, L =1 afio)

A (°C)

1014 k—1: anual
k=365 diario
100 k=1730: 12 h
10714 ‘
| ‘ AJ
102 L . . ] IHI .ummhﬂ l; Dl IH.HI.“ AL AL (A i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

k (ciclos por afno)

Dos semanas de enero y la reconstrucciéon con cuatro términos

w
wu

1 —— temperatura —— media + k£=1,365,730 —-—- media + k=1

w
o

temperatura (°C)
N N
o w

15 - ap/2=18.2, A; =6.9, A3 =2.8 (°C)

09/01  11/01  13/01  15/01  17/01  19/01  21/01  23/01
fecha (2023)

FIGURA 11.4. Serie de Fourier real de la temperatura de 2023 (L = 1
ano). Arriba: amplitudes Ay; sobresalen el ciclo anual (k =1, A; ~ 6,9
°C), el diario (k = 365, Ase; ~ 2,8 °C) y su primer armonico (k = 730).
Abajo: dos semanas de enero y la reconstruccion con sélo la media y esos
tres términos, que explican el 70 % de la varianza.
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Capitulo 12
Convergencia de la serie de Fourier

Un problema matematico central en el analisis de Fourier es el estudio de la conver-
gencia de la serie de Fourier y la determinaciéon de las hipotesis bajo las cuales dicha
serie recupera efectivamente la senal original.

El contenido de este capitulo sera, en general, mas riguroso que en los capitulos
anteriores. En una primera lectura recomendamos al lector omitir las demostraciones y
concentrarse en las aplicaciones de los resultados, regresando a los argumentos tedricos
cuando se busque una comprension mas profunda.

12.1. Propiedades de los coeficientes de Fourier

Empecemos estudiando algunas propiedades generales que tienen los coeficientes
de Fourier para una senal arbitraria f: R — C. Sobre la senal f, s6lo asumiremos en
principio que es integrable, es decir que

/0 £ dt < oo.

Notaremos por L!([0, L]) al conjunto de funciones integrables.

Si bien haremos todas las cuentas para los coeficientes de Fourier de la forma
compleja (11.4.2), es un ejercicio sencillo adaptar los argumentos para tratar con los
coeficientes en la forma trigonométrica dados por la Definiciéon 11.5.1.

Empecemos con la siguiente proposicion.

PROPOSICION 12.1.1. Sea f € L'([0,L]) y ¢ = c(f) sus coeficientes de Fourier
dados por (11.4.2). Entonces se tiene:

1. La sucesion {ci trez €s acotada, i.e.

1 (L
< — .
ol <7 [ Ina
2. Si f,g € L*[0, L]) son dos sefiales, y A € C, entonces

alf+g)=alf) +alg) v alrf)=Aral(f)
3. Si f es continua, diferenciable a trozos y ' € L'([0, L]), entonces

) =2 ()

4. 81 f(t) €R yespar (ie. f(—t) = f(t)), entonces Im(cy) =0y

cx = Re(cr) = %/0 f(t) cos (2]{%75) dt.

121
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5. 81 f(t) € R y es impar (i.e. f(—t) = —f(t)), entonces Re(c) =0 y

t) =
%’“ = Im(cy) = _%/02 f(t)sin (%th) dt.

DEMOSTRACION. 1. Este item es simple. En efecto, de (11.4.2) tenemos

e i dt‘ / ‘f
ZELA £ dt.

2. Este item es inmediato de la definicion (11.4.2) y de la linealidad de la integral.
3. Este item es una consecuencia de la féormula de integracion por partes, en efecto,

L
= %/0 Flt) e P dt = % ([f( —EE / f(t —e”’”%l)

El término integrado es igual a 0 dado que f(0) = f(L) (por la periodicidad
y la continuidad de f; si f es so6lo diferenciable a trozos, se integra por partes
en cada trozo y los términos de borde se cancelan por la continuidad). Como

’Ck| = dt

%e‘i%Tﬂt = —%e‘i%%t obtenemos
2k5m 1 _j2kx 2k
Ck< , / f Lldt = i Ck(f)

4. Si f es una funcién real y par, tenemos que

2km

/if@ = [ p e
0

f coS (—t) dt—z/ f(t)sin (—t) dt.

Como f es pary sm(T”t) es impar, la segunda integral es 0 y como cos(2¢)
es par, tenemos que

/2 f(t) cos <%Tﬁt> dt = 2/2 f(t) cos (2]%%15) dt.
L 0

Esto termina de probar lo deseado.
5. Este item es similar al anterior y omitimos la prueba.

SISV

Con esto se concluye la demostracion. U

Observemos que el punto 1 de la proposicién anterior dice que los coeficientes de
Fourier siempre estan acotados. Combinando esto con el punto 3, obtenemos que si f
es continua y diferenciable a trozos con f’ integrable,

L
|Ck(f)|—2k ek (f >|_2k / |f'(t)|dt — 0 cuando k — oo.

Esta propiedad sigue siendo cierta atn sin la hipdtesis de ser diferenciable y se la conoce
con el nombre de Lema de Riemann-Lebesgue.
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LEMA 12.1.2 (Riemann-Lebesgue). Sea f € L'([0, L]), entonces

Ifm / f(t)e™dt =
A—00

DEMOSTRACION. Para la demostracion usaremos el hecho de que las funciones
g € CH(0, L)) son densas en el conjunto L'([0, L]). Es decir que para todo f € L'([0, L])
y e >0, existe f. € C1((0, L)) tal que

/0 ) — (o) dt <<

La demostracion de este hecho se encuentra en cualquier texto de teoria de la medida
o teoria de integracion. Ver, por ejemplo, [11] o [41].

Ahora la prueba resulta muy similar al punto 3 de la proposiciéon anterior. En efecto,
L L ‘
v [0 - fola < | [ roeal e
0 0
Por otro lado, usando la férmula de integraciéon por partes,

R Z}\f dt / R Z}\f t — __/ ’L)\t dt
[ lt) 5 e i

Observemos que no aparece el término integrado dado que f.(0) = f.(L) = 0. Luego,
obtenemos

g it
/0 fz—:(t)e dt‘ = X

Esto concluye la demostracion. ([l

)ei)\t dt S )ei)\t dt

. 1 [t
JeiMt dt’ < X/ |f2(¢)|dt = 0 cuando A\ — oc.
0

12.2. Convergencia puntual de la serie de Fourier

El primer resultado general sobre convergencia puntual de la serie de Fourier se
remonta a Dirichlet, a comienzos del siglo XIX (1829). Este resultado fue posterior-
mente refinado por Jordan en 1881, quien obtuvo condiciones globales mas generales
sobre la senal f que garantizan la convergencia puntual de la serie. De manera casi
simultanea, hacia 1880, Dini formul6 una condicién puntual y muy general que asegura
la convergencia de la serie de Fourier a f en un punto dado .

En este capitulo presentaremos la demostracion del teorema de Dini. Este resultado
proporciona una condicién, formulada en términos del médulo de continuidad de la
funcién, que permite garantizar la convergencia puntual de la serie de Fourier en un
punto sin imponer hipotesis globales de suavidad.

TEOREMA 12.2.1 (Criterio de Dini de Convergencia puntual). Sea f € L'([0, L])
una funcion L-periodica y sea to un punto en el que existen los limites laterales f(t7)

y tal que, llamando S = #;
5
—h) -2
(12.2.1) / | f(to+ h) + f}fto m-2sl
0
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para algun 6 > 0. Entonces la serie de Fourier de f converge en tg y

cheiwkto - w

kEZ

En particular, si f es continua en ty, S = f(to) y la serie converge a f(to).

El caso que mas se usa en la practica es el siguiente.

COROLARIO 12.2.2. Sea f una funcion L-periddica, continua a trozos y con deri-
vadas laterales en todo punto (por ejemplo, f de clase C* a trozos). Entonces su serie
+ —
de Fourier converge en todo punto ty al promedio de los limites laterales w
particular converge a f(to) en cada punto de continuidad.

sen

DEMOSTRACION. Si existen las derivadas laterales en ¢y, existe M tal que |f(ty +
h)— f(t§) < Mhy |f(to—h)— f(ty)] < Mh para 0 < h < §, y entonces el integrando
de (12.2.1) esta acotado por 2M. Se aplica el Teorema 12.2.1. O

OBSERVACION 12.2.3. Una funcién f que verifica (12.2.1) en un cierto ¢y se dice
que verifica la condicion de Dini en t.

EJEMPLO 12.2.4. Una pregunta importante es: jqué funciones verifican la condiciéon
de Dini (12.2.1)? En los ejemplos que siguen f es continua en ty, de modo que S = f(ty).

1. El ejemplo més simple (y probablemente el mas usado) es que si f resulta
diferenciable en t; entonces verifica la condiciéon de Dini en ty. En efecto, si f
es diferenciable en ¢y tenemos que

’ f(t +h)_f(t)_/
lim =2 = f(to)

En particular, tomando M = |f'(ty)|+1, existe § > 0 tal que si |h| < §, entonces
|f(to + h) — f(to)] < MIh|.

Luego,
[f(to + 1) + f(to — h) = 2f(to)| _ |f(to+h) = Flto)| | [f(to = ) = f(to)]
h - h h
si0 < h <0,y la condicion de Dini (12.2.1) se satisface.
2. La misma cuenta anterior muestra que si f es Lipschitz en ty, es decir

lf(t) — f(to)] < M|t —to|, para |t —to| <,

entonces se verifica (12.2.1).

3. Un ejemplo del item 2 es la funcion f(t) = |¢|. Esta funcion no es diferenciable
en ty = 0 pero si es Lipschitz en ¢y = 0. Por ende su serie de Fourier converge
puntualmente en ty = 0.

4. Una generalizacion de este caso es cuando la funcion f es Hdélder a en ty (0 <
a < 1). Es decir, existe 0 < a < 1, C' > 0y ¢ > 0 tales que

|f(to + 1) = f(to)| < C[h|*  para [h] <.
Luego, razonando como en el item 1, obtenemos la desigualdad

0 0

<2M

< 0.
h «
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5. Un ejemplo de una funcién Holder es f(t) = /t. Es facil verificar que esta
funcién no es diferenciable en ty = 0, tampoco es Lipschitz en ty = 0 pero es
Holder en tg = 0 con a = %
Veamos finalmente la demostracion del Teorema de Dini. Es la parte més técni-

ca del capitulo y puede omitirse en una primera lectura; lo que importa retener es

el mecanismo: la suma parcial es una convolucion de f con un nucleo (el nicleo de

Dirichlet) que concentra su masa en el origen a medida que N crece, y el Lema de

Riemann-Lebesgue hace el resto.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 12.2.1. Consideremos la N —ésima suma parcial
de Fourier dada por

N

A 2km
SNl = D e, wyp= -
k=—N
Queremos demostrar que Sy[f](to) — S cuando N — oo.

Empecemos por explorar con més detalle la suma parcial Sy[f](¢). Usando la ex-
presion de los coeficientes ¢ dada por (11.4.2), y que todas las integrales de funciones
L-periédicas pueden calcularse sobre cualquier intervalo de longitud L, obtenemos

N L/2

SN0 = 3 e z L gy e as o
k=—N L/2
L/2 1 al -2k L/2
—L/2 L= —1/2
DN??—S)

A la funciéon Dy(t) se la llama nicleo de Dirichlet (ver Figura 12.1). Para obtener

N=10, L=2n
3 Dy(0) =21 ~3.34
2.
3
Qo
0 DA /\ [\ AN A
- 77r/2 0 /2 T

FIGURA 12.1. Nucleo de Dirichlet para N = 10 y L = 2m; Dyn(0) =
(2N +1)/L.
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una expresion mas simple de Dy/(t), observemos que, si llamamos r = €' 7!

tenemos que

, entonces

2N 1 — p2N+1
LDy(t XIT—EZ”PJ P

1

Ahora, multiplicando y dividiendo por ™2, obtenemos

1 _N_1 1

pN-31 _ p2N+1 . —N—3 _  N+j
LDN(t) = 1 = 1 1
r-2 1—7r r 2z —r2

;2m
Reemplazando r por e'Zt, obtenemos

—iZmy(N+L) _ iZmy(N4-D) 0 (2T 1
Dy(ty= LT m e T 1sin( (V4 )0
L et Tty — el ts L sin(71)

El nucleo de Dirichlet tiene estas propiedades cuya demostracion queda de ejercicio:

1. Dy(t) es una funcion periodica de periodo L.
2. Dy(t) es una funcion par.

3. f%% t)dt =1y, por paridad, fo N(t)dt =
Usando la propledad 1 y el cambio de variables s +— t — s,
L/2 L/2
Sulfit) = [ ft=o)Du(s)ds= [ (1t~ s) + flt+ 5)) D(s)ds.
—L/2 0

donde en el iltimo paso usamos la paridad de Dy para juntar las contribuciones de s
y de —s. Entonces, usando la propiedad 3 obtenemos

L2
Swlf(to) —5:/0 (F(to— ) + f(to + ) — 25) Dy(s) ds

1 (L2 fto+s)+ flto—s) — 28 _
- g R (e )

Observemos que la funcién s/sin(Fs) es continua y acotada en [0, L/2] (vale L/
ens=0y L/2en s = L/2;acé es esencial haber integrado sobre el intervalo simétrico
[—L/2,L/2] y no sobre [0, L], donde el seno se anula en el extremo). Por otro lado, por
la condicion de Dini (12.2.1), la funcion ¢(s) = f(t°+s)+f(t° )25 o integrable en [0, 4],
y en [0, L/2] es integrable porque f € L'y 1/s < 1/6. Luego el producto ¢(s) s/ sin(7s)
es integrable en [0, L/2] y podemos usar el Lema de Riemann-Lebesgue, Lema 12.1.2
(con A = 2%(N + 1), tomando la parte imaginaria), para concluir que Sy [f](to) =S — 0
cuando N — oo. Esto concluye la demostracion. O

lE

Veamos ahora algunos ejemplos.
EJEMPLO 12.2.5 (Funcién signo). La funcion signo se define como

1 sit >0,
sgt=1+<0 sit=0,
-1 sit<0.
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Consideramos el intervalo [—1,1] y extendemos sgt por periodicidad a toda la recta
real. Se puede ver el grafico en la Figura 12.2. De acuerdo a la Proposiciéon 12.1.1, item

1.5 o
periodo L =2

1.0
0.5 1
%’5 0.0 |

—0.5 1

-1.0

-1.5 T . T . T
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURA 12.2. Funcién signo.

5, como sgt es real e impar, su serie de Fourier es una serie de senos. La serie de Fourier

resulta:
[ee]
W

En la Figura 12.3 se ven algunas aproximaciones de la funcién signo usando Fourier.
Observemos que en t = % la funcién es diferenciable, por lo que podemos aplicar el

sm ((2k + 1)mt).

>1|u>

4
sgt = ;(sin(ﬁt) + 3 sin(3nt) + 1 sin(57t) +

27 sg(t) — N=1 — N=3 — N=5 — N=15

FIGURA 12.3. Funcién signo y algunas aproximaciones usando la serie de Fourier.

Teorema 12.2.1 y entonces

sm ((2k + 1)73).

_4 i
= - 2

Ahora,
sin((2k + 1)7d) = sin(Z + kr) = (-1,
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Luego,

i( ) 1+1 1+
Laok+1 35 7

EJEMPLO 12.2.6. Consideremos ahora la funcién f(t) = t?. La suponemos definida
en el intervalo [—1,1] y la extendemos por periodicidad a todo R. Ver Figura 12.4 De

1.00 1 fy=t*en[-1,1], L=2

0.75 1
= 0.50 -
0.25 1

0.00 1

FIGURA 12.4. f(t) = t* extendida por periodicidad.

acuerdo a la Proposicion 12.1.1, item 4, como f(t) es real y par, su serie de Fourier es
una serie de cosenos. La serie de Fourier resulta:

b 1A S
3 w2 k2

k=1

cos(kmt), te[-1,1].

En la Figura 12.5 se muestran las aproximaciones que se obtienen mediante la serie
de Fourier. Como f(t) es diferenciable en ¢ = 0 podemos aplicar el Teorema 12.2.1 y

125 mmm ¢2 peribdica — N=1 — N=3 — N=5 — N=15
1.00 A1

0.75 1

—

-+
—

= 0.50 1
0.25

0.00

o~

FIGURA 12.5. Aproximaciones de f(t) = ¢* mediante Fourier.

obtenemos

4 o0
F Z k2
k=1

O\Dll—l
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Luego,

2 . (—1)kHt 1 1 1
i S e e
12 ; k2 4+9 16+

12.3. Convergencia Uniforme

Dada una senal f: R — C, peridédica con periodo L, recordemos que su serie de
Fourier viene dada por

o0

(12.3.1) )~ 3 e

k=—o00

Esta serie esta bien definida si f es integrable.

En la seccién previa vimos condiciones que garantizan que la serie converge pun-
tualmente (ver el Teorema 12.2.1). Si f resulta continua en tq y verifica la condicion
de Dini en ¢y, (12.2.1), entonces

-2k
f(to) = Z cpe Lt

k=—o0

En esta seccién queremos encontrar condiciones que garanticen que la serie converja
uniformemente a f.

Para estudiar este problema, necesitaremos el siguiente resultado

TEOREMA 12.3.1 (Criterio M de Weierstrass). Sean fr: I C R — C, k € N
funciones y sean constantes My > 0 tales que

k()] < My para todo k €Ny > My < 0.

k=1

Entonces, la serie Y-, fx(t), converge absoluta y uniformemente en I.

La demostracion de este resultado la encuentran en [34].
Usando el Teorema 12.3.1 tenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 12.3.2. Sea f: [0, L] — C una funcion integrable. Entonces la serie de
Fourier de f dada por (12.3.1) converge absoluta y uniformemente si

(12.3.2) D el < oo

k=—o00

DEMOSTRACION. La serie de Fourier de f es una serie de funciones donde fi(t) =
- 2km .
cr et L t. Buscamos aplicar el Teorema 12.3.1. Entonces
2km

| ()] = ler e 2| = |exl.

Luego, tomando My, = |¢x| aplicamos el Teorema 12.3.1 y concluimos lo deseado. [
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Veamos bajo qué condiciones sobre f podemos garantizar que se cumple (12.3.2).

Observemos que por la Proposicion 12.1.1, item 3, si f es continua, diferenciable a
trozos y f’ es integrable, tenemos que
L /
c = c .
W) = 5 el )

Por otro lado, por el item 1 de la misma proposicion, |c(f')| es acotado, con lo que
tenemos

C 1 [t
lex (Al < - 0:%/0 |F/(¢)| dt.

Si adicionalmente, suponemos que f’ es periddica de periodo L y diferenciable con
f" integrable, aplicando nuevamente la Proposiciéon 12.1.1, item 3, tenemos que

o L no__ L 2 A L2 "
(f) = gl = <2k7ri> (") =~ gl
de donde, usando nuevamente el item 1 de la misma proposicion,
C
(12.3.3) ()] <

Luego tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 12.3.3. Sea f: R — C una funcion L—periddica, dos veces diferen-
ciable y con f" integrable en [0, L]. Entonces la serie de Fourier de f converge absoluta
y uniformemente a f en [0, L].

La Figura 12.6 muestra el decaimiento de |c;| para tres funciones de distinta regu-
laridad.

100_
10—2_

10—4_
10—6_

10_8- .

|e|
L ]

sg(t) (salto)

10-10 - - t%(continua, con quiebre)
10_12 | . emu(?mﬂ) (C)C)
10714 4 ’

10—16_

T T R 12

FIGURA 12.6. Decaimiento de los coeficientes de Fourier segiin la regu-
laridad de la sefial: la funcién signo (salto) decae como 1/k, t* extendida
periédicamente (continua con un quiebre) como 1/k? y 5™ (C>) mas
rapido que cualquier potencia.
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DEMOSTRACION. Por el Corolario 12.3.2 y la estimacion (12.3.3) (notemos que f
es L-periddica por serlo f), la serie converge absoluta y uniformemente. Ademés, como
f es diferenciable en todo punto, verifica la condicién de Dini en todo punto y, por el
Teorema 12.2.1, la serie converge puntualmente a f. Luego el limite uniforme es f. [

Si bien este resultado ya nos da condiciones suficientes para la convergencia uniforme
de la serie de Fourier, las mismas parecen excesivas. En lo que sigue veremos céomo es
posible obtener la misma conclusion de la Proposicion 12.3.3 con menos hipotesis sobre
la funcion f.

Observemos que, por el Lema de Riemann-Lebesgue, Lema 12.1.2, sabemos que
ce(f') — 0 cuando |k| — oo. Por lo que

lex(f )|<C e (S)] -
k ——

—0

Si bien esta estimacion no alcanza para deducir que c(f) satisface (12.3.2), no parece
estar muy lejos. Es por esto que las hipotesis de la Proposicion 12.3.3 parecen excesivas.

Empecemos haciendo la siguiente observacion. Sea N € N y llamemos

(12.3.4) Z dy, i, dj, € C,

k=—N

La ortogonalidad de las exponenciales complejas implican que

1 L
12.3. — ) dt = di|?
(12.35) 7 [ o) §j|k|

La igualdad (12.3.5) se denomina la identidad de Plancherel para polinomios trigono-
métricos.

Supondremos en lo que sigue que la funcién f es de cuadrado integrable. Es decir

que
1 L
—/ FOPdt < oo.
L Jg

El conjunto de estas funciones se denota como L?*([0, L}).

Empecemos con el siguiente lema

LEMA 12.3.4. Sea f una funcion L—periddica tal que f € L*([0,L]). Sea N € N y
llamemos Sy|f] a la suma parcial de Fourier dada por

N

SnfI) = Y e T,

k=—N

con ¢, € C los coeficientes de Fourier dados por (11.4.2). Entonces si py(t) es un
polinomio trigonométrico de la forma (12.3.4), tenemos que

7| o -ssnopa< 1 [0 -pFa
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OBSERVACION 12.3.5. Lo que el Lema esta diciendo es que entre todos los polino-
mios trigonométricos, el que mejor aproxima a la funcion f en media cuadrdtica es la
aproximacion de Fourier.

DEMOSTRACION. Sea py(t) dado por (12.3.4). Empecemos calculando

/OL |f(t) —pn(t)]?dt = /OL |£(t)|*dt — 2Re (/OL f(t)mdt> +/0L pw (6)] dt.

Ahora, por (11.4.2),

L —_— N = L 2k
| rom@a= Y [ pwe

i

Lex
Usando (12.3.5),

/|pN () dt = LZ\dkP

k=—N
Luego, obtenemos
N

/yf — pn(t)2dt = /yf |2t—2LRe<chdk>+LZ\dkP
k

k=—N =

Sumando y restando L Z]kvz_ ~ lck]?, llegamos a

L N N
(12.3.6) / £ () (1)) dt = / fOPd =L > x> + L |ew — dif.
0 k=—N k=—N

El lema queda demostrado observando que esta tltima expresion se minimiza si d, = ¢,
para todo k. O

Un corolario inmediato del lema (en realidad de (12.3.6)) es la llamada desigualdad
de Bessel.

COROLARIO 12.3.6 (Desigualdad de Bessel). Sea f € L?([0, L]) y cx sus coeficientes
de Fourier dados por (11.4.2). Entonces

(12.3.7) |c,g|2 / |f(t)]? dt.

k—foo

DEMOSTRACION. Si en (12.3.6) tomamos dy = ¢, obtenemos

o< [l —svinmpa = [ irFa -1 Y jaf

Luego,

N 1 L
> laP<y [ 0P v e,
k=—N 0

de donde se deduce lo deseado. O
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Con la ayuda de la desigualdad de Bessel podemos ahora si dar un resultado de
convergencia uniforme con mejores hipotesis que las de la Proposicion 12.3.3.

TEOREMA 12.3.7. Sea f wuna funcion L—periddica y diferenciable tal que f' €
L*([0, L]). Entonces la serie de Fourier de f converge absoluta y uniformemente a

f en [0, L].

DEMOSTRACION. De acuerdo al Corolario 12.3.2, s6lo debemos verificar (12.3.2).
Como f es L—periodica y diferenciable, tenemos que

)l = grele £

Luego, usando la desigualdad ab < % + %,
L1 1
< = 4= 2.
|Ck<f)| = Q72 k2 + 2|Ck(f )|
Esta desigualdad, junto con la desigualdad de Bessel aplicada a los coeficientes ¢ (f’),
implican que ¢ (f) verifica (12.3.2) y por ende la serie de Fourier es absoluta y uni-
formemente convergente. Finalmente, como f es diferenciable, verifica la condicién de
Dini en todo punto y, por el Teorema 12.2.1, la serie converge puntualmente a f; luego

su limite uniforme es f. 0

12.4. Convergencia en media cuadratica

El objetivo en esta secciéon es el de estudiar la convergencia de la serie de Fourier
pero sin asumir hipotesis de regularidad sobre la funcion f(¢). Entonces no queremos
asumir ni las hipotesis del Teorema 12.2.1 que nos da la convergencia puntual, y mucho
menos las del Teorema 12.3.7 que nos da la convergencia uniforme.

Queremos remarcar que, aunque asumamos que f es una funcion continua, es posible
construir ejemplos en donde f es continua y su serie de Fourier no converge en un
conjunto denso de puntos (ver [43]). Luego para estudiar estos casos en general, e
incluso casos en donde f es discontinua, precisamos ver una nocién de convergencia
diferente a la puntual.

La nocion adecuada resulta ser la convergencia en media cuadrdtica que ya hemos
visto en el Lema 12.3.4.

DEFINICION 12.4.1 (Convergencia en media cuadratica). Sean f, f € L*([0, L)),
k € N. Decimos que f;, — f en L? o en media cuadrética si

L
/ |f(t) — fe(t)]*dt — 0 cuando k — oco.
0

Tenemos entonces el siguiente resultado.

TEOREMA 12.4.2. Sea f € L*([0,L]). Entonces su serie de Fourier converge en
media cuadrdtica. Es decir,

/L |f(t) — Sx[f](t)|*dt — 0 cuando N — oo.
0
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La demostracion de este resultado usa dos hechos fundamentales. El primero es que
las funciones C!((0, L)) son densas en L?([0, L]):

TEOREMA 12.4.3. Sea f € L*([0,L]) y € > 0. Entonces exziste f. € C}((0, L)) tal
que

A|ﬂ0—ﬁ@ﬁﬁ<a

Este resultado lo pueden encontrar en [41].
El segundo resultado que vamos a necesitar es el Teorema de Stone-Weierstrass:

TEOREMA 12.4.4 (Stone-Weierstrass). El conjunto de los polinomios trigonomé-
tricos de periodo L es denso en el espacio Cper([0, L]) de las funciones continuas en
0, L] con g(0) = g(L) (es decir, las funciones continuas y L-periddicas). Es decir, dado
g € Cper([0, L)) y e > 0 existe un polinomio trigonométrico p. tal que

sup |g(t) — p(t)] < e.
tel0,L]

Este teorema se encuentra en [34].

OBSERVACION 12.4.5. La condicion ¢(0) = ¢g(L) es necesaria: los polinomios trigo-
nométricos son periodicos, y el limite uniforme de funciones peridédicas es periddico.
Notemos que las funciones de C!((0, L)) del Teorema 12.4.3 se anulan en los extremos y
por lo tanto pertenecen a C.,([0, L]), que es lo que se usa en la demostracion de abajo.
El Teorema de Stone-Weierstrass es en realidad més general que el que enunciamos
acd. Esta version es la que vamos a usar pero el lector interesado puede ver en [34] la
version general del mismo.

Ahora si, veamos la demostracion.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 12.4.2. Sea f € L%*([0, L]) y € > 0. Por el Teore-
ma 12.4.3, existe f. € C1((0, L)) tal que

(ALvaw—ﬁ@Pﬂ)é<§

Ahora, por el Teorema 12.4.4, existe un polinomio trigonométrico p. tal que
€

sup |f-(t) —pe(t)| < .
te[wl (t) — pe(t)] T
El polinomio p. es de la forma
N k
- 2km
pe(t) = Z ds e ct
k=—N

y por el Lema 12.3.4 tenemos que

tAV@—&MWWﬁsév@—mwwt
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Luego, combinamos todas estas desigualdades y obtenemos

(ALV@)_SNUKOPﬁ>éSQ(éLV@>—pxoPﬁ>%
(/OL o dt)é ! (/OL [f(t) = p=(t)]” dt)5

< g+ VL sup |f-(t) — p.(t)]

tel0,L]

IN

cELE_,

-2 2
Por ultimo, si M > N, la suma parcial Sy[f] es un polinomio trigonométrico de la forma
(12.3.4) con M en lugar de N, asi que por el Lema 12.3.4 el error fOL |f(t)— S f](¥)]* dt
es no creciente en M vy, por lo tanto, también es menor o igual que €2 para todo M > N.
Como € > 0 es arbitrario, esto completa la demostracion. O

Con la ayuda del Teorema 12.4.2 podemos demostrar la famosa identidad de Plan-
cherel

COROLARIO 12.4.6 (Identidad de Plancherel). Sea f € L?([0, L)) y cx sus coeficien-
tes de Fourier dados por (11.4.2). Entonces

N
Snlft) = Y epe
k=—N

Entonces

@ 1 [ IssoPa - EZwP y

L/ wlf k
L
(b) / |f(t) — Sx[f](t)|*dt — 0, cuando N — oo.
0

Los detalles quedan para el lector. 0

12.5. El fenémeno de Gibbs

Uno de los aspectos més llamativos —y a primera vista paraddjicos— de la conver-
gencia de las series de Fourier es el llamado fenomeno de Gibbs. Este fenémeno describe
el comportamiento de las sumas parciales de la serie de Fourier cerca de un punto de
discontinuidad de la funcién original.

Sea f una funcién L—peridédica y consideremos su serie de Fourier. Aun cuando
la serie converge puntualmente en todos los puntos donde f es continua y converge al
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valor medio de los limites laterales en los puntos de discontinuidad, las sumas parciales

S[flt) = Y el

k=—N
presentan oscilaciones persistentes cerca de las discontinuidades.

Mas precisamente, si f tiene un salto en un punto ty, las sumas parciales exhiben
un sobrepico (overshoot) y un subpico (undershoot) cerca de tp, cuya amplitud no
desaparece cuando N — oo. En particular, el maximo exceso relativo converge a una
constante universal, aproximadamente un 9 % del tamano del salto, independientemen-
te de la funcién considerada.

Este comportamiento no contradice los teoremas clasicos de convergencia puntual,
como el Teorema de Dini, Teorema 12.2.1, ya que dichos resultados garantizan conver-
gencia punto a punto, pero no convergencia uniforme en presencia de discontinuidades.

Desde un punto de vista analitico, el fendmeno de Gibbs estd intimamente ligado
a la forma del nicleo de Dirichlet,

k=—N

cuyas oscilaciones y pobre comportamiento integrable explican la apariciéon de estos
efectos cerca de los saltos de la funcion.

12.5.1. Ejemplos ilustrativos. El ejemplo prototipico del fenémeno de Gibbs

es la funciéon signo
f(t) =sg(t), te(=11),

extendida por periodicidad. En este caso, las sumas parciales de su serie de Fourier
muestran oscilaciones pronunciadas cerca de t = 0 y en los puntos 41, que no desapa-
recen al aumentar el nimero de términos, aunque se concentran en regiones cada vez
mas pequenas. En la Figura 12.3 vimos como la serie de Fourier aproxima a la funcion
pero presenta oscilaciones cerca de las discontinuidades. ;Qué sucede si aumentamos el
grado de aproximaciéon? Como se observa en la Figura 12.7 la oscilacion no disminuye
al aumentar el grado de aproximacion. En la Figura 12.8 se observa el detalle sobre la
singularidad y como el error se mantiene constante. Observemos que aunque el error
absoluto se mantiene constante, el tamano de la region en donde el error es cometido
disminuye a medida que aumentamos el grado de aproximacion.

Otro ejemplo clasico es la funcion diente de sierra

f@) =t, te(—1,1),

extendida periodicamente (ver Figura 12.9). Aunque f es continua en el intervalo
(—1,1), su extension periddica presenta discontinuidades de salto en los extremos
t = £1 (y sus trasladados), y el fenémeno de Gibbs se manifiesta nuevamente cer-
ca de esos puntos. Ver Figura 12.10 Nuevamente si vemos el detalle de este gréafico se
observa que si bien el error absoluto no disminuye a medida que se aumenta el grado
de aproximacion, si disminuye el tamano de la regiéon en donde ese error es grande. Ver
Figura 12.11
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m— gp(f) — N=15 — N=30 — N=50

FIGURA 12.7. Fenémeno de Gibbs para la funcién signo.
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F1GURA 12.8. Detalle del fenémeno de Gibbs para la funciéon signo.

Estos ejemplos muestran que el fenémeno de Gibbs no es una patologia excepcional,
sino una caracteristica estructural de la aproximacion por series de Fourier de funciones
con falta de regularidad, y pone de manifiesto las limitaciones de las aproximaciones

espectrales basadas en truncaciones finitas.
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flt)y=ten(-1,1), L=2
1.0
0.5
= 00
—0.5 1
1.0
-3 -2 -1 0 1 2 3
t
FIGURA 12.9. Funcién diente de sierra.
2.0

- f(t) — N=15 — N=30 — N=50
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F1GURA 12.11. Detalle del fenémeno de Gibbs para la funcion diente de sierra.



Capitulo 13

Transformada de Fourier

La transformada de Fourier surge como una extension natural de las series de
Fourier al estudio de senales no periédicas. Mientras que las series de Fourier permiten
descomponer funciones periddicas como superposiciones discretas de ondas armoénicas,
muchas senales de interés en aplicaciones reales —mediciones experimentales, senales
temporales finitas, datos observados en ventanas de tiempo acotadas— no presentan
periodicidad. La transformada de Fourier proporciona entonces un marco continuo que
permite analizar el contenido frecuencial de este tipo de senales.

Histoéricamente, la transformada de Fourier aparece ya en los trabajos del propio
Fourier sobre la propagacion del calor (en su memoria de 1811 y en la Théorie analytique
de la chaleur de 1822), como un limite formal de las series de Fourier cuando el periodo
tiende a infinito. Este pasaje, inicialmente heuristico, fue posteriormente formalizado
en distintos contextos funcionales a lo largo del desarrollo del anélisis moderno. A
lo largo del siglo XX, la transformada de Fourier se consolidé como una herramienta
central en matematica aplicada, fisica matemaética, teoria de senales y procesamiento de
informacion, con un rol fundamental en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales,
optica, mecanica cuantica y teoria de comunicaciones.

Desde el punto de vista conceptual, la transformada de Fourier permite reinterpretar
una senal como una superposicion continua de ondas planas de distintas frecuencias.
Esta representacion dual —en el dominio del tiempo o del espacio, y en el dominio
de las frecuencias— resulta particularmente poderosa para el anélisis de estructuras
ocultas en los datos, la identificacion de escalas relevantes y la separacion de fenomenos
de distinta naturaleza.

En el contexto de la Ciencia de Datos, la transformada de Fourier ocupa un lugar
central en numerosas aplicaciones. Entre ellas se destacan el procesamiento y filtrado de
sefiales, la eliminacion de ruido (denoising), el anéalisis espectral de series temporales,
la deteccion de patrones periddicos, la compresion de informacion y la resolucion efi-
ciente de problemas inversos. Incluso cuando los datos son discretos y finitos, las ideas
subyacentes a la transformada de Fourier contintian siendo fundamentales y motivan
algoritmos computacionales ampliamente utilizados, como la transformada discreta de
Fourier y la FFT.

En este capitulo introduciremos la transformada de Fourier desde un punto de
vista principalmente aplicado, poniendo énfasis en su interpretacion, sus propiedades
fundamentales y su relacion con las series de Fourier estudiadas previamente.

13.1. De las series de Fourier a la transformada de Fourier

En el capitulo anterior estudiamos la representacion de funciones periddicas me-
diante series de Fourier, es decir, como superposiciones discretas de ondas armonicas

139
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cuyas frecuencias estdn cuantizadas por el periodo de la funcién. Sin embargo, mu-
chas senales de interés en aplicaciones no son periédicas, o bien pueden pensarse como
observaciones realizadas en intervalos de tiempo muy grandes en comparacion con las
escalas caracteristicas del fenémeno. Esto motiva la busqueda de una representacion
analoga que permita tratar funciones definidas en todo R sin imponer periodicidad.

Una forma natural de abordar este problema consiste en considerar una funcién f
definida en un intervalo (—L/2, L/2) y extenderla periédicamente. Su serie de Fourier
puede escribirse, en forma compleja, como

]. L/2 - 27k

fo(t) ~ Zc,(f) S AP = 7 ft)ye "L tdt.
kez —L/2

A medida que el perfodo L aumenta, el espaciamiento entre las frecuencias

k

&=7

se hace cada vez mas pequeno. En el limite formal L. — oo, el conjunto discreto de
frecuencias se aproxima a un continuo, y la suma sobre k puede interpretarse heuristi-
camente como una integral sobre la variable de frecuencia.

Mas precisamente, si escribimos

. " 4 1
ch(cL) 627”§kt ~ Zf(ék) eangkt Af, Af _ Z7
k

keZ

entonces, al hacer L — 0o, esta suma de Riemann conduce formalmente a una repre-
sentacion integral de la forma

£(t) = / F(6) it d,

donde la funcion f(&) describe la contribucion de cada frecuencia £ a la senal original.
Este razonamiento heuristico conduce a la definicion de la transformada de Fourier

(13.1.1) i) = / ) ey,

junto con su férmula de inversion

(13.1.2) £(t) = / ey e ae,

que sera estudiada con mayor detalle en las secciones siguientes.

Desde este punto de vista, la transformada de Fourier puede entenderse como el
analogo continuo de las series de Fourier: mientras que las series describen funciones
periddicas como superposiciones discretas de ondas armoénicas, la transformada de Fou-
rier describe funciones no periédicas como superposiciones continuas de ondas planas.
Esta transicion del régimen discreto al continuo es central tanto en el desarrollo teérico
del analisis armoénico como en sus aplicaciones modernas al procesamiento de senales
y al analisis de datos.



13.2. DEFINICION Y PROPIEDADES FUNDAMENTALES 141

13.1.1. Convenciones y normalizaciones. Ya en las series de Fourier hay
cierta libertad (el intervalo de base, la normalizacion del producto interno, la forma
real o compleja), pero en la transformada la variedad de convenciones es mucho mayor
y no hay una definiciéon tinica universalmente adoptada. Existen varias convenciones,
todas mateméaticamente equivalentes entre si, que difieren tinicamente en la ubicacion
de factores constantes (en particular potencias de 27) y en la eleccion del signo en los
exponentes complejos. Estas diferencias no afectan el contenido esencial de la teoria,
pero si modifican la forma explicita de muchas féormulas.

Una convencién muy utilizada, especialmente en fisica, en ingenieria y en el estudio

de ecuaciones diferenciales, define la transformada de Fourier de una funcion integrable
f:R — C como

f() = / f(z) e da,
R
con formula inversa

fla) = 5= [ Fre) e e

La eleccion que hicimos en (13.1.1), usual en anélisis armoénico y en procesamiento
de senales, tiene la ventaja de presentar una forma completamente simétrica entre la
transformada directa y la inversa (13.1.2) (sin constantes delante de las integrales), y
de conectar de manera transparente con el limite de las series de Fourier cuando el
periodo tiende a infinito.

Otra convenciéon frecuente usa también la frecuencia angular ¢ en el exponente,
pero reparte el factor % de forma simétrica, colocando \/LQ? delante de la transformada
directa y de la inversa. En todos los casos, las distintas definiciones se obtienen unas
de otras mediante simples cambios de escala en la variable de frecuencia.

Es importante destacar que la eleccion de una convencién fija determina la forma
precisa de identidades fundamentales, como las féormulas de derivacién, convolucion
y las identidades de Parseval y Plancherel. Por esta razon, a lo largo de este texto
adoptaremos una tnica convenciéon y la mantendremos de manera consistente en todas
las aplicaciones.

13.2. Definicién y propiedades fundamentales

En esta seccion introducimos la definiciéon formal de la transformada de Fourier y
estudiamos sus propiedades fundamentales. Estas se agrupan en propiedades algebrai-
cas y propiedades analiticas, que explican el comportamiento estructural y regular de
la transformada.

DEFINICION 13.2.1. Sea f € L'(R). Definimos la transformada de Fourier de f
como

for = [ e ea  cer
R
OBSERVACION 13.2.2. Esta integral esta bien definida y satisface
SOOI < Nl ).

Veamos algunas de las propiedades fundamentales de la transformada.
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PROPOSICION 13.2.3 (Propiedades algebraicas). Sea f € L'(R). Entonces se cum-
plen las siguientes propiedades:
1. Linealidad. Si o, € C y f,g € L'(R),
af + By = af +53.
2. Conjugacion. Si f denota el conjugado complejo de f, entonces
&) = f(=9).
3. Traslacion. Si xy € R y g(x) = f(x — xy), entonces
3(&) = e f(6).
4. Modulacion. Si & € R y g(x) = €™ f(x), entonces
3(6) = f(& ~ &).
5. Dilatacion. Sia # 0 y g(x) = f(ax), entonces

o) =7 (%).

lal

DEMOSTRACION. Todas las propiedades se verifican mediante céalculos directos
usando la definiciéon de la transformada y cambios de variables apropiados en la in-
tegral. A modo de ejemplo veamos la demostracion de 5.

En efecto, si g(z) = f(ax) con a # 0, tenemos

g() = /00 g(x) e ™ dg = /Oo Flaz) =27 g,

o0

Realizamos entonces el cambio de variables z = ax con lo cual dz = |a|dz y llegamos a

e

OBSERVACION 13.2.4. Observemos que, usando 1 y 5 de la proposiciéon anterior
obtenemos que si A > 0y g(z) = 1 f(%), entonces

3(6) = ().

O

En efecto,
96 = OO = 1157 (5) = 709,

Lo que sigue son algunas propiedades analiticas de la transformada de Fourier y son
las propiedades que hacen que la transformada sea de extrema utilidad en el analisis.

PROPOSICION 13.2.5 (Propiedades analiticas). Sea f € L'(R). Entonces:

1. Continuidad uniforme. La funcion f es uniformemente continua en R.
2. Derivacion en el dominio fisico. Si f es continuamente derivable y f, f’ €
L'(R), entonces

F1(€) = 2mie f(€).
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3. Derivacion en el dominio frecuencial. Si f y xf(z) pertenecen a L'(R),
entonces [ es derivable y

(F)(€) = —2mia f(2)(©).

4. Lema de Riemann—Lebesgue. Se tiene

|§l|1m fe =

5. Identidad de dualidad. Si f,g € L'(R), entonces

/Rf(i) ) de = /f )il

DEMOSTRACION. 1. Sean &, & € R. Como |e™2™i% — ¢=2mi0r| < min (2, 27| —
&l |z]), tenemos

o0

£©) = Fe) < [ 15(@)] min(2 2el€ - & fo) da

o0

El lado derecho depende solo de h = |£ — &, su integrando estd dominado por
2|f(z)] € L*(R) y tiende a 0 en cada x cuando h — 0. Por el Teorema de la con-
vergencia dominada, el lado derecho tiende a 0 cuando h — 0, uniformemente
en &, de donde se concluye el resultado.

2. Integrando por partes,

(€)= /R F(@)e € dr = 2mic f(€),

ya que el término de borde se anula: como f* € L*(R), f(z) = f(0)+ [ f'(s)ds
tiene limite cuando x — 400, y como f € L*(R) esos limites deben ser 0.

3. Usando nuevamente el Teorema de la convergencia dominada de manera comple-
tamente analoga al punto 1, podemos derivar bajo el signo integral, obteniendo

—

(FY(€) = / (—2miz) f(z)e 2™ dir = —2miz [ (2)(E).

4. Recordemos primero que el espacio C}(R) de
bles con soporte compacto es denso en L'(R).
Sea £ > 0. Por densidad, existe g € C!(R)

If—9gllorw <e

funciones continuamente deriva-

tal que

Escribimos A .
f(&) =9(&) + (f = 9)(&).

Para el segundo término, se tiene

9 < / (@) — g@)] dz = |f - gl <&

para todo £ € R.
Resta estudiar el comportamiento de §(¢) cuando |£| — oo. Como g €
Cl(R), existe R > 0 tal que suppg C [—R, R] y podemos integrar por partes:

R . .
9= [ otwyermar= (o) g,

R




144 13. TRANSFORMADA DE FOURIER

Integrando por partes y usando que g se anula en los extremos del intervalo,
obtenemos

1 [f ot
3 - / —2milx d )
1) = 5o | d@)e
En consecuencia,
MQH<—i_/RM%®Mx_Mﬂ@@Z
~2nlg] Jog 2m(¢|

lo que implica que

lim (&) = 0.

|§|—=00

Combinando ambas estimaciones, existe &, tal que para [£| > &, se cumple

O <13 +1(F - 9)(©)] < e+e =2

Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que

lim f(£) = 0.

€] =00
5. Se obtiene aplicando Fubini y reordenando las integrales.
O

Veamos finalmente algunos ejemplos. Los primeros se obtienen mediante el calculo
directo de las integrales.

EJEMPLO 13.2.6 (Funcién caracteristica de un intervalo). Sea f = 1j_1,;). Entonces

1 .
)= [ g - 0

Para este segundo ejemplo, es conveniente demostrar primero la formula
o0
a
e “cos(br)dr = ———, a>0.
/ (o) e =

La demostracion de esta formula se obtiene mediante la aplicacion de la formula de
integracion por partes y queda de ejercicio al lector.

EJEMPLO 13.2.7 (Exponencial decreciente). Sea f(z) = e~2"*l. Entonces

A 1
f(§)=m~

El siguiente ejemplo es fundamental y su célculo no es tan sencillo.

EJEMPLO 13.2.8 (Gaussiana). Sea f(z) = e~ . Entonces

fle) = Ve
Este ejemplo muestra que la transformada de una gaussiana es nuevamente una gaus-
siana; combinandolo con la propiedad de dilatacion (item 5 de la Proposicion 13.2.3)

wx? —mg?

se obtiene que e~™" es invariante bajo la transformada de Fourier: e~ (¢) = e
Este ejemplo juega un rol fundamental tanto en analisis como en aplicaciones.

Veamos una demostracion de esta expresion por un método indirecto, usando las
propiedades analiticas de la transformada.
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Empecemos observando que si f(z) = e™*", entonces f'(z) = —2ze™* = =2z f(x).
Es decir, f(z) es la tnica solucién de la EDO
f'@)+2xf(x) =0, f(0)=1.

Usando ahora las propiedades analiticas de la transformada, Proposicién 13.2.5 2 y 3,
tenemos que

O =2micf(©) v Zrf@(E) = (/).
Luego, la transformada f verifica la EDO
—(fY(€) + 2migf () = 0

y, multiplicando por —m, resulta

(f) (&) + 2n%€f(€) = 0.

La soluciéon de esta ecuacion viene dada por

F&) = f(0)e ™.

f(O):/Zf(x)dx:/Ze_wQ dz.

El valor de esta integral es conocido (y da /7). Realicemos el calculo para que el
ejemplo sea autocontenido.

Observemos que

Llamemos [ = fR e~** dx. Entonces

) 2 ) )
I? = (/ e~ d$> = (/ e’ dx) (/ eV dy)
= / / e~ @) dudy.

Esta integral se puede calcular usando coordenadas polares, en efecto

0o 00 27 00 oo
/ / e~ (@ +y?) dxdy = / / e rdrdf = 27T/ e rdr
oo J—o 0 0 0
(o) d o0
:27r/ e_“—uzw/ e “du
0 2 0

uU=00

= ﬂ-(_e_u) u=0 — T

Luego, I? = 7, de donde I = /7.

13.3. Foé6rmula de inversion

En esta seccion daremos una demostracion de la formula de inversion (13.1.2). Este
es el analogo para la transformada a los teoremas de convergencia de la serie de Fourier.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema:
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A _sm 27T§
flz) =111,1(2) B
1.01 21
5 ] w1
\L‘;/ 0.5 (\(:
0-
0.0 ,
-2 0 2
fa) = e~ -
1.0
= o 0.2
5] ] o
205 = A
0.0 = . . 0.0
-2 0 2
flz)=e " &) =vme ™
1.01
5 ol
= 0 &=
0.0 0 =
-2 0 2 -4 -2 0 2 4
T 3

F1GURA 13.1. Graficos de las funciones y sus transformadas en los ejem-
plos 13.2.6, 13.2.7 vy 13.2.8.

TEOREMA 13.3.1 (Férmula de inversion). Sea f € L'(R) tal que f € L*(R). En-

tonces
/ f 27rz§x d&

DEMOSTRACION. Hagamos primero la siguiente observacion: Usando el Ejemplo
13.2.8 y el item 5 de la Proposicion 13.2.3, tenemos que, para t > 0,

(13.3.1) e (y) = L™/,
Si ahora usamos el item 4 de la Proposicion 13.2.3 y el item 5 de la Proposicién 13.2.5

obtenemos | oo -
Ry TR s (OB

o0

en todo punto de continuidad de f

Queremos ahora tomar limite cuando ¢ — 07 en esta igualdad.
Observemos que

o0

lim [ e f(g) P dg = / " fiey e de

=0t J_
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que es el lado derecho de la formula de inversion. El paso al limite dentro de la integral
se justifica facilmente usando el Teorema de convergencia dominada y que f € L*(R).

Para la convergencia del otro término, primero observemos que, haciendo el cambio
de variable u = /7y /t,

1/00 2 /42 1 o 2
- e/t dy:—/ e du=1
tJ) V) ’

por el calculo del Ejemplo 13.2.8.
Luego

%/_o; f(:v+y) efﬂy2/t2 dy— f(.ilj') = %[Z(f(m+y) - f(:c))eﬂryQ/tQ dy

_ /_OO (Flz+ tu) — f(2))e™ du

(e 9]

Observemos que si x es un punto de continuidad de f el integrando tiende a 0 cuando
t — 0%, Si ademaés f es acotada, el integrando esta dominado por 2 sup |f| e ™’ que es
integrable (para f no acotada hace falta un argumento algo més fino, que omitimos).
Luego, podemos nuevamente usar el Teorema de convergencia dominada para pasar al
limite en la integral y concluir que

1 & 2 /42
lim ;[ fa e ™ dy = f(a),

t—0t

lo que culmina la demostracion. 0

13.4. Transformada de Fourier y convoluciéon

Para terminar este capitulo, veamos como se comporta la transformada de Fou-
rier con respecto a una operacion central entre funciones integrables: el producto de
convoluciéon. Empecemos con la definicion de convolucién.

DEFINICION 13.4.1. Si f, g € L'(R), definimos su convoluciéon como
(f *g)(z) = / flx—y)g(y) dy.
R

Veamos que la convolucién de dos funciones integrables, define una nueva funcion
integrable.

LEMA 13.4.2. Sean f,g € L*(R). Entonces f x g € L'(R) y tenemos

[ a@ldr < [ i@lde [ ool dz

DEMOSTRACION. Observemos primero que

[(f *g)(z)| < /R |f(x =yl gyl dy = (|f|* |g])(x),

luego, sin pérdida de generalidad podemos suponer que f, g > 0.
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Ahora el resultado se desprende del Teorema de Fubini. En efecto,

/R(f*g)(x)dl’zAéf(x—y)g(y)dydxz/R/Rf(x—y)g(y)dxdy

=/Rg(y) (/Rf(x—y)dfv> dy.

La integral de f es independiente del valor de y € R por lo que obtenemos

[ura@ae=( [ roa) ([owa).

lo que finaliza la demostracion. O

Ahora veamos como opera la transformada de Fourier con la convolucion.

TEOREMA 13.4.3 (Teorema de la convolucién). Sean f,g € L'(R), entonces

—

Fxg(€)=f(€)§(€) para todo & € R.

DEMOSTRACION. Por definicion,

m(ﬁ)z/ﬂi/ﬂgf(x—y)g(y) e 2T dy di.

Usando Fubini y el cambio de variable u = = — v,

— A~

Fra(e) = / gly) e dy / F(u) e du = F(€) 316).

Veremos en lo que resta de las notas varias aplicaciones de este resultado.

13.5. El Teorema de Plancherel

Hasta el momento hemos estudiado la transformada de Fourier para funciones in-
tegrables, es decir, pertenecientes a L'(R). En ese contexto vimos que la transformada
esta bien definida y satisface propiedades fundamentales como la linealidad, la inver-
sion y la transformacion de derivadas en multiplicaciones. Sin embargo, en numerosas
aplicaciones —particularmente en ecuaciones diferenciales, procesamiento de senales y
mecanica cuantica— resulta natural trabajar con funciones que poseen energia finita,
es decir, funciones pertenecientes a L*(R), aun cuando no sean integrables.

El resultado central que permite extender la transformada de Fourier a este espacio
es el teorema de Plancherel. Este establece que la transformada preserva exactamente
la norma L?, es decir,

1 ll2@) = [1f ]l 22)-
En otras palabras, la transformada de Fourier no altera la energia de una funcion, sino
que simplemente la expresa en el dominio de las frecuencias. Desde un punto de vista
geométrico, esto significa que la transformada es una isometria de L*(R), propiedad que
constituye uno de los pilares del anélisis de Fourier moderno y que sera una herramienta
fundamental en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.
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TEOREMA 13.5.1 (Teorema de Plancherel). Sea f € L'(R) N L%(R). Entonces f €
L*(R) y
112 = [1fll22)-
En consecuencia, la transformada de Fourier, definida en el subespacio denso L'(R) N
L3(R), se extiende de manera tinica a una isometria de L*(R) en L*(R).

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracién bajo la hipotesis adicional de que f €
L'(R), que es la que permite usar la féormula de inversion; el caso general se obtiene
por un argumento de aproximacion que puede verse en [8].

Por la formula de inversion, f(z) = [, f(£)e*™ d en casi todo punto (en todo
punto de continuidad, y f com(:lde en casi todo punto con la funcién continua del
lado derecho). Entonces, usando el Teorema de Fubini (que se aplica porque f € L'y

feLh,
o
e an)as = [ o) ([ wrermea)ac
/ fe) 7@ de - / F(e)P de.

La extension a todo L?(R) es consecuencia de que L' N L? es denso en L? y de que una
aplicacion lineal que preserva la norma en un subespacio denso se extiende, de manera
tnica y preservando la norma, a todo el espacio. O

OBSERVACION 13.5.2. Con el mismo argumento se prueba la identidad de Parseval:

si f,g € L'(R) N I2(R),
/f M—/f

La transformada de Fourier preserva no sélo la “energia” sino el producto interno: es
la version continua de la ortogonalidad de las exponenciales que usamos en las series
de Fourier.






Capitulo 14
La transformada de Fourier discreta

14.1. Introduccién

En los capitulos anteriores estudiamos la transformada de Fourier en un marco con-
tinuo, tanto para funciones periodicas (series de Fourier) como para funciones definidas
en todo R. Sin embargo, en la préctica, los datos con los que se trabaja en aplicacio-
nes reales son necesariamente discretos y finitos: senales muestreadas en el tiempo,
imagenes digitales, registros experimentales o salidas de simulaciones numéricas.

La transformada de Fourier discreta (DFT, por sus siglas en inglés) surge como
el analogo natural de la transformada de Fourier continua cuando se considera una
senal dada por una cantidad finita de muestras igualmente espaciadas. Desde el punto
de vista matematico, la DFT puede interpretarse como una expansiéon de un vector
complejo en una base ortogonal de exponenciales discretas. Desde el punto de vista
computacional, constituye la herramienta central para el analisis espectral de datos
discretos.

En este capitulo introduciremos la definicién de la transformada de Fourier discre-
ta, discutiremos sus propiedades fundamentales y su relacion con la transformada de
Fourier continua. Prestaremos especial atencion a su interpretacion algebraica y geo-
métrica, asi como a los efectos del muestreo y la periodicidad implicita que introduce
la discretizacion.

Finalmente, presentaremos la transformada rapida de Fourier (FFT), un algoritmo
que permite calcular la DF'T de manera eficiente y que resulta indispensable en aplica-
ciones modernas de procesamiento de senales, analisis de datos y simulacién numérica.

14.2. Definicién y propiedades elementales

Consideraremos funciones definidas sobre un conjunto finito discreto 0 < k < N —1
a valores en C. Esto significa que tendremos elementos en CV, pero para mantener una
analogia con lo que estudiamos en el caso continuo notaremos a estas funciones como
f[k]. Resulta conveniente extender estas funciones periodicamente a k € Z de la forma
flk + N] = f[k] para todo k.

La transformada de Fourier discreta asocia a cada f otra funcion f definida como

N-1

(14.2.1) Flk) = 3 flj]e2mianin.

J=0

Observemos que con esta definicién tenemos que f [k+ N] = f [k] para todo k, es decir

que podemos considerar a f como un elemento de CV o como una sucesién periédica
de periodo N.

151
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OBSERVACION 14.2.1 (Notacion). Usamos la misma notacion f[k] que para los co-
eficientes de Fourier de una funcién periédica, pero las normalizaciones son distintas:
los coeficientes ¢ llevan el factor % delante de la integral, mientras que la DFT (14.2.1)
es una suma sin el factor % Si f[j] son muestras equiespaciadas de una funcién pe-
riodica, la relacion es ¢, ~ f[k]/N para |k| < N/2 (ver la Seccion 14.5, donde se da la
relacion exacta). Esta es también la convencion de numpy.fft.fft.

Veamos las propiedades elementales de la transformada discreta.

PROPOSICION 14.2.2. Sea f € CN y f la transformada discreta dada por (14.2.1).
Entonces

1. La transformada discreta es una transformacion lineal de CN en CV.

A

2. Traslacion en el tiempo: Si g[k| = f[k — n], entonces glk] = f[k]e
3. Traslacion en frecuencia: Si glk] = f[k] e>™*"/N entonces g[k] = f[k — n].

—2mikn/N

La demostracion de esta proposicion es elemental y queda de ejercicio al lector.

14.3. Representacion matricial de la transformada discreta

amemos w = e 2™/ Entonces @ = w~!. Ademdas tenemos que w’ son raices
Ll 2mi/N - Ent L Ad t J
N —ésimas de la unidad para todo j € N, i.e. w/¥ = 1. Adicionalmente, tenemos que

Ll 4w e N1 N sij es un multiplo de N,
0 en otro caso.

Esta es una consecuencia directa de la factorizacion
-2V =(01-2) 1 +2+2*+-- + 2V,

Con esta notacion, la transformada discreta (14.2.1) se escribe como
N-1
fIK = ™.
=0

Como la transformada discreta es una transformacion lineal de CV en C¥V, la mis-

ma tiene una representacion matricial. Llamemos f = (f[0],..., f[N — 1])! y f =
(f[0],..., f[IN — 1])*. Entonces (14.2.1) se escribe como
f = A(w)f,
donde A(w) € CN*¥ viene dada por
1 1 1 e 1
1w w? wh—1
2 4 oo AN

Alw) = 1 w w

i N-1 |, 2N-1) CL}(1\/71.)(1\/71)
La matriz A(w) es una matriz de Vandermonde asociada a las raices N-ésimas de
la unidad y codifica el cambio de coordenadas entre la base canoénica y la base de

exponenciales discretas.



14.5. TRANSFORMADA DISCRETA EN SENALES CONTINUAS 153

14.4. Transformada discreta inversa

1

Observemos que, dado que @ = w™" es facil ver que

Alw)A(w) = A(w)A(w) = Ny,

donde Iy es la matriz identidad. Entonces

en otras palabras,

(14.4.1) flk] = f[]] (27N

que es la formula de inversion discreta.

14.5. Transformada discreta en senales continuas

Supongamos que tenemos una funciéon f definida periddica de periodo 1"y queremos
representarla en el intervalo [0, 7] por un polinomio trigonométrico de la forma

N-1
p(.%’) _ Z ¢ 62m’jx/T‘
=0

Al tener N coeficientes, podemos hacerlo coincidir con la funciéon f en N puntos (es
decir, buscamos que p interpole f en N puntos). Supongamos que los elegimos equies-
paciados, es decir z, = kT//N con k =0,1,..., N —1, los coeficientes c; se determinan

resolviendo el sistema
N-1

FE) = 3 g ki

J=0

Entonces, si llamamos f[k] = f(%F), la formula de inversién (14.4.1) nos da

iU

J N '
Dos observaciones. La primera: la relacion con los coeficientes de Fourier ¢,(f) de la
funcion es exacta si se tiene en cuenta el plegado. Si ) |c,(f)| < oo, reemplazando f

por su serie y usando la ortogonalidad discreta se obtiene la formula de aliasing

flil
T = Z Cj+mN(f)'

meZ

Por eso f[j]/N ~ ¢;(f) solo para [j| < N/2, y el error es la suma de los coeficientes
con m # 0, que es chica si los coeficientes decaen rapido. La segunda: como e*>™*/N =
e2m=N)k/N "en 1os nodos da lo mismo usar la frecuencia j o j — N. Para interpolar
conviene usar las frecuencias simétricas [j| < N/2 (asignando los coeficientes con j >
N/2 ala frecuencia j — N): con las frecuencias 0, ..., N —1 el polinomio interpola igual,
pero oscila mucho entre los nodos. Es la convencion de numpy.fft.fftfreq.
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14.6. Propiedades adicionales

Veamos que la transformada discreta (14.2.1) verifica la identidad de Plancherel
que vimos para series de Fourier (Corolario 12.4.6).

Para eso necesitamos un pequeno lema cuya demostraciéon queda para el lector.

LEMA 14.6.1. Para k,l € {0,..., N — 1} se cumple

N-1 .
Z o2mii(k=D/N _ N sik=lI,
= 0 sik#I.

Esto muestra que las exponenciales discretas forman una familia ortogonal en CV.

TEOREMA 14.6.2. La transformada discreta de Fourier verifica

N-1 I
FIk]glk] = > fIk] glk].
k=0 k=0
En particular
N-1 L1 N-1 ,
[FIRIE = 2 IfI]]
k=0 k=0

DEMOSTRACION. Usemos la notaciéon matricial de la Seccion 14.3. Observemos que

A(w) es simétrica y que A(w) = A(w).
Sean f = (f[0],..., f[N —1])' y g = (9[0], ..., g[IN — 1])’. Luego,

2
=
L

1
N

FINGIH = & = (AN AW = FA@)A@)E = F'g = fH ]
0 k=0

£
Il
Q>‘

OBSERVACION 14.6.3. La identidad de Plancherel muestra que, salvo una constante
de normalizacioén, la DFT preserva el producto interno en CV.

Para terminar veamos la versién discreta de la convoluciéon y como es el compor-
tamiento de la transformada discreta respecto a la misma. Comparar con el Teorema
13.4.3.

DEFINICION 14.6.4. Sean f,g € CV. Definimos la convolucién f * g como

(e 9k =3 fllglk

donde asumimos a g extendida por periodicidad.

Tenemos entonces

TEOREMA 14.6.5. Sean f, g € CN. Entonces

—

(f * 9)[k] = f[K] g[K].
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DEMOSTRACION. La demostracion es una aplicacion directa de las definiciones. En
efecto,

Fealll =Y (7=l =Y ( Mgl - z]) o
= et gl — w0
7=0 1=0
= flk] glK]

14.7. Periodicidad, muestreo y aliasing

Un aspecto fundamental de la transformada de Fourier discreta es que introduce,
de manera implicita, dos hipotesis estructurales sobre la senal analizada: periodici-
dad y muestreo uniforme. Estas hipotesis, si bien naturales desde el punto de vista
computacional, tienen consecuencias importantes que deben ser tenidas en cuenta al
interpretar los resultados de la DFT.

En primer lugar, al trabajar con una sucesion finita f[0],..., f[N — 1] y extenderla
periodicamente mediante la convencion f[k + N| = f[k], se esta asumiendo que la
senal original es periddica de periodo N. En consecuencia, la DFT no analiza una
senal aislada, sino una repeticion infinita de la misma. Esta periodicidad implicita
se manifiesta, por ejemplo, en el hecho de que la convolucién discreta definida en la
Seccion anterior es una convolucion circular.

En segundo lugar, la DFT puede interpretarse como el anélisis espectral de una
senal continua que ha sido muestreada en N puntos equiespaciados. Desde este punto
de vista, las frecuencias accesibles quedan restringidas a un conjunto finito de valores
discretos. Frecuencias méas altas que cierto umbral no pueden distinguirse de otras
frecuencias mas bajas, ya que producen las mismas muestras discretas. Este fenémeno
se conoce como aliasing.

De manera informal, el aliasing ocurre cuando la tasa de muestreo no es suficiente-
mente alta para capturar las oscilaciones presentes en la senal original. Como consecuen-
cia, componentes de alta frecuencia “se pliegan” sobre el espectro de bajas frecuencias,
distorsionando la informacion espectral obtenida mediante la DFT. Este efecto no es
un artefacto numeérico, sino una limitaciéon estructural del proceso de muestreo.

El estudio detallado de estas cuestiones conduce al teorema de muestreo de Nyquist—
Shannon, que establece condiciones bajo las cuales una senal continua puede ser re-
construida a partir de sus muestras discretas sin pérdida de informacion. Si bien no
desarrollaremos este resultado en estas notas, es importante tener en cuenta que la
interpretacion correcta de la DFT requiere comprender las hipotesis de periodicidad y
muestreo que la subyacen, asi como los posibles efectos de aliasing asociados a ellas.

En la Figura 14.1 se ilustra el fenémeno de aliasing. Los puntos negros represen-
tan una senal discreta obtenida mediante muestreo uniforme. Se muestran dos senales
continuas distintas que interpolan exactamente los mismos datos discretos.
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154 sefial cos(2r-13¢) —— alias cos(27-3t) @ muestras, f,=16

amplitud

/s =16, Nyquist f;/2=8: 13—[13 —16|=3
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F1GURA 14.1. Ejemplo de aliasing: dos senales continuas con distintas
frecuencias producen las mismas muestras discretas cuando la tasa de
muestreo es insuficiente.

Como la transformada de Fourier discreta solo depende de los valores muestreados,
no es posible distinguir cuél de las dos senales fue la original.

La grilla de frecuencias y la frecuencia de Nyquist. Conviene tener a mano
el diccionario entre los indices de la DF'T y las frecuencias fisicas. Si la senal continua se
muestrea durante un tiempo total 7' con N muestras equiespaciadas (paso At =T /N,
tasa de muestreo f, = 1/At = N/T), el coeficiente f[k] corresponde a la frecuencia

ko kfs

= —= k=01,....N—1.
gk T N’ 077 )

Dos consecuencias:

= La resolucion en frecuencia es 1/7T": para distinguir dos frecuencias que difieren
en A{ hay que observar la senal durante un tiempo 7' > 1/A¢&. No importa
cuan rapido se muestree; lo que da resolucion es la duracion del registro.

= Por la periodicidad f[k + N] = f[k] y, para sefiales reales, la simetria f[N —

~

k] = f[k], los indices k& > N/2 no traen informaciéon nueva: corresponden a
las frecuencias negativas &, — f,. La frecuencia mas alta que la DFT puede
representar es

6N/2 = %7
la frecuencia de Nyquist. Una componente de la senial continua con frecuencia
¢ > fs/2 no desaparece: aparece en el espectro discreto en la frecuencia | —m f|
més cercana a cero (para algin entero m), “disfrazada” de una frecuencia baja.
Eso es el aliasing de la Figura 14.1: alli la tasa de muestreo es f; = 16, y la

frecuencia 13 se pliega sobre |13 — 16| = 3.

La regla practica es la del teorema de muestreo de Nyquist-Shannon: para capturar
sin distorsion una senal cuyas frecuencias no superan &4, hay que muestrear a mas
del doble, fs > 2&,4x. Si no se puede, hay que filtrar la senal (eliminar las frecuencias
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altas) antes de muestrearla, porque después ya no se puede distinguir lo verdadero de
lo plegado. La Figura 14.2 muestra la grilla en un ejemplo pequeno.

N=16, T=1, f; =16, resolucién 1/T=1

® cos(2rw-3t): enla grilla E frecuencias negativas
: i L —fs (ke N—k)
W cos(2x-3.5t): fuga | & —fs (
1
ky Nk
1
8 ® i ®
1
= 6 i Nyquist
= » | k=N/2 »
|t_.f.5/2
41 i
i
1
i
i .T I : J .T
. .T [ 1rer]
12345 789101112131415
dlcek &.=k/T=kf;/N)

FiGURA 14.2. Grilla de frecuencias de la DFT con N = 16, T = 1
(fs = 16). |f[k]| para cos(27 - 3t), cuya frecuencia cae en la grilla (dos
picos, k = 3y N — k = 13), y para cos(27 - 3,5t), que cae entre dos
puntos y reparte su energia en todos los indices (fuga espectral). Los
indices k > N/2 son las frecuencias negativas &, — fs; la linea punteada
es la frecuencia de Nyquist.

Volvemos al problema: la senal de temperatura.

Un ano de mediciones horarias tiene N = 8760 muestras, 7' = 1 ano
y fs = 8760 ciclos por ano (24 por dia). La resolucion es 1 ciclo por ano:
el ciclo anual es el indice £ = 1 y el ciclo diario el indice k = 365; sus
armonicos (por ejemplo, el de 12 horas, k = 730) también son accesibles.
La frecuencia de Nyquist es 12 ciclos por dia: cualquier variacion més
rapida que dos horas se pliega sobre frecuencias mas bajas. Si en cambio
tuviéramos una medicién diaria a las 15 h, f; = 365 ciclos por ano, y el
ciclo diario, de frecuencia 365, quedaria plegado exactamente sobre la
frecuencia 0: se veria como un desplazamiento de la media (la tempera-
tura a las 15 h es més alta que la media diaria) y no como una oscilacion.
Esto responde la tercera pregunta de la Seccion 10.2: muestrear una vez
por dia no “pierde” el ciclo diario, lo confunde con la media. La Figura
14.3 lo muestra con los datos: la media de la serie de las 15 h es 21,5 °C
contra 18,2 °C de la media horaria; los 3,3 °C de diferencia son el ciclo
diario y sus armoénicos plegados sobre la frecuencia 0.
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(a) horaria: N=8760 (b) diaria a las 15 h: N=2365
S ene. Nyquist i o Nyquist 1
1014 1/365: anual 12 ciclos/dfa | 1014 1/365: anual 0.5 ciclos/dia |
1: diario i H
G 100_ 2:12h i 100_ i
) H I
= | s
= 10714 il 1071; !
= | |
™ H

-2 -2
10 10 media horaria: 18.2 °C
‘ media a las 15 h: 21.5 °C
1031 . . Hllmm“m“ 10-3 .(CICIO dfarlo plelgado scl)bre k:.O) .
0 3 6 9 12 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

¢ (ciclos por dia) £ (ciclos por dia)

FIGURA 14.3. (a) Espectro de amplitudes de la temperatura horaria de
2023 en ciclos por dia, hasta la frecuencia de Nyquist (12 ciclos/dia); se
marcan el ciclo anual (1/365), el diario (1) y su armonico de 12 h (2).
(b) Espectro de la misma senal muestreada una vez por dia a las 15 h: la
frecuencia de Nyquist baja a 0,5 ciclos/dia, el ciclo anual sigue intacto y
el diario se pliega sobre k£ = 0: la media sube de 18,2 a 21,5 °C.

14.8. Transformada rapida de Fourier

En la seccién anterior vimos cémo el muestreo de una senal continua conduce na-
turalmente a la transformada discreta de Fourier (DFT), y discutimos el fenémeno de
aliasing como una consecuencia inevitable de trabajar con un nimero finito de mues-
tras. En particular, observamos que la DFT no “descubre” frecuencias intrinsecas de la
senal original, sino que organiza la informacién contenida en los datos muestreados de
acuerdo con la escala temporal impuesta por el paso de muestreo.

Desde el punto de vista computacional, sin embargo, la definicién directa de la DFT
presenta una dificultad adicional: su evaluacion requiere del orden de N? operaciones
para una senal de longitud N. Este costo resulta prohibitivo en aplicaciones modernas,
donde N puede ser muy grande.

Afortunadamente, la DF'T posee una estructura algebraica muy rica. En particular,
las propiedades de las raices de la unidad permiten factorizar recursivamente la matriz
asociada a la DFT y reorganizar el calculo de manera mucho maés eficiente.

En esta seccion mostraremos que, explotando esta estructura, es posible computar
la DFT en un tiempo del orden de N log N. El algoritmo resultante, conocido como
transformada rdpida de Fourier (FFT), constituye una de las herramientas fundamen-
tales del anélisis numérico moderno y es central en el procesamiento de senales, la
ciencia de datos y numerosas aplicaciones cientificas.

La transformada répida de Fourier (FFT) adquiri6 su forma moderna a mediados
del siglo XX, a partir del trabajo seminal de J. W. Cooley y J. W. Tukey, publicado en
1965 [5]. En ese articulo, los autores mostraron que la transformada discreta de Fourier
podia computarse de manera eficiente mediante un procedimiento recursivo que explota
la factorizacion del tamano de la senal y las propiedades de las raices de la unidad.
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Este resultado redujo drésticamente el costo computacional de la DFT, de orden N2
a orden N log N, y tuvo un impacto inmediato en areas como el procesamiento digital
de senales, la fisica computacional y, mas tarde, la ciencia de datos.

Sin embargo, el nicleo matematico del algoritmo es considerablemente mas anti-
guo. Ya a comienzos del siglo XIX, Carl Friedrich Gauss habia desarrollado un método
esencialmente equivalente para calcular de manera eficiente coeficientes asociados a se-
ries trigonométricas, en el contexto de sus trabajos sobre interpolaciéon y astronomia
[16, 18|. Estas ideas permanecieron en gran medida desconocidas fuera de circulos es-
pecializados durante mas de un siglo. El trabajo de Cooley y Tukey no sélo redescubrio
y sistematiz6 estas técnicas, sino que las present6 en un lenguaje algoritmico acorde a
la computacion moderna, lo que explica su enorme difusiéon e influencia.

14.8.1. El algoritmo. Asumamos que N es par. Entonces la idea es organizar
el calculo de la DFT de forma de que se realicen dos transformadas discretas en CN/?
y combinarlas adecuadamente para calcular la DFT en CV. Esto reduce el nimero de
operaciones aproximadamente a la mitad. Luego, sucesivamente, se va iterando este
proceso y al final el nimero de operaciones se reduce considerablemente. Esta es la
idea de la FFT.

Antes de ver el caso general, veamos el caso N = 4. Entonces w = —i y la transfor-
mada es
Sf10] 1 1 1 1] /[fo]
F L I e At A I AR
21l 11 -1 1 =1 | f2]
73] 1 ¢ =1 —i| |f[3]

Escribamos este producto permutando las columnas de la matriz (y, correspondien-
temente, las coordenadas del vector f) de manera tal que aparezcan primero los indices
pares y luego los impares.

f10] 11 1 17 [f0]
fA (1 -1 —i f12]
210 111 =1 =1 | f1]
iE) 1 -1 @ —i| |f[3]
Observemos que si llamamos f, = (f[0], f[2]) a las coordenadas pares y f; =

(f[1], f[3]) a las impares, entonces esta tltima igualdad se puede escribir como

N

o e e A e )

i I A A 1 6

Observemos que
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luego
f10] = f,[0] + fil0]
flul = fl] = ifil1]
f121 = f,[0] = filo]
fB8] = Sl +ifi1l.

Es decir, redujimos el problema de calcular una DFT de dimension 4 en el céalculo
de 2 DFT de dimensiéon 2.

Veamos ahora el caso general, asumiendo que NV es par. El procedimiento es bastante
similar, s6lo que la notacion se vuelve mas complicada.

La primera parte consiste en reordenar el vector f poniendo las coordenadas pares
primero y las coordenadas impares después. Asi tenemos f, = (f,[0], ..., [,[N/2—1])' =
(f[0], fl2],-. . fIN = 2))" v £ = (£i[0], .., il N/2 = 1]))" = (1], f[3],- -, fIN = 1])".

Luego escribimos

[ /0] C Al T
S f12]
N L £ N—2
= M| = m [g] e |y 7
A~ 2 ¢
fI5+1 /13
v /v -1
donde la matriz R(w) viene dada por
1 1 1 1 1 1 T
]. CL)Q wN_Q w (A)3 wN—l
1 WwN-2 .. w2(%‘*1)2 Wil WE-D wE—HIN-1)
Rw)=1p "1 . 1 ~1 ~1 ~1
1 w2 N2 —w A _ N1
1 w2 .. V2E-DT 5 35D _w(%—l)(N—l)_

Para deducir la expresion para R(w) se usa que w”™ = 1 en las primeras N/2 columnas
v que w'/? = —1 en las segundas N /2 columnas.

Observemos que la matriz R(w) es una matriz de 4 bloques de (N/2) x (N/2) de
la forma

AN/2(W)‘ DN/2(W)AN/2(W)
Anj2(w) | =Dnja(w)Anja(w) |’

R(w) =
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donde
1 1 1
1 U.)2 wN—Q
AN/Q(W) =
1 wN_Q N w2(%_1)2

que es la matriz de DFT en dimensién N/2: como w? = e=2™/(N/2) " en la notacién de
la Seccion 14.3 es Ayya(w) = A(w?), de tamario & x &. Ademés,

1 0 0

0 w --- 0
Dyp(w)=|. . . : ’

00 - w2!

es decir una matriz diagonal con entradas w’.

Luego, como

A

Anya(w)fy = fp y Anpwfi =1,
al igual que en el caso N = 4, llegamos a

Ul =Rl + il vy fIE+4] = fl] - fild],

para 7 =0,..., % — 1. La Figura 14.4 esquematiza esta etapa para N = 8.
pares / impares
entrada y dos DFT, mariposas salida
A0} —————110] 1 1,101 > JI0= J,[0] +w° J;[0]
M 21 prr, |5 A= F[] +wt £i1]
12 T B X J21= Bl + i)
J13] 6] J»13] f181= F,[3] +w* £:[3]
f4] M A filo] J141= £,[0] = (0]
115] 81 per, B 151 = 1] — ! (1]
116 EIE B ) 761= 12— w? 2]
A7)} ———117) 1 fil3] Jn = 1,181 —* i3]

N=8, w=e"2"/3; 4 productos «’f,[j] y 8 sumas o restas, mas dos DFT, (que se calculan igual)

FIGURA 14.4. Una etapa del algoritmo de Cooley—Tukey para N = 8: se
separan las coordenadas pares e impares, se calculan dos DFT de tamano
4 y se combinan de a pares (“mariposas”) con los factores w’, w = e~27/8:

Flil = folil + W filil, i + 4] = fold] — 7 fil).

Luego, hemos reducido el problema del célculo de una DFT en dimension N al
célculo de dos DFT en dimension N/2, méas el costo de combinarlas: N/2 productos
W’ fz[j] (cada uno se usa en la suma y en la resta) y N sumas o restas; para N = 8
son 4 productos y 8 sumas. Si ahora N/2 es nuevamente par podemos volver a aplicar
el mismo argumento y reducir el célculo a transformadas en dimension N/4 y asi
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sucesivamente: cuando N = 2™ hay m = log, N etapas, cada una con N/2 productos,
y el costo total es del orden de % log, N productos en lugar de los N? del producto por

la matriz A(w). La Figura 14.5 compara los tiempos de computo de las dos formas de
calcular la DFT.

10°

—e— producto A(w)f

103{ & np.fft.fft z? //’

10% 1 -~

1071

tiempo (s)

10—3 i

10—5 i

/_fj_..’.“.--"' Nlogas N
1077+ T T T T T

101 102 103 104 10° 106
N

F1GURA 14.5. Tiempo de computo de la DFT por producto con la matriz
A(w) y con la FFT (np.fft.fft) en funcién de N, con las referencias
N?y Nlog, N. Para N = 4096 la FFT es unas 300 veces més réapida.



Capitulo 15
Aplicaciones del analisis de Fourier

En los capitulos anteriores desarrollamos el analisis de Fourier desde un punto
de vista tedrico y algoritmico, culminando con la transformada discreta de Fourier y
su calculo eficiente mediante la FFT. En este capitulo presentamos dos aplicaciones
representativas que ilustran céomo estas herramientas permiten extraer informacion
relevante de datos reales y simplificar su tratamiento.

El objetivo no es describir aplicaciones exhaustivas ni abordar modelos basados en
ecuaciones en derivadas parciales —que seran tratados en la Parte III—, sino mos-
trar como la representacion frecuencial permite separar escalas, filtrar informacién no
deseada y reducir la complejidad de los datos sin perder sus caracteristicas esenciales.

Nos concentraremos en dos ejemplos clasicos: el filtrado de ruido en senales unidi-
mensionales y la compresion de imagenes mediante analisis espectral.

15.1. Filtrado de ruido en senales unidimensionales

Consideremos una senial unidimensional que resulta de la superposicion de un nu-
mero finito de oscilaciones armonicas. Es decir, una senal de la forma

s(t) = f: a; cos(2m fit + ¢;),

j=1

donde las frecuencias f; y amplitudes a; estan bien separadas y representan el contenido
determinista de la senal.

En un contexto experimental, la senal observada rara vez coincide exactamente con
s(t). En su lugar, se registra una senial perturbada por ruido,

u(t) = s(t) +n(t),

donde 7(t) modela ruido aleatorio, que idealizaremos como ruido blanco. Ver Figura
15.1.

15.1.1. Analisis espectral. Al calcular la transformada discreta de Fourier de
la senal observada u(t), se obtiene una representacion espectral que combina dos com-
portamientos cualitativamente distintos. Por un lado, las componentes armoénicas de
s(t) se manifiestan como picos bien localizados en frecuencias especificas. Por otro lado,
el ruido blanco presenta un espectro distribuido de manera aproximadamente uniforme
sobre todo el rango de frecuencias.

Esta separacion en el dominio frecuencial es la clave que permite distinguir senal
de ruido. Ver Figura 15.2.

163



164 15. APLICACIONES DEL ANALISIS DE FOURIER

Sefal original
fi=5,12,20 Hz; a;=1,0.6,04

Senal ruidosau=s+7
41 ruido blanco, 0 =0.8

u(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t(s)

FIGURA 15.1. Senal original y senal ruidosa.

Espectro de la sefal ruidosa

|[alk]|/ N
©O o © o
N w R o,

o
—

0 5 10 15 20 25 30 35 40
¢ (Hz)

FIGURA 15.2. Analisis espectral de la senal ruidosa.

15.1.2. Filtrado en el dominio de Fourier. Una vez identificadas las fre-
cuencias relevantes, es posible construir un filtro que atente o elimine las componentes
espectrales asociadas al ruido. En su forma mas simple, esto consiste en definir una
funcion de transferencia H (k) tal que

aﬁltrada[k] = H(k> fa[k]?

donde H (k) vale uno en un conjunto de frecuencias seleccionadas y cero fuera de él.

Aplicando luego la transformada inversa de Fourier, se obtiene una senal filtrada
en el dominio del tiempo que conserva las oscilaciones principales y elimina gran parte
del ruido. Este procedimiento ilustra como el analisis de Fourier permite disenar filtros
de manera conceptualmente simple y computacionalmente eficiente. Ver la Figura 15.3
para ver el filtro usado y la Figura 15.4 para ver la senal filtrada obtenida.



15.1. FILTRADO DE RUIDO EN SENALES UNIDIMENSIONALES 165

Filtro por umbral: H(k) =1 sobre la linea de trazos

0.5 ® ---- umbral (0.10)
—2_ original
0.47 2 filtrado
e
=03 ™
=,
=3
0.2 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
¢ (Hz)

FicurA 15.3. Filtro usado.

41 sefial ruidosa u —— filtrada F '(Ha) ---- original s

amplitud
o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t (s)

FIGURA 15.4. Senal filtrada.

15.1.3. Aspectos practicos: ventanas y espectro de potencia. Dos obser-
vaciones practicas sobre el analisis espectral de senales reales.

Fuga espectral y ventanas. La DF'T supone que la senal es periddica de periodo T’
(la duracion del registro). Una senal real casi nunca lo es: el valor final no coincide con
el inicial y, al “pegar” periddicamente el registro, se introduce un salto. Ese salto tiene
un espectro que decae lentamente (como 1/k, por la discusion del Capitulo 12), y con-
tamina todas las frecuencias: un pico puro se ve rodeado de “faldas” que pueden tapar
picos méas débiles. Este efecto se llama fuga espectral (leakage). El remedio habitual
es multiplicar la senal por una ventana w[j| que valga cero (o casi) en los extremos y
uno en el centro (por ejemplo, la ventana de Hann, w[j] = 2(1 — cos(2mj/N))) antes
de calcular la DFT. La senal ventaneada si se pega bien periddicamente. El precio es
una pérdida de resolucién: el pico se ensancha. En el laboratorio se comparan varias
ventanas.

Espectro de potencia. Cuando la senal contiene ruido, la fase de los coeficientes
u[k] es esencialmente aleatoria y lo que se estudia es su modulo al cuadrado, |a[k]|?,
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que por la identidad de Plancherel discreta representa la “energia” que la senal tiene
en la frecuencia &. Normalizado adecuadamente se lo llama periodograma o espectro
de potencia. El ruido blanco tiene un espectro de potencia aproximadamente plano,
y una senal periodica, picos: es lo que muestra la Figura 15.2. Para senales largas
conviene ademas promediar los periodogramas de tramos sucesivos de la senal (método
de Welch), lo que reduce la varianza del espectro estimado a costa de resolucion.

Volvemos al problema: la senal de temperatura.

Con la DFT y el espectro de potencia se responde la primera pre-
gunta de la Secciéon 10.2 de manera cuantitativa: los picos en k = 1
y k = 365 (y sus armonicos) dan las amplitudes de los ciclos anual y
diario, y la fraccion de la energia total (fuera de la media) contenida en
esos picos dice cuanto de la variabilidad explican los ciclos; el resto es la
parte irregular. La segunda pregunta se responde con un filtro: conservar
solo los coeficientes de los picos y antitransformar da la “temperatura
regular”, y la diferencia con la senal original es la parte irregular, cuyo
espectro se puede analizar a su vez (;es blanco, o tiene una estructura de
escalas de dias, que corresponde a los frentes meteorologicos?). La cuar-
ta pregunta es la de la secciéon siguiente, aplicada a una senal en lugar
de a una imagen: jcon cuéntos coeficientes se reconstruye la serie con un
error relativo (en norma 2) del 5%? Las Figuras 15.5 y 15.6 hacen las
cuentas con los datos de 2023: los cinco picos (anual, semestral, diario
y sus armonicos de 12 y 8 h) contienen el 71 % de la energia fuera de la
media; el residuo tiene un desvio de 3,4 °C y su espectro no es blanco:
decae aproximadamente como £~%7 y concentra su energia en periodos
de dias a semanas, la escala de los frentes. Para reconstruir la serie con
un error relativo || T'—Thll2/]|T||2 del 5 % hacen falta 462 coeficientes de
8760 (2150 si el error se mide respecto de la parte fluctuante, |7 —T|2);
la serie se comprime mucho menos que una imagen, porque el residuo
tiene espectro ancho.

15.2. Compresion de imagenes mediante andlisis espectral

Las imagenes digitales pueden interpretarse como funciones definidas sobre una
grilla bidimensional finita. Matematicamente, una imagen en escala de grises puede
modelarse como una matriz / € R¥*¥ donde cada entrada representa la intensidad
de un pixel.

Para analizar su contenido frecuencial usamos la transformada discreta de Fourier
bidimensional: se aplica la DFT unidimensional (14.2.1) a cada fila de I y luego a cada,
columna del resultado, lo que da

N-1N-1
Ik 1) =) 0 ) Imyn]e @ hmHmIN g < Bl < N - 1.
m=0 n=0
Todo lo visto para la DFT unidimensional se traslada sin cambios: hay una férmu-

la de inversion (con el factor ), vale la identidad de Plancherel > M, n]|? =
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~ P [I[k,1]], v el calculo se hace con la FFT (en numpy, np. fft . fft2). El indice
(k,1) corresponde a una oscilacion con k ciclos en la direccion vertical y [ en la hori-
zontal.

15.2.1. Contenido frecuencial de una imagen. En el dominio de Fourier, las
bajas frecuencias estan asociadas a variaciones suaves de intensidad, mientras que las
altas frecuencias corresponden a cambios abruptos, bordes y detalles finos.

En muchas imégenes naturales, los valores de intensidad presentan una fuerte co-
rrelacion espacial, lo que se traduce en una concentraciéon muy marcada de la energia
espectral en un subconjunto reducido de coeficientes de Fourier. En consecuencia, la
mayor parte del espectro tiene amplitud muy pequena y contribuye de manera marginal
a la percepcion visual global de la imagen. La Figura 15.7 lo muestra para la imagen
con la que vamos a trabajar.

Este fenémeno se observa claramente al analizar el médulo de la transformada
discreta de Fourier bidimensional I de la imagen, donde sélo unos pocos coeficientes
dominan en magnitud.

15.2.2. Compresién por truncamiento espectral. Esta concentracion espec-
tral puede explotarse con fines de compresion. La idea béasica consiste en calcular la
transformada de Fourier bidimensional de la imagen, conservar inicamente un cierto
porcentaje de los coeficientes de mayor magnitud y anular el resto. A partir de este
espectro truncado, se reconstruye una imagen aproximada mediante la transformada
inversa.

Los ejemplos presentados muestran que, para imagenes naturales, conservando una
fraccion pequena de los coeficientes —del orden del 1% — la imagen reconstruida pre-
serva la estructura visual global y resulta claramente reconocible; por debajo del 0,1 %
aparecen distorsiones perceptibles y con el 0,01 % (unos 27 coeficientes en una imagen
de 512 x 512) la imagen deja de reconocerse, aunque esos pocos coeficientes todavia
contienen el 82 % de la energfa: la energia mide bien el error en norma 2, no la calidad
visual. Notemos también que la cantidad absoluta de coeficientes necesaria depende
poco del tamano de la imagen, asi que el porcentaje si depende de la resolucion. En la
Figura 15.8 se puede ver la imagen original en escala de grises y en la Figura 15.9 se
pueden ver las diferentes compresiones conservando el 3%, 1%, 0,1% y 0,01 % de las
frecuencias més relevantes en la descomposicion de Fourier.

Este comportamiento pone de manifiesto que la informacion visual relevante se
encuentra altamente concentrada en el dominio frecuencial, y explica por qué los méto-
dos de compresion basados en transformadas, como los utilizados en el procesamiento
digital de imégenes, resultan tan eficaces.
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FIGURA 15.5. La temperatura horaria de 2023 y sus ciclos. (a) Espectro
de potencia |T[k]|2/N con los picos anual (k = 1), semestral (k = 2),
diario (k = 365) y sus armonicos (730, 1095): entre los cinco contienen el
71 % de la energia fuera de la media. (b) Un mes de la senal y la “tempe-
ratura regular” (media mas los cinco picos) obtenida filtrando; debajo,
el residuo irregular (desvio 3,4 °C, 29 % de la energfa). (c) Espectro del
residuo en ciclos por dia (periodograma y promedio de Welch): no es
blanco, decae como £~ y tiene la mayor parte de su energia en perio-
dos de dias a semanas (frentes).
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M: coeficientes conservados (de mayor modulo)

FIGURA 15.6. Error relativo de la reconstruccion de la serie de tempera-
tura de 2023 conservando los M coeficientes de mayor modulo (calculado
con Plancherel), en norma 2 respecto de ||T'|| y de ||T'—T||. Para un error
relativo a ||T']| del 10 % alcanzan 103 coeficientes, para un 5 % hacen falta
462 y para un 1%, 3662 de 8760.

(b) log(1 + |I]) (c) energia acumulada

(a) imagen I (512 x 512) -256 1001 s
‘ o
o
e
901
E o0 e
(]
©
X 801
256 . . . .
-256 0 256 0.01 01 1 10 100
k % de coeficientes

FIGURA 15.7. (a) La imagen (fotografia de la astronauta Eileen Collins,
NASA, dominio publico, distribuida con scikit-image). (b) log(1+ |/|)
con el origen de frecuencias en el centro: la energia se concentra en las

bajas frecuencias. (c) Fraccion de la energia S |I|? contenida en los co-
eficientes de mayor modulo: el 1% tiene el 97,8 % y el 0,1 % el 92,7 %.
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FIGURA 15.8. Imagen original en escala de grises (512 x 512): fotografia
de la astronauta Eileen Collins (NASA, dominio publico;
skimage.data.astronaut).
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(b) 1% de coeficientes

0.1 % de los coeficientes 0.01 % de los coeficientes

(c) 0,1 % de coeficientes (d) 0,01 % de coeficientes

F1GURA 15.9. Reconstruccion de la imagen mediante truncamiento es-
pectral, conservando distintos porcentajes de los coeficientes de Fourier
de mayor magnitud. Error relativo en norma 2: 0,11 (3%), 0,15 (1%),
0,27 (0,1 %), 0,42 (0,01 %).






Capitulo 16
Ejercicios

16.1. Ejercicios tedricos

Calculo de series de Fourier y propiedades elementales.

EJERCICIO 16.1.1. Calcular los coeficientes de Fourier de las funciones periédicas de
periodo 27 que siguen. Indicar en qué casos el criterio de Weierstrass permite asegurar
la convergencia uniforme de las series que resultan:

1. f(z) = :c en (—m,m);

2. f(z) = 2? en (0, 277)

3. f(z) =| 1nx| en (—m,7);

4. f(x) =€ en (—m,m) con a # 0;

5. f(z) = cosaz en (—m, ) con a no entero;
6. f(r) =sinazx en (—7,7) con a no entero;
7. f(z) = (mr —x)sinx en (—m,7);

8. f(z) = 0 size(—m,0),

r sixze (0,7);

9. f(z) = {—e‘” siz € (—m,0),

e’ siz e (0,m).

EJERCICIO 16.1.2. Escribir la serie de Fourier de la funciéon periddica f(x) =
}COS’TT"”‘.

EJERCICIO 16.1.3. Obtener los coeficientes de Fourier de la funciéon

0 six € (—m, —9),
fo(x) =<1/6 sixz e (=6,0),
0 size(d,m),

y calcular lims o a,(fs) y Umgs_o b, (fs)-

EJERCICIO 16.1.4. Escribir la serie de Fourier de senos de la funciéon f(z) = cosx
n (0, 7).

EJERCICIO 16.1.5. Escribir la serie de Fourier de cosenos de la funcion

)1 size(0,h),
J(@) = {O six € (h,m).

173



174 16. EJERCICIOS

EJERCICIO 16.1.6. Escribir la serie de Fourier de senos y de cosenos de la funcion

w/3  siz e (0,7/3),
flx)=10 six € (m/3,2m/3),
—7/3 six e (2n/3,7).

EJERCICIO 16.1.7. 1. Probar que si f es una funcién 2r—peridédica de clase
C'! se tiene que los coeficientes de Fourier de f y de f’ se relacionan mediante
las expresiones

bi(f') a (/)
ak(f) - k0 bk(f) - A
Comprobar que es suficiente asumir que f’ exista y sea continua a trozos.

2. Supongamos que f es continua excepto en el punto xy (y sus trasladados en
multiplos de 27) en el que tiene una discontinuidad de salto. Supongamos ade-
mas que [ es derivable a trozos y que f’ es continua a trozos, jcual es la relacion
entre los coeficientes de Fourier de f y f'?

k=1,2,...

EJERCICIO 16.1.8 (Series de Fourier en forma compleja). En este ejercicio relacio-
namos la forma real y la forma compleja de una serie de Fourier.

1. Se considera el polinomio trigonométrico

N
Qo .
pn(x) = 5 Z(ak cos kx + by sin k).
k=1
Sustituyendo cos kx y sin kx por exponenciales complejas, verificar que se puede
escribir de la forma

y expresar los coeficientes ¢; en términos de a; y b, y reciprocamente.

2. Si los valores de aj y b, son todos reales, el polinomio py toma sélo valores
reales para x € R. Escribir una condicién sobre los coeficientes ¢, para que
pn(z) € Rsiz e R

3. Calcular las integrales en (—m,7) de los productos de funciones e
Deducir las relaciones de ortogonalidad de la familia {e** k € Z}.

4. Supongamos que la funcién f de periodo 27 se representa por la serie trigono-
métrica

inT

y €

imx

o0
f($) _ Z Ckeikr7
k=—00
y que ésta es uniformemente convergente. A partir de las relaciones de orto-
gonalidad del item anterior, encontrar la expresion del k—ésimo coeficiente de
Fourier ¢y,

1 " —ikx
cp = %/_W flz)e "™ du.

5. Deducir las siguientes propiedades para los coeficientes ¢; analogas a las de los
coeficientes ay y by:
a) |ex| < 5= [7 | f(x)| dz, donde |c;| es el modulo del nimero complejo c;
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b) c(f') = iken(f).
6. Obtener la desigualdad de Bessel

[e.e] T

1
> laP <y [ If@Pd

k=—00 -
razonando igual a como lo hicimos para polinomios trigonométricos reales.
Convergencia de la serie de Fourier.

EJERCICIO 16.1.9. Estudiar si las funciones del ejercicio 16.1.1 verifican alguna de
las hipotesis que garantizan la convergencia de las series de Fourier asociadas.

EJERCICIO 16.1.10. Calcular la serie de Fourier de f(x) = Az? + Bz definida para
x € (0,27) y utilizarla para calcular las siguientes sumas:

o0 . o0 o0 1
Z smkkx’ Z COZka, Z ﬁ(cos kx — kmsin kx).
k=1 k=1 k=1

EJERCICIO 16.1.11. Comprobar que de la serie de Fourier de sgx se obtiene la de
|z| por integracion término a término.

EJERCICIO 16.1.12. Integrando la serie de Fourier de f(z) =  en (—m, 7) demostrar
que para —m < x < T, se tiene
, T (cos xr  cos2r  cos3x )
4 _ + .
12 22 32

y, a partir de esta, demostrar que para —m < z < 7,

sinx sin2z sindzx
x(w—x)(w—i—x):lQ(lS ~ % + 23 —---),

con convergencia uniforme en ambos casos.

EJERCICIO 16.1.13. Verificar las siguientes expansiones

e o (sinx— sin 2z N sin 3z _>
2 3
y
2 7T—2—4(cosx— cost+0083x _>
3 22 32

y usar la identidad de Plancherel para deducir las sumas
2

=1 s =1 m
2w % Y XuTw
k=1 k=1
EJERCICIO 16.1.14. Escribir la identidad de Plancherel para la funcion
1 si|z] < a,
fle) = {0 sia < |z| <.

Calcular las sumas de las series

o0 . o0

sin? ko cos? ko

y oD, -
k2 k2

k=1 k=1
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La transformada de Fourier.

EJERCICIO 16.1.15. Dos maneras de calcular la integral de e™™” en (0, 00).

1. Multiplicando la integral por si misma se tiene una integral en el plano, que se
puede escribir como integral doble utilizando el teorema de Fubini. Pasando a
coordenadas polares esta integral sale directamente.

2. Aplicar el teorema de Fubini a la funcion f(z,y) = ye "@ %" en (0, 00) x
(0,00). En un sentido la integral se calcula directamente, en el otro conduce a
la que buscamos.

EJERCICIO 16.1.16. Dos métodos adicionales para calcular la transformada de Fou-
rier de la funcion f(z) = e~ ™"
1. Utilizando el desarrollo en serie de Taylor de la funciéon exponencial se tiene
£ _ > —mx?  —2miz€ - > —nz? - <_27mx£)n
f(f)—/ e ™ e dx—/ e Z—n! dx
o —o© n=0

y se puede integrar término a término. Las integrales para n impar son nulas
(pues el integrando es impar) y para n par se pueden obtener por recurrencia.
2. Completando un cuadrado se puede escribir

o= [t

(e 9]

y llamando h(&) a la integral del segundo miembro tenemos
& S\ 2 & d Fe)\2
h'(€) = —27m'/ (z + i&)e ™+ gy = z/ d—e”r(w“g) dz = 0.
—00 —o0 AT
Entonces h(§) es constante y su valor se calcula haciendo £ = 0.

EJERCICIO 16.1.17. Probar que si f es una funcién real, la férmula de inversion se
puede escribir como

fay=2 [ [ ) eosznto — ey

EJERCICIO 16.1.18. Determinar las condiciones que debe cumplir f para que f sea
real y para que sea imaginaria pura (recordar que f puede tomar valores complejos).

EJERCICIO 16.1.19. Calcular las transformadas de Fourier de las funciones
(a) ze~ I, (b) we ™, (c) (42 — 2)e ™.

Transformada de Fourier discreta.

EJERCICIO 16.1.20. Probar que si f es real (toma valores reales) su transformada

de Fourier satisface f k] = f [—E]. Probar que si ademés f es par, f es real y par. (Que
f sea par se entiende sobre su extension periddica, i.e. fj] = fIN — j].)

EJERCICIO 16.1.21. Calcular la transformada discreta de Fourier de (1,1,1,1) y de
(1,—4,—1,4) como elementos de C*.

EJERCICIO 16.1.22. Sea N = 8 y f definida por f[0] = f[1] = 1y f[j] = 0 para

~

j=2,3,...,7. Calcular f.
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EJERCICIO 16.1.23. Aplicar la transformada rapida de Fourier al caso N = 8 y
mostrar como se obtiene a partir de cuatro transformadas discretas de Fourier en C2.

EJERCICIO 16.1.24. Usar el resultado del problema anterior para calcular la trans-
formada de Fourier discreta de la funcion f[j] =1sij=0,...,5, f[6] =6, f[7]=7T.

Suavidad y decaimiento de los coeficientes.

EJERCICIO 16.1.25 (Predecir el decaimiento). Sin calcular ningin coeficiente, y
usando solo la Proposicion 12.1.1 y el Lema de Riemann—Lebesgue, predecir como
decaen los coeficientes |c;| cuando k — oo para cada una de las siguientes funciones
27-periddicas: (a) la funcién signo; (b) [t| en (—m,7); (c) t? en (—m,7); (d) (72 — 12)?
en (—m,7); (e) e’ Ordenarlas de la menos regular a la méas regular y explicar qué
propiedad de cada una (jsalto?, ;jpico?, jderivada continua?) determina el decaimiento.
Luego calcular numéricamente los coeficientes y verificar la prediccion en un grafico log-
log de |cg| contra k.

EJERCICIO 16.1.26. Probar que, si f es 2w-periddica y de clase C™,, entonces
lek(f)] < CJ|k|™, y que si f es analitica (por ejemplo, e“") los coeficientes decaen
exponencialmente. Reciprocamente, probar que si > |k|™|ck| < oo entonces la serie de
Fourier define una funcién de clase C™. Interpretar: “la regularidad de una senal se lee
en la velocidad a la que decae su espectro”.

Energia, aproximacién y compresion.

EJERCICIO 16.1.27 (;Cuéntos armonicos alcanzan?). Para la onda triangular y
para la onda cuadrada de amplitud 1, usar la identidad de Plancherel para calcular
la fraccion de la energia % J1f|* contenida en los primeros N armonicos. ;Cuéntos
armonicos hacen falta para retener el 99 % de la energia en cada caso? Relacionar la
respuesta con el Ejercicio 16.1.25. ; Qué tiene que ver con la compresion de imégenes
del Capitulo 15?7

EJERCICIO 16.1.28 (Minimos cuadrados y Fourier). Sea f una sefial L-periddica co-
nocida en N puntos equiespaciados t; = jL/N, y supongamos que queremos ajustarle,
por minimos cuadrados, un modelo de la forma

K
9(t) = T+ Y (arcos(me) + brsin(%20), K < Nj2,
k=1

es decir, minimizar ). [f(t;) — g(t;)|* sobre los coeficientes ax, by.

1. Escribir el problema como un problema de minimos cuadrados lineal min || Ac —
f||? e identificar la matriz A.

2. Probar que las columnas de A son ortogonales (usar la ortogonalidad discreta
del Capitulo 14) y deducir que la solucion es explicita: los ag, by 6ptimos son
los coeficientes de Fourier discretos de los datos.

3. Concluir que “ajustar sinusoides por minimos cuadrados” y “calcular la DFT”
son la misma operacion, y que el Lema 12.3.4 es la versién continua de esta
afirmacion.

4. Aplicarlo a un ano de la serie de temperatura de la Seccién 10.2 (por ejemplo
2023, con L = 1 anoy N = 8760) con K = 2 (ciclo anual y su primer armoénico).
. Qué fraccion de la varianza explica el ajuste?
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Muestreo y filtrado.

EJERCICIO 16.1.29 (Aliasing). Una rueda con una marca gira a v vueltas por se-
gundo y se la filma a 24 cuadros por segundo.

1. ;Para qué valores de v la rueda parece quieta en la pelicula? ; Para cuales parece
girar al revés?

2. Formalizar: la posiciéon de la marca es e
frecuencia “ve” la DFT de las muestras?

3. Una senal contiene componentes de 50, 120 y 400 Hz y se la muestrea a 300
Hz. ;En qué frecuencias aparecen los picos del espectro discreto? ; Cémo habria
que muestrear para no confundirlas?

2mivt muestreada en t, = n/24. {Qué

EJERCICIO 16.1.30 (Filtrar y ver el precio). Sea f la funcién signo en (—1, 1) exten-
dida periddicamente. Consideramos dos maneras de “suavizarla’™ (a) el filtro pasabajos
ideal, que conserva los armoénicos |k| < N y anula el resto (es decir, Sy[f]); (b) el

promedio movil M, f(t) = 5- tt_Jr: f(s)ds.

1. Calcular los coeficientes de Fourier de Mj f en términos de los de f y verifi-
. R sin(2kmh/L) .

car que M) actia multiplicando ¢ por k[T (su respuesta en frecuencia).
Graficarla junto con la del filtro ideal.

2. Graficar Sy[f] y My f para varios N y h. ;{Cudl presenta el fenomeno de Gibbs
y cuél no? ;Por qué?

3. (Qué filtro conviene si lo que importa es no distorsionar los bordes de la senal?
LY si lo que importa es eliminar completamente una frecuencia?

EJERCICIO 16.1.31 (Derivar con Fourier). Sea f una funciéon 27-periddica suave,
muestreada en N puntos.

1. Probar que, si f coincide con su serie de Fourier, entonces f’ tiene coeficientes
1k ¢i. Deducir un algoritmo para aproximar f’ en los puntos de muestreo: cal-
cular la DFT, multiplicar el coeficiente k-ésimo por ik (con la convencion de
frecuencias negativas para k > N/2) y antitransformar.

2. Comparar numéricamente, para f(t) = ¢5m% el error de este método con el de
las diferencias finitas centradas W, en funcion de N. jCual converge

maés rapido y por qué? (Este método, llamado espectral, es la base de una familia

de métodos numéricos para EDPs.)

3. Repetir para la onda triangular. ;Qué pasa ahora y por qué?

Transformada de Fourier y ecuaciones diferenciales.

EJERCICIO 16.1.32. Considerar la ecuacion de Schrodinger, una ecuacion en deri-
vadas parciales para u(z,t) que se resuelve aplicando la transformada de Fourier en la
variable x:

Wy — U =0 x€RE>D0,

u(z,0) = f(z) zeR
Comprobar que si u es la soluciéon obtenida por la transformada de Fourier, entonces se
cumple que u(z,t) = f(z) cuando ¢ — 0 (en media cuadratica) y que [~ |u(z,t)|* dx
es independiente de t. Comparar con la ecuacion del calor, que se estudia en la Parte
III: jqué le hace cada ecuacion a las frecuencias altas del dato inicial?
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EJERCICIO 16.1.33. Usar la transformada de Fourier para resolver la ecuacion —u” +
u= fen R, con f € L(R). Escribir la solucién como una convolucién v = G * f y
calcular G explicitamente (usar el Ejemplo 13.2.7). Interpretar G como la respuesta a
una fuente puntual.

16.2. Ejercicios de laboratorio

Serie de Fourier.

EJERCICIO 16.2.1. Escribir una funcién que reciba como argumento un vector x de
longitud N y calcule la transformada de Fourier discreta, dada por el vector X:

N-1
Xk:Za:ne_ﬂ%m, k=0,...,N—1.

n=0

Implementarla primero con dos ciclos for y luego en forma matricial (construyendo la
matriz A(w) de la Seccion 14.3 con numpy). Comparar los resultados con numpy.fft. fft .

EJERCICIO 16.2.2. Generar la onda que resulta de la suma de tres senos, con fre-
cuencias 1,4 y 7THz, amplitudes 3, 1 y 0,5 y fase nula. Muestrearla a una frecuencia de
100Hz y aplicarle la funcién del ejercicio anterior. Graficar la onda y el resultado de la
funcion.

EJERCICIO 16.2.3. Verificar la funcion del Ejercicio 16.2.1 con varias frecuencias de
muestreo (10, 100, 1000, 10000). Calcular el tiempo que demora el calculo de la transfor-
mada (implementacion directa y numpy.fft. fft ) y graficarlo en funcién de N en escala
log-log. Verificar los 6rdenes N2 y Nlog N.

EJERCICIO 16.2.4. Verificar mediante simulaciéon las siguientes series de Fourier
trigonométricas, escritas en la forma f(t) = 9 + > | (a, cos(nwot) + by, sin(nwot))
con wy = 27/T, considerando una cantidad finita N de armoénicos. En todos los casos
f tiene periodo T' y esta definida en (=7/2,7T/2).

1. Pulsada: f(t) = A si|t| < dT/2 y 0 en el resto (ciclo de trabajo d € (0,1)):
ag = 2Ad, a,, = — sin(nnd), b, = 0.
nm
2. Cuadrada (par): f(t) = Asi|t| < T/4dy —AsiT/4 < |t| < T/2: ap = 0,
4A |
a, = — sin(nn/2), b, = 0.
nm "
3. Diente de sierra: f(t) = 2At/T: a, =0, b, = —(—1)"*1.
nm

4. Triangular: f(t) = A(1 — 4)t|/T): ap =0, a, = 5 Dara n impar y 0 para

8
(n)
n par, b, = 0.
5. Graficar la senal en el tiempo y los coeficientes de la serie. Verificar numérica-
mente los coeficientes calculando las integrales con scipy . integrate . quad.

EJERCICIO 16.2.5. Hallar los coeficientes equivalentes del problema anterior para la
serie de Fourier con exponenciales complejas, f(t) = > ¢, y repetir considerando
una cantidad finita N de armoénicos.

EJERCICIO 16.2.6. Dadas las senales del problema anterior:
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1. Calcular la potencia promedio de las senales en el tiempo y a partir del desarrollo
en Serie de Fourier.

2. Considerar los primeros 5 armoénicos de cada una y calcular la distorsion armo-
nica total (THD).

EJERCICIO 16.2.7. Considerar la transformada de Fourier de la senal cuadrada.

1. Calcular la transformada discreta de Fourier por medio de la FFT.
2. Graficar y comparar con los coeficientes de la Serie de Fourier.

EJERCICIO 16.2.8 (Fenomeno de Gibbs). Considerar el desarrollo en serie de una
onda cuadrada de periodo T'=1 s.

1. Sumar los primeros N armonicos (f = 1/7,2/T,3/T,...). {Qué se observa
en las discontinuidades? ;Qué sucede a medida que aumenta la cantidad de
armoénicos N7

2. Calcular la proporciéon que representa la amplitud del rizado con respecto a
la amplitud de la discontinuidad. ;Cambia a medida que se consideran més
armoénicos?

Filtrado.

EJERCICIO 16.2.9. Sea una senial cuadrada periddica de amplitud A = 1 y frecuen-
cia f =1 Hz. Disenar un filtro para quedarnos solamente con el primer armonico.

1. Discutir: jqué tipo de filtro se necesita? ;A partir de qué frecuencia habria que
filtrar?

2. Disenar un filtro con la frecuencia de corte elegida.

3. Graficar superpuestas las senales original y filtrada.

4. Graficar la respuesta en frecuencia de este filtro.

Laboratorio: la senal de temperatura.

EJERCICIO 16.2.10 (Espectro de la serie de temperatura). Se provee (con el note-
book correspondiente) una serie de temperatura horaria de varios afios de una estacion
meteorologica.

1. Graficar la serie completa y un zoom de dos semanas. Calcular la media y la
varianza.

2. Calcular la DFT de un afio de datos (restando primero la media) y graficar el
espectro de potencia |i[k]|? en funcién de la frecuencia en ciclos por dia, en
escala logaritmica. Identificar los picos del ciclo anual, del ciclo diario y de sus
armonicos. {Aparece algin otro pico? ;Qué forma tiene el espectro entre los
picos?

3. Calcular la amplitud y la fase del ciclo anual y del diario. ; En qué fecha cae el
maximo del ciclo anual? ;A qué hora el del ciclo diario? ; Cambia la amplitud
del ciclo diario segin la estacion? (Sugerencia: calcular el espectro por separado
de un mes de verano y uno de invierno.)

4. ;Qué fracciéon de la varianza total explican los ciclos anual y diario (con sus dos
primeros armoénicos)?

5. Repetir el calculo con la ventana de Hann y comparar los espectros cerca de los
picos. ;Qué cambia?
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6. Submuestrear la serie a una medicion por dia (a las 15 h) y recalcular el espectro.
. Donde fue a parar el ciclo diario? Comparar la media de la serie submuestreada
con la de la serie original.

EJjercicio 16.2.11 (Filtrado y compresion de la senal). Con la serie del ejercicio
anterior:

1. Construir un filtro que conserve solo los picos de los ciclos anual y diario (y
sus armoénicos) y antitransformar. Graficar la “temperatura regular” obtenida
junto con la original. Calcular el residuo (original menos regular) y su espectro
de potencia. ;Es ruido blanco? ; En qué escalas de tiempo tiene mas energia?

2. Comparar con un promedio mévil de 24 horas y con uno de 7 dias. ; Qué elimina
cada uno?

3. Ordenar los coeficientes por modulo decreciente y reconstruir la senal con el
1%, el 0,1% y el 0,01 % de los coeficientes. Graficar el error relativo en norma
2, ||T—Ta|2/||T||2, en funcion de la fraccion conservada. jCuéntos coeficientes
hacen falta para un error relativo del 5%? ;Y si el error se mide respecto de
|T — T||2? Comparar con lo que ocurre con la imagen del Capitulo 15.

4. Escribir un parrafo con las conclusiones: qué informaciéon contiene esta serie, en
cuantos nimeros se la puede resumir y qué se pierde al hacerlo.

EJERCICIO 16.2.12 (Espectrograma). Cuando el contenido de frecuencias de una
senal cambia con el tiempo (una nota musical que sube, la amplitud del ciclo diario que
cambia con la estacion), un inico espectro no lo muestra. El espectrograma consiste en
calcular el espectro de potencia de ventanas sucesivas de la senal y graficarlo como una
imagen (tiempo en el eje horizontal, frecuencia en el vertical, potencia en color).

1. Implementar el espectrograma con ventanas de 30 dias para la serie de tempe-
ratura y observar la variaciéon estacional de la amplitud del ciclo diario.

2. Aplicarlo a la grabacion de la cuerda de guitarra de la Parte 111 (datos/cuerda_
guitarra.wav) con ventanas de unos 50 ms: identificar la nota y ver cémo
decaen los armonicos. (Si se dispone de una grabacion propia de una escala,
identificar las notas.)

3. Discutir el compromiso entre resoluciéon temporal y resolucién en frecuencia:
Lqué pasa con ventanas muy cortas? ;Y muy largas?

Separaciéon de variables.

EJERCICIO 16.2.13. Sean dos placas metalicas infinitas conectadas a tierra ubicadas
paralelas al plano zz, en y = 0 e y = a (Figura 16.1). El extremo izquierdo, en z = 0,
se cierra con una franja infinita aislada de las dos placas y mantenida a un potencial
determinado Vp(y).

1. Hallar el potencial dentro de esta ranura resolviendo la Ecuacién de Laplace
utilizando el método de separacion de variables.
2. Graficar el potencial en el plano zy para Vo =1V ya=1m.
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Vo(y)

T — 00

F1GURA 16.1. Ejercicio 16.2.13: dos placas a tierraen y = 0 e y = a,
cerradas en z = 0 por una franja a potencial V;(y) (problema adaptado
de [17]).



Parte 3

Ecuaciones en derivadas parciales






Capitulo 17

Introduccion

Hasta ahora, en el curso hemos estudiado distintos modelos de evolucién temporal
basados en ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas dindmicos y modelos continuos
sencillos. En todos esos casos, el estado del sistema se describe mediante un ntmero
finito de variables que dependen del tiempo.

Las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) aparecen cuando el estado del sistema
depende de variables continuas adicionales, tipicamente el espacio y el tiempo. En lugar
de describir la evoluciéon de unos pocos niimeros, las EDPs gobiernan la evolucion de
funciones:

u = u(x,t), u=u(z,y,t), o mas generalmente u = u(x,1t).

Desde el punto de vista del modelado continuo, las EDPs constituyen el lenguaje na-
tural para describir fenémenos distribuidos en el espacio, como la difusion de calor o
de contaminantes, la propagacion de ondas, la evolucién de densidades y numerosos
procesos de transporte.

17.1. Dos problemas conductores

En esta parte los problemas conductores se desarrollan principalmente en el labora-
torio; en el texto los planteamos, y volvemos sobre ellos cada vez que la teoria permite
decir algo nuevo.

La temperatura del suelo. En la Parte II estudiamos la temperatura del aire,
que oscila con un ciclo diario y uno anual. Esa temperatura es la que “ve” la superficie
del suelo, y el calor se difunde desde alli hacia abajo. Las estaciones meteorologicas
miden la temperatura del suelo a varias profundidades (tipicamente 5, 10, 20, 50 y
100 cm), y los registros muestran algo notable (Figura 17.1; los datos de la figura no
son mediciones sino del reanélisis ERA5-Land [29], que calcula la temperatura del
suelo con un modelo de difusiéon en capas alimentado por observaciones en superficie,
y volveremos sobre esto en la Seccion 18.6): a medida que se baja, la oscilacion diaria
se atentia muy rapido (a medio metro ya casi no se nota), la oscilacion anual se atentia
mucho mas lentamente, y ambas llegan retrasadas: el maximo diario a 20 cm ocurre
varias horas después que en la superficie, y el maximo anual a un metro de profundidad
ocurre semanas después que en la superficie. A suficiente profundidad la temperatura
es constante todo el ano (es el principio de las bodegas y de los s6tanos).

Las preguntas son:
1. ;Qué ecuacion describe la temperatura u(z,t) a profundidad x y tiempo t, y
con qué condiciones de borde?

185
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2. (Por qué el ciclo diario penetra menos que el anual? ; Cuanto menos? ;De qué

depende la profundidad de penetracion?

. Cuanto vale el retraso a cada profundidad?

4. Dadas mediciones a varias profundidades, jse puede estimar la difusividad tér-
mica del suelo? ;Y comprobar que el modelo es correcto?

5. A qué profundidad hay que enterrar una cafieria para que no se congele en
invierno?

b

El modelo es la ecuaciéon del calor en el semieje z > 0 con una condiciéon de borde
periodica en el ttempo en x = 0. Veremos que el estado al que converge la solucién no
es un equilibrio sino una oscilaciéon, y que la teoria de convergencia al equilibrio del
Capitulo 18 se aplica igual.

(a) una semana de enero de 2023, hora por hora: ciclo diario

— aire — suelo 7-28 cm — suelo 100-255 cm
40{ — suelo0-7cm —— suelo 28-100 cm
¥
301
20

09/01 10/01 11/01 12/01 13/01 14/01 15/01  16/01

(b) el afio 2023, media mévil de 7 dias: ciclo anual

ene mar méy jl'JI sép hov
fecha (2023)

FIGURA 17.1. Temperatura del aire y del suelo en cuatro capas (0-7, 7—
28, 28-100 y 100-255 cm; reandlisis ERA5-Land para Aeroparque, 2023):
(a) una semana de enero, hora por hora: el ciclo diario se atenta y se
retrasa con la profundidad, y a 28-100 cm ya desaparece; (b) el afio en
medias moéviles de 7 dias: el ciclo anual se atentia mucho menos y llega a
la capa mas profunda con casi dos meses de retraso. Los datos estan en
el repositorio de la materia (datos/suelo_horaria.csv).

La cuerda vibrante. El segundo problema es el méas antiguo de la fisica mate-
matica: una cuerda tensa, fija en sus extremos, que se pulsa o se golpea (una guitarra,
un piano). Las preguntas:
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1. ;Qué ecuacion describe el desplazamiento u(x,t) de la cuerda y por qué?

2. (A qué frecuencias vibra la cuerda? ;Cémo dependen de su longitud, su tension
y su masa’ (Esto es lo que afina un misico.)

3. {Por qué una misma nota suena distinto en una guitarra y en un piano, si la
frecuencia fundamental es la misma? ;Qué determina el timbre?

4. Si grabamos el sonido de una cuerda y calculamos su espectro con las herra-
mientas de la Parte II, ;jqué esperamos ver? ;Y qué vemos en realidad? ;Qué
le falta al modelo?

El modelo es la ecuacién de ondas en un intervalo, y su solucién por series de Fourier
es una superposicion de modos normales con frecuencias multiplos enteros de una
fundamental. La comparaciéon entre ese espectro ideal y el espectro medido de una
cuerda real (que no es exactamente armonico, y cuyos armoénicos decaen a distinta
velocidad) es el tema del laboratorio (Figura 17.2).

cuerda de guitarra pulsada (grabacion)

sena

t (s)
107t T T T T T T T T T T T T T T T
¢ L L 1 1 1 —— espectio (prjmeros 2 s)
10-2 R R L 1

picos medidos

amplitud

=TT

Lo

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
¢ (Hz)

FIGURA 17.2. Grabacion de una cuerda de guitarra pulsada (la tercera
cuerda, Sol) y su espectro de amplitudes calculado con los primeros dos
segundos. Las lineas de trazos marcan los multiplos k f; de la fundamental
medida, f; = 195,8 Hz: los picos estan casi exactamente alli, pero el
desvio crece con k (inarmonicidad) y las amplitudes de los armoénicos
altos son mucho menores. Los datos estan en el repositorio de la materia
(datos/cuerda_guitarra.wav).
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17.2. EDPs y ciencias de datos

Aunque las EDPs tienen su origen en la fisica y la ingenieria, hoy desempenian un
papel importante en muchos problemas vinculados a las ciencias de datos, tanto de
manera explicita como implicita.

En primer lugar, muchos procesos sobre datos pueden interpretarse como dinamicas
continuas. Por ejemplo, el suavizado de senales o datos ruidosos puede verse como
la evoluciéon de una funcién bajo una ecuacion de difusion. De manera anéloga, los
procesos de difusion en grafos y los métodos espectrales admiten descripciones continuas
en términos de ecuaciones tipo calor.

Por otro lado, las EDPs estan estrechamente relacionadas con técnicas de regu-
larizacion y aprendizaje. Muchos problemas de optimizaciéon variacional —frecuentes
en interpolacion, ajuste de datos y aprendizaje automético— conducen a ecuaciones
elipticas como condiciéon de optimalidad. En este sentido, las EDPs aparecen como el
limite continuo de ciertos algoritmos de optimizacion y métodos de inferencia.

17.3. Conexién con el analisis de Fourier

Las ecuaciones en derivadas parciales lineales clésicas, como la ecuacion del calor o la
ecuacion de ondas, se comprenden particularmente bien a través del analisis de Fourier.
En el espacio de frecuencias, estas ecuaciones describen céomo cada modo espectral
evoluciona de manera independiente en el tiempo, permitiendo interpretar la dinamica
como un proceso de filtrado de frecuencias.

Desde esta perspectiva, una EDP puede entenderse como un operador que trans-
forma datos, reforzando o atenuando ciertas escalas, de forma muy cercana a lo que
ocurre en el procesamiento de senales y el analisis espectral de datos.

17.4. EDPs, modelos y datos

En el contexto actual de las ciencias de datos, también resulta relevante el problema
inverso: a partir de observaciones o datos experimentales, se busca identificar o aprender
el modelo continuo subyacente, que a menudo adopta la forma de una ecuaciéon en
derivadas parciales. Este enfoque da lugar a modelos hibridos que combinan informaciéon
proveniente de los datos con principios de modelado fisico o geométrico.

17.5. Objetivos de esta parte del curso

En esta parte del curso no se busca desarrollar una teoria exhaustiva de las ecua-
ciones en derivadas parciales, sino introducir sus ideas fundamentales desde una pers-
pectiva de modelado. Nos concentraremos en:

= comprender qué tipos de fenémenos describen las EDP,

= estudiar ecuaciones prototipo como la ecuacion del calor, la ecuacion de Laplace
y la ecuacion de ondas,

= interpretar cualitativamente sus soluciones y su comportamiento,

= y establecer conexiones con herramientas y conceptos habituales en las ciencias
de datos.
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El objetivo principal es incorporar a las ecuaciones en derivadas parciales como
una herramienta conceptual méas del modelado continuo, especialmente ttil cuando se
trabaja con datos distribuidos en el espacio y el tiempo.






Capitulo 18
La ecuaciéon de difusion

La ecuacion de difusion, también conocida como ecuacion del calor, es uno de los
modelos fundamentales del modelado continuo. Describe la evolucién temporal de la
temperatura —o, mas generalmente, de una cantidad que se difunde— en un medio
continuo. A pesar de su forma matematica simple, esta ecuacién aparece en una enorme
variedad de contextos: transferencia de calor, difusion de sustancias, propagacion de
probabilidades y suavizado de datos.

18.1. El principio de conservacién

El punto de partida conceptual de este modelo es el principio de conservacion de la
energia. En palabras de Richard Feynman (ver [13]):

“Hay un hecho —o, si ustedes prefieren, una ley— que gobierna todos los
fendémenos naturales conocidos hasta la fecha. No se conoce excepcién a
esta ley —es exacta hasta donde sabemos—. La ley se llama conservacion
de la energia. Establece que hay cierta cantidad que llamamos energia,
que no cambia en los multiples cambios que ocurren en la naturaleza.
Esta es una idea muy abstracta, porque es un principio matematico;
significa que hay una cantidad numérica que no cambia cuando algo
ocurre.”

—R. Feynman

Esta observacion enfatiza que la energia no se introduce a partir de un mecanismo
microscopico, sino como una magnitud que satisface una ley de balance. Esa idea seré
el punto de partida para la deducciéon de la ecuacion del calor.

18.1.1. Balance de energia en una regiéon. Consideremos una region fija
V' C R™. Denotemos por Q(V,t) la cantidad total de energia térmica contenida en V'
en el instante ¢. El principio de conservaciéon establece que la variaciéon temporal de
Q(V,t) se debe a dos mecanismos:

= ¢l flujo de energia a través de la frontera OV,
» la energia generada o absorbida dentro de V' (por ejemplo, debido a reacciones
quimicas).

En forma simbolica, esta ley de balance puede escribirse como
d
SQV0) = 0 (V,1) + F(V.0),

donde ®(0V,t) representa el flujo total saliente de energia a través de la frontera, y
F(V,t) la energia generada en el interior de la region por unidad de tiempo.

191
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18.1.2. Formulacién en términos de densidades. Para obtener una descrip-
cion local, suponemos que todas las cantidades anteriores admiten una representacion
en términos de densidades.

Sea:
» u(x,t) la densidad de energia térmica por unidad de volumen,
» J(x,t) el flujo de energia (energia por unidad de tiempo y de area),
» f(x,t) la densidad de energia generada por unidad de volumen y por unidad
de tiempo.

Entonces, las cantidades globales se escriben como

MW@ZAM&0W7
BV 1) :/ I(x,t) - nds,

av
F(V.t) = [ fxt)ax
14
donde n denota la normal exterior a la frontera.

Sustituyendo estas expresiones en la ecuaciéon de balance se obtiene

%/Vu(x,t)dx:—/aVJ-ndS+/Vf(X7t)dX-

Aplicando el teorema de la divergencia al término de flujo, resulta

d
— udX:—/V-de—i—/fdx.
dat Jy 1% 1%

Como la region V' es arbitraria, se obtiene la forma local de la ley de conservacion,
conocida como ecuacion de continuidad:

Esta ecuacion expresa que la variacion local de la energia se debe a la divergencia
del flujo y a la presencia de fuentes o sumideros en el interior del dominio.

18.1.3. Difusién y ley de Fourier. Para cerrar el modelo es necesario especifi-
car la relacion entre el flujo J y la densidad de energia u. En muchos procesos térmicos
y difusivos, el flujo esta gobernado por la ley de Fourier:

J=—-DVu,
donde D > 0 es el coeficiente de difusion.

Si, como es habitual, preferimos trabajar con la temperatura 7" en lugar de la den-
sidad de energfa, en un medio homogéneo con densidad p y calor especifico ¢, se tiene
u = pc,T', y la ley de Fourier se escribe J = —kVT, donde k& = pc,D es la conduc-
twidad térmica. Dividiendo por pcp, la temperatura satisface la misma ecuacién con
difusividad D (y fuente f/(pc,)). Por eso, en lo que sigue llamamos v indistintamente
a la temperatura o a la densidad de energia; pero cuando se trate del flujo de calor
(por ejemplo, en las condiciones de contorno) hay que recordar que, en términos de la
temperatura, este es —kVu y no —DVu.
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En ausencia de fuentes internas (f = 0), al sustituir esta relacion en la ecuacion de
continuidad se obtiene
3tu = DAU,
que es la ecuacion del calor o ecuacion de difusion.

Este modelo describe como la energia térmica se redistribuye en el espacio, tendien-
do a eliminar gradientes y a producir distribuciones cada vez mas homogéneas con el
paso del tiempo.

18.1.4. Condicién inicial y condiciones de contorno. La ecuacion de difu-
sion describe la evolucion temporal de la temperatura (o de una cantidad difusiva) en
el interior de un dominio. Para que el modelo esté completamente determinado, no
alcanza con especificar la ecuacion diferencial: es necesario complementar el problema
con informaciéon adicional.

Condicion inicial. Dado que la ecuacion del calor describe una evolucion en el
tiempo, es necesario prescribir el estado inicial del sistema. Esto se hace especificando
la distribucién inicial de temperatura:

u(x,0) = up(x), x € (2,

donde 2 es la region del espacio ocupada por el sistema. Esta condicién inicial re-
presenta el estado térmico del sistema en el instante a partir del cual comienza la
evolucion.

Condiciones de contorno. Cuando el dominio espacial ) es una regiéon acotada,
la evolucion de la temperatura en su interior esté influenciada por lo que ocurre en la
frontera 0€). Esta interaccion se modela mediante condiciones de contorno, que expresan
distintos mecanismos fisicos de intercambio de energia con el entorno.

Las condiciones de contorno maéas habituales en el contexto de la ecuaciéon del calor
son las siguientes.

Condiciones de Dirichlet (temperatura impuesta). En este caso se prescribe el valor
de la temperatura en la frontera del dominio:

u(x,t) = g(x,t), x € S

Este tipo de condicién modela situaciones en las que el sistema estid en contacto con
un reservorio térmico que mantiene la frontera a temperatura fija (por ejemplo, una
pared en contacto con un bano térmico).

Condiciones de Neumann (flujo impuesto). Aqui se prescribe el flujo térmico normal
a la frontera:
—kVu(x,t) -n = h(x,t), x € 0},
donde n es la normal exterior a la frontera y k es la conductividad térmica. Este tipo de
condiciéon representa un intercambio de calor controlado, como una fuente o un aislante
térmico. En particular, el caso h = 0 corresponde a una frontera aislada, sin flujo de
calor.

Condiciones de Robin o de radiacién. Este tipo de condiciéon combina las dos ante-
riores y modela procesos de intercambio de calor con el ambiente, como la radiacion o
la conveccion:

—kVu(x,t) - n = a(u(x,t) — e (x,1)), x € 01,
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donde @ > 0 es un coeficiente de transferencia térmica y . representa la temperatura
del medio externo.

Las condiciones de Robin interpolan entre los casos de Dirichlet y Neumann y
permiten modelar de manera mas realista el intercambio de energia entre el sistema y
su entorno.

La eleccion de las condiciones iniciales y de contorno es una parte esencial del
proceso de modelado, ya que determina de manera decisiva el comportamiento de las
soluciones y su interpretacion fisica.

18.2. Movimiento browniano, difusiéon y paseo al azar

La ecuacion de difusion no sélo surge como un modelo macroscépico basado en leyes
de conservacion, sino que también puede interpretarse como el resultado promedio de
un comportamiento microscopico esencialmente aleatorio. Esta conexion fue establecida
de manera fundamental por Albert Einstein en su estudio del movimiento browniano.

18.2.1. Movimiento browniano. El movimiento browniano se refiere al mo-
vimiento irregular y erratico de particulas microscépicas suspendidas en un fluido,
observado experimentalmente a comienzos del siglo XIX por Robert Brown en [3]. Du-
rante mucho tiempo, este fendmeno carecié de una explicacion tedrica convincente. Ver
Figura 18.1 para observar una realizacion de una particula que se mueve al azar.

1.5 .
‘ @® inicio
0.5
0.0 -
=~ _051
—1.0 1
—-1.51
—2.0 1 :.,: o A
D=0.5, At=0.001, t <5
0 1 2 3
Xy

F1GURA 18.1. Realizaciéon de una particula en un movimiento browniano

(D =05).

En 1905, Albert Einstein proporcion6 una descripcién cuantitativa del movimien-
to browniano basada en la hipotesis de que las particulas visibles sufren una enor-
me cantidad de colisiones microscopicas con las moléculas del fluido. Estas colisiones,
impredecibles a escala individual, producen un movimiento neto aleatorio que puede
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(a) seis trayectorias del paseo al azar (b) posicién tras n =100 pasos
0.06{Az=At=1 .
201 ___. . Vapr D05 20000 particulas
® p]/(2Ax) exacto
10 = ®(x,t,), var. 2Dt,
g T 0.04
4 ©
- %
Il c
8 4
—-20
: ; ; ; ; 0.00 ; ; :
0 25 50 75 100 —40 —20 0 20 40
t,=nAt T

FIGURA 18.2. Paseo al azar simétrico con Ax = At =1 (D = 1/2): (a)
trayectorias, con la envolvente ++v/2Dt; (b) distribucion de la posicion
tras n = 100 pasos comparada con la probabilidad exacta p y con la

gaussiana de varianza nAx? = 2Dt,,, la solucién fundamental de la ecua-
cion del calor.

describirse estadisticamente. La Figura 18.2 muestra el paseo al azar discreto y como
su distribucién se acerca a la gaussiana.

En su articulo [9], Einstein mostré que la evolucion temporal de la densidad de
probabilidad de encontrar una particula browniana satisface la ecuacion de difusion.
Este resultado constituyo una de las primeras confirmaciones cuantitativas de la teoria
molecular de la materia.

18.2.2. Difusién como limite macroscépico. Siguiendo a Einstein [9], consi-
deremos una gran cantidad de particulas idénticas que se mueven sobre una recta como
resultado de un proceso microscopico aleatorio. En lugar de describir trayectorias in-
dividuales, nos concentramos en una descripcion estadistica.

Sea
u(z,t)

la densidad de particulas en la posicién x en el instante ¢, y sea

p(y,T)

la probabilidad de que una particula se desplace una distancia y durante un intervalo
de tiempo 7.

Suponemos que el proceso es homogéneo en el espacio y estacionario en el tiempo,
de modo que la distribuciéon de desplazamientos depende sélo de y y de 7, y no de la
posiciéon absoluta ni del instante inicial.

La conservacion del namero total de particulas implica que la densidad en el instante
t + 7 puede obtenerse sumando las contribuciones de todas las particulas que, en el
instante ¢, se encontraban en posiciones x —y y se desplazaron una distancia y durante
el intervalo 7. Esto conduce a la relacion fundamental

u(z, t+71) = /Ru(qr —y,t) py, ) dy.
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Esta ecuacion expresa que la densidad futura es el promedio, ponderado por la
probabilidad de desplazamiento, de la densidad pasada.

Suponemos ahora que los desplazamientos microscopicos son pequenos y simétricos.
En particular, asumimos que p satisface

/ p(y,7)dy =1, / yply,7)dy =0,
R R

y que el segundo momento es finito:
/ Y ply. ) dy = o*().
R

Desarrollando u(x — y,t) en serie de Taylor alrededor de x, se obtiene

2
u(e = y.t) = ue,t) — ydoue,t) + T Onule,t) + OP).

Sustituyendo este desarrollo en la ecuacion integral y usando las propiedades de p,
resulta

o*(7)
2

Por otro lado, desarrollando el lado izquierdo en serie de Taylor respecto del tiempo,

u(z,t+71) =u(z,t)+ Orzu(x,t) + términos de orden superior.

u(z,t +7) = u(x,t) + 7 du(z, t) + O(T?).
Comparando ambos desarrollos y despreciando términos de orden superior, se ob-

tiene
o*(1)
2T

Owu(z,t) = Opzu(x,1).

Definiendo el coeficiente de difusiéon como
o*()

27
se llega finalmente a la ecuacion de difusion

o = D Oy u.

D =

Este argumento muestra que la ecuaciéon de difusiéon surge como una descripcion
macroscopica efectiva del movimiento aleatorio microscopico de las particulas. La di-
namica determinista de la ecuacion del calor aparece asi como el limite continuo de un
proceso fundamentalmente probabilistico.

18.2.3. EIl paseo al azar y el paso al limite continuo. Consideremos un
modelo discreto del movimiento browniano en una dimensién. Dividimos el espacio en
puntos igualmente espaciados

x; =j Az, JjEZ,
y el tiempo en instantes discretos

t, = nAt, n € N.
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Sea p7 la probabilidad de encontrar la particula en el punto x; en el instante ¢,.
Supondremos que, en cada paso temporal, la particula se desplaza una distancia Ax
hacia la derecha o hacia la izquierda con igual probabilidad 1/2.

Bajo estas hipotesis, la evolucion del paseo al azar esta gobernada por la relacion
de recurrencia

n+l __ ]'

n 1 n
p; = 519]'—1 + §pj+1-

Esta ecuacion expresa la conservacion de la probabilidad: la probabilidad de estar
en el sitio j en el paso siguiente proviene de los sitios vecinos en el paso anterior.

Para conectar este modelo discreto con una descripcion continua, introducimos una
funcion u(x,t) que representa una densidad de probabilidad en el espacio continuo. La
relacion entre u y las probabilidades discretas se establece imponiendo que la proba-
bilidad de encontrar la particula en una celda espacial de tamano Az alrededor de z;
sea aproximadamente

p; = u(zy,t,) Az

De manera equivalente, escribimos
_

Az

Esta identificacion asegura que la normalizacion de la probabilidad se preserve al
pasar del modelo discreto al continuo:

Zp? ~ /u(x,tn) dx = 1.
r R

Sustituyendo p} = u(x;,t,) Az en la relacion de recurrencia se obtiene

u<xj7 tn)

1
U(Ij7 tn+1) — U(ZEj, tn) = 5 [u(Ij+1, tn) — 2u<$j, tn) + U(ZL’j_l, tn>] .
Dividiendo ambos lados por At, resulta

w(zj, tprr) — w(@j, tn)  (Ax)? w(zjir, tn) — 2u(zj, ty) + u(zj—1,t,)

At 2 At (Az)?

El miembro izquierdo es una aproximaciéon por diferencias finitas de la derivada
temporal 0;u, mientras que el término de la derecha es una aproximacion de la segunda
derivada espacial 0,,u.

Tomando el limite Ax — 0 y At — 0 de manera que el cociente

_ (Ax)?
- 2At
permanezca constante, se obtiene formalmente la ecuacion de difusion
atu =D amu

Este procedimiento muestra céomo una ecuacion diferencial parcial determinista
surge como el limite continuo de un proceso aleatorio discreto. El coeficiente de difusion
D aparece como el parametro que relaciona las escalas espaciales y temporales del paseo
al azar.
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18.2.4. Paseo al azar asimétrico y ecuacion de Fokker—Planck. Conside-
ramos un paseo al azar unidimensional definido sobre la red

x; =jAx, t, = nAt.

Denotamos por p’ la probabilidad de encontrar la particula en la posicion z; al tiempo
t.

A diferencia del paseo simétrico, suponemos ahora que las probabilidades de salto
son distintas:

= salto a la derecha con probabilidad «,
= salto a la izquierda con probabilidad S,

con o+ 8 =11y, en general, a # 5.
La ecuacion de recurrencia para las probabilidades es entonces

(18.2.1) p?“ =ap; +Bpi-
Introducimos la densidad macroscopica u(z,t) mediante la relacion
e
uw(xj, t,) = A_Jx’

de modo que wu(z,t)dx representa la probabilidad de encontrar la particula en un
intervalo de longitud dz alrededor de .

Reescribiendo (18.2.1) en términos de u, obtenemos
U(Ij7 tn+1) =« U(I‘j_l, tn) + B u<l’j+1, tn)
Desarrollando en series de Taylor alrededor del punto (z;,t,),

w(zj, the1) = u+ At Ou + o(At),

2
w(Tjz1,tn) = u £ Az Oyu + (A;) Dpatt + o((Ax)?),

y sustituyendo en la ecuacién anterior, se obtiene

2
At dyu = (8 — a) Az dpu + (A2x) Opett + o( AL, (Ax)?).

Dividiendo por At y tomando el limite continuo Az, At — 0, introducimos los
parametros macroscopicos

A 2

lim (Az) .

Az, At—0 2At

Para que ambos limites sean finitos y no nulos, el refinamiento debe hacerse con At ~

(Az)? y con un sesgo que se anule en el limite: « — 3 = v At/Ax = O(Ax). Si a — 3
se mantuviera fijo, la velocidad v explotaria.

v= lim (o = B)Ax

D =
Az, At—0 At ’

En este limite, la densidad u(x,t) satisface la ecuacion
(18.2.2) ou = —v oyu + D Oyu,
que puede escribirse en forma conservativa como

Oru = =0y (v u) + Opr (D).
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Interpretacion de los coeficientes de deriva y difusion. La ecuacion (18.2.2) describe
la evolucion temporal de la densidad de probabilidad wu(z,t) asociada a la posicion de
una particula estocastica. Los coeficientes v y D admiten una interpretacion directa en
términos del movimiento microscopico subyacente.

Velocidad de deriva. El coeficiente v representa la velocidad media de transporte de
la particula. En el modelo de paseo al azar asimétrico, esta dado por
. E[AX] , (v — B)Ax
v=lm ——= lim —F—,
At—=0 At Az, At—0 At
donde E[AX] es el desplazamiento medio en un intervalo de tiempo At. Un valor v # 0
indica la presencia de un sesgo sistematico en el movimiento, por ejemplo debido a una
fuerza externa o a un gradiente del medio.

Coeficiente de difusién. El coeficiente D mide la intensidad de las fluctuaciones
aleatorias alrededor del movimiento medio. Mas precisamente,

1 2
bl EX
2 At—0 At
y esté asociado al crecimiento lineal de la varianza Var[X(¢)] = 2Dt. En el paseo al
azar discreto considerado,
b (A

im ——
Az, At—0 2At
independientemente del sesgo del movimiento.

La ecuacion (18.2.2) es un caso particular de la ecuacion de Fokker—Planck, intro-
ducida a comienzos del siglo XX en los trabajos de Fokker y Planck [14, 31].

18.3. La ecuacion del calor en dimensién 1

Para empezar la discusion, nos centramos en el problema de difusién del calor en
dimension 1. Esto modela la difusién sobre una barra de longitud L en donde las otras
dimensiones pueden despreciarse. Entonces, la temperatura u = u(x,t) debe satisfacer
la ecuacion

(18.3.1) Owu(z,t) = D Oppu(z,t), x€l0,L], t>0.

Como discutimos en el capitulo anterior, para poder resolver este problema, es
necesario saber como era la distribucion de temperatura al inicio del experimento y
coémo es que la barra interactia con el medio.

Consideremos que la barra esta inicialmente a temperatura constante ug. Se fija la
temperatura en el extremo izquierdo a un valor constante ug y en el extremo derecho
la temperatura es fijada en un valor constante u; > ug. Luego, las condiciones iniciales
y de contorno para u resultan

(18.3.2) uw(z,0) =ug, u(0,t) =wug, u(L,t)=ur.
Queremos saber como va a evolucionar la temperatura dentro de la barra.

Antes de realizar algtin tipo de calculo, tratemos de conjeturar qué es lo que sucede.
Como uy, > ug el flujo de calor debe moverse del extremo derecho hacia el izquierdo. Por
otro lado, el aumento de la temperatura interior producto del flujo debe compensarse
con un flujo saliente del lado izquierdo que a la larga debe balancearse hasta que se
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llegue a un estado estacionario. Es interesante poder estimar el tiempo que se demora
en llegar a ese estado estacionario.

Veamos que un analisis matematico riguroso de las ecuaciones (18.3.1)-(18.3.2)
muestra exactamente ese comportamiento para la solucién del problema.

Resulta conveniente empezar adimensionalizando el problema. Consideremos la va-

riable adimensional
x

Y= I
Para adimensionalizar el tiempo, hacemos la siguiente observacion. La constante de
difusiéon D tiene unidades de m?/s, luego, la constante 7 = L?/D nos da una escala
temporal caracteristica para el problema de difusion. Esto sugiere introducir el tiempo
adimensional como

5= —.

T

Finalmente, introducimos la temperatura adimensional

L _
oly,s) = LTIt
U — Ug
que verifica:
Ly,0) —
U(y’()):w:(), 0<y<l1
ur — Ug
_ L _
v(0, s) w0,75) = uo _ 0, o(l,s)= UL Ts) Z o _ 1.
ur — Up ur — Uo
Maés atn,
1
Vg — Vyy = ——— (Tus(Ly, 78) — L*uyz(Ly,75)).
Ur — Uo

Si recordamos que 7 = L?/D, esta ecuacion junto con (18.3.1) implica que
Vg — Uyy = 0.

Resumiendo, la temperatura adimensional v en sus variables adimensionales y, s verifica

Vg — Uyy = 0 O<y<l1, s>0
(18.3.3) v(0,5) =0, v(l,s) =1
v(y,0) =0

La solucién estacionaria. Para resolver la ecuacion (18.3.3) resulta conveniente
primero resolver el problema estacionario asociado. Esto es, buscamos una solucion de
la ecuacion que no dependa de la variable temporal s. Esta funcion v* = v*(y) debe
satisfacer

Vyy =0 O<y<1
v*(0) =0, v*(1) =1,

es decir, v*(y) = y. En términos de las variables originales, tenemos que la solucion
estacionaria es

T
u(x) = up + (ug, — UO)Z
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que corresponde a una distribucion uniforme del flujo de calor a lo largo de la barra
dado por la ley de Fourier

Ur, — Ug
L )

flujo = —pc, D uy = —pc, D

donde pc, D es la conductividad térmica (ver la Seccion 18.1).

El régimen transitorio. Una vez que se conoce la solucion estacionaria v*, resulta
conveniente introducir la funcion

V(y,s) =v"(y) —v(y,s) =y —v(y,s).

Como esperamos que la solucion v(y, s) eventualmente alcance el estado estacionario,
la funcion V(y, s) representa el régimen transitorio que debe converger a cero cuando
s — 0o0. Méas aun, la tasa a la cual V' converge a cero nos da informacién de qué tan
rapido la temperatura alcanza su distribucion de equilibrio. La funcién V' satisface

(18.3.4) Vs = Vyy =0, 0<y<l1, s5>0
(18.3.5) V(0,5) =0, V(1,s) =0,
(18.3.6) V(y,0) =y.

Separacion de variables. Para hallar soluciones no triviales de (18.3.4), busca-
mos soluciones especiales de la forma

V(y,s) = w(y)z(s),
con w(0) = w(1) = 0. Sustituimos en (18.3.4) y obtenemos
0=Vi—=Vyy = w(y)z'(s) —w(y)z(s)

y, reorganizando los términos,

Z(s) _ w'(y)

2(s)  w(y)’
Como el lado izquierdo es una funcién de s y el lado derecho es una funcion de y, la
tinica posibilidad es que ambas expresiones sean constantes, digamos A € R.

Luego, la funcién w debe verificar:
(18.3.7) w”(y) — Mw(y) =0, w(0) =w(1)=0.

Existen tres posibilidades para A.

Caso 1: X = 0. En este caso, w(y) = Ay + B, pero las condiciones de contorno
implican que A = B = 0.
Caso 2: X\ = p? > 0. En este caso

w(y) = Aet¥ 4+ Be ™

y nuevamente, las condiciones de contorno implican que A = B = 0.
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Caso 3: A\ = —p? < 0. En este caso
w(y) = Asin uy + B cos py.
Como w(0) = 0 se tiene que B =0. Y de w(1) = 0 obtenemos
Asinp =0,

de donde A = 0 (solucion trivial) o = k7w con k € N.
Luego, las tnicas soluciones no triviales de (18.3.7) son de la forma

wi(y) = Asin kmy.
Para estos valores de \; = m2k?, podemos resolver para z(s),
Z(s) = =Mpz(s), = 2(s) = Ce M = Ce ¥,
En conclusion, las soluciones fundamentales de (18.3.4)-(18.3.5) son
Vi(y, s) = Ape ™ sin(kry).

Observemos que (18.3.4)-(18.3.5) es lineal, es decir que cualquier combinacion lineal
de las funciones {Vj(y, s)}reny también va a resolver esas ecuaciones. Entonces para
poder conseguir una solucion de (18.3.4)-(18.3.5) que ademés verifique la condicion
inicial (18.3.6), la buscamos en la forma

ZAke s sin(kry).

Los coeficientes Aj, se calculan de forma tal que

(18.3.8) V(y,0) = Z Apsin(kmy) =y, para0 <y < 1.

k=1

Como estamos buscando expandir a la funciéon f(y) = y como una serie de senos,
resulta natural extender f al intervalo [—1,1] por imparidad (en este caso es simple-
mente extender f(y) = y al intervalo [—1,1]). Como la funcién es real, su expansion

resulta
1 1 2(_1)k+1
A = f(y)sin(kmy) dy = 2/ ysin(kmy) dy = %
1 0 T

de donde

= 2(— DM e
(18.3.9) Z 75 sin(kmy).

k=1

Ver la Figura 18.3 para observar la evolucion temporal de V.
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1.04
— Wy, 0)=y
— s5=0.001
087 — o0
—_— 5=(.05
— 0.6{— s=02
= 5=05
= | e ler modo, s=0.
0471 T A
0.2
0.0 T r : :
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FIGURA 18.3. Evolucién temporal del régimen transitorio V.

Analisis del régimen transitorio. Usando los resultados del Capitulo 12 (Teo-
remas 12.2.1 y 12.4.2), tenemos que la igualdad (18.3.8) se verifica puntualmente en
todo y € [0,1) y en sentido de media cuadratica, i.e.

1 N 2(_1 k+1 2
Yy — Z o sin(kry)| dy = 0.

k=1

lim
N—o0 0

Veamos ahora que efectivamente (18.3.9) define una funcién que es regular en el
dominio [0, 1] x (0, 00), que verifica (18.3.4)-(18.3.5) y que alcanza la condicion inicial
(18.3.6) cuando s | 0.

Para esto usaremos el siguiente resultado:

LEMA 18.3.1. Sean fi: [a,b] — R, k € N, funciones de clase C* y sean f,g: [a,b] —
R continuas tales que

fe(x) = f(x) para todo x € [a,b] y fp = g uniformemente en [a,b].
Entonces f es de clase Ct y g = f'.

DEMOSTRACION. Como f; es de clase C'!, podemos usar el Teorema Fundamental
del Célculo y escribir

fle) = fla) + [ fitw)dy, € fa.b]
Como f, =gy fr = f, podemos pasar al limite (k — oco) y obtenemos
f@) = 1@+ [ oy

de donde se concluye lo deseado. 0

COROLARIO 18.3.2. Sean fi: [a,b] — R, k € N, funciones de clase C* tales que
|fe(x)| < My y |fi(x)] < Ny, cond oo (My + Ni) < oo. Entonces la funcion

@)=Y hile)
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es de clase C' en [a,b] y
[o.¢]
/ !/
fiz) =" filw).
k=1
Es decir, la deriwada de la serie se calcula derivando término a término la serie.

DEMOSTRACION. La demostracion es una combinacion del criterio M de Weiers-
trass (Teorema 12.3.1) y del Lema 18.3.1. En efecto, para cada N € N definimos

N
Sn(w) = filx),
k=1
entonces Sy es de clase O,
N
Sy(@) =Y filx)
k=1

y, por el criterio M de Weierstrass tenemos que

donde .
g(x) =Y filx)
k=1
Usamos ahora el Lema 18.3.1 y se concluye lo deseado. O

Volviendo a la formula (18.3.9), usando el Corolario 18.3.2, debemos ver que si

92(—1)k+1
Vily,5) = 2k iy,

entonces existen M,E,O), M,il), M,EQ) y M,g3) tales que
Vily, ) < MO, 10,Vily, )| < MY, 10, Vi, 9)] < M, |0.Vily, )] < MY
y o0
Y M) <oo, i=0,1,2,3.
k=1

Es facil ver que siy € [0,1] y s € [0, 00) entonces
MY < 2kme ¥ i =0,1,2,3

y como

o0

2
Zke’“k < o0, paraa >0,
k=1

obtenemos que V (y, s) es de clase C*! (i.e. dos veces diferenciable en y y diferenciable
en s con derivadas continuas) y sus derivadas se calculan derivando término a término
la serie, de donde

05V — 0,V =0 en|0,1] x [d,00),
para todo ¢ > 0, luego satisface (18.3.4).

Como V resulta continua para y € [0, 1] podemos evaluar (18.3.9) en y = 0 y en
y = 1 y obtenemos (18.3.5).
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Veamos que V satisface (18.3.6). Haremos la cuenta en media cuadratica, y queda de
ejercicio al lector verificar que V' (y, s) — y cuando s | 0 puntualmente para y € [0, 1).

Usando la identidad de Plancherel, Corolario 12.4.6, en la base de senos (recordemos
que fol sin?(kmy) dy = %), tenemos que

2
/Oly—V(y,S)l dy=—=) -

k2
k=1
Observemos que, para s > O,
2
—k27n2s
(6 — 1> 1
<

k2 k2
y como la serie 327 | 1/k?* converge, podemos pasar al limite en la sumatoria obteniendo

1
/ ly — V(y,s)dy — 0 cuando s | 0.
0

Unicidad del régimen transitorio. Veamos que, efectivamente, V' es la tinica
solucion de (18.3.4)-(18.3.6). Supongamos que W (y,s) es otra solucion, entonces si
llamamos w(y, s) = V(y,s) — W(y, s) tenemos que w verifica

Wy — Wyy =0 en [0,1] x (0,00)
w(0,s) =w(l,s) =0
w(y,O) =0

Multiplicamos esta ecuacion por w e integramos en [0, 1] para s > 0 y obtenemos

1 1
/ wws, dy — / WWy, dy = 0.
0 0

Observemos que ww, = (w?),, de donde

1 ]_d 1
sy = =2 | wdy.

Ahora, usando la férmula de integracion por partes y observando que w(0,s) =

w(l,s) =0,
1 1
/0 Wy, dy = —/0 (wy,)?* dy < 0.

Combinando estas estimaciones, llegamos a
1d ',
—— w”dy < 0.
2ds J, v=

Es decir que si llamamos

)= | (g5 dy,

tenemos que e(0) =0, e(s) > 0 para s > 0y €'(s) < 0. Esto implica que e(s) = 0 para
todo s y por ende w = 0. Es decir V=W como queriamos ver.
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Vuelta a las variables originales. En términos de las variables originales, la
solucion queda expresada como

G 2 k22 k
u(w,t) = ug + (ur — UO)% — (uz — o) Z(—l)kHEeJ 7 sin %x
k=1

En la Figura 18.4 se puede ver la solucion del problema original (18.3.1)-(18.3.2).

L=4,D=01,uw=1,ur=3; 7=L*/D=160

3.01 —_— =120

t=750
- t=160

o+ o
L[|

[ R
o

2.54

- u'(@)

1.5

1.01
00 05 1.0 15 20 25 30 35 40

FIGURA 18.4. Evolucién temporal de la solucion u(z,t) de (18.3.1)-
(18.3.2). En este ejemplo, L = 4, D = 0,1; entonces L?/D = 160.

Observar como, para todo t > 0, la solucién toma inmediatamente el valor de borde wup,
en x = L, mientras que el dato inicial vale uy en ese punto: la incompatibilidad entre
el dato inicial y la condiciéon de borde genera una discontinuidad de la solucién en el
punto (z,t) = (L,0).

De la expresion obtenida para u(x,t) se confirma nuestra suposicion original sobre
la evolucion temporal de la temperatura hacia el estado estacionario. Efectivamente,
cada uno de los términos de la sumatoria converge exponencialmente rapido a cero

cuando ¢ — 0o y u(x,t) — ug + (ur — up)§ cuando t — oo.

Adicionalmente, observemos que entre los términos de la serie, el primero (que
corresponde a k = 1) decae mucho mas lento que los otros y rapidamente pasa a
determinar el desvio de u respecto del equilibrio. La forma de este desvio (el perfil
sin Tz y la tasa de decaimiento 72D /L?) no depende de la condicion inicial; el dato
inicial solo determina su amplitud (y, si esta fuera nula, el papel del término principal
lo toma el primer modo con coeficiente no nulo). En nuestro ejemplo, este término
principal corresponde a una sinusoide amortiguada

Clug — ) 2P sin T
(ur, — uo) —e 7 Usin .
Observemos que en este modo el desvio respecto del equilibrio es méximo en x = L /2,
donde su valor absoluto es (uj, — ug)2 eXp(—’Tz—th). A tiempo t = L?/D, esta amplitud
decae a (ur, —ug)2 exp(—n?) ~ 3,3x 107" (ur, — up). Este calculo sencillo nos indica que
se necesita un tiempo aproximado de L?/D para llegar al estado estacionario. Observar
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la Figura 18.4 donde se ve que a ese tiempo caracteristico la solucién es indistinguible
del estado estacionario.

18.4. La ecuacion del calor en la recta

La ecuacion del calor en la recta real R viene dada por

(18.4.1) ug — Dugy =0, z€R, t>0,
u(z,0) = g(x).

Cuando se quiere resolver la ecuacion del calor en toda la recta real R, el método
utilizado en la seccién anterior ya no es suficiente: al trabajar en la recta no es posible
descomponer una funcién como una suma de un conjunto discreto de frecuencias (series
de Fourier); en su lugar, la herramienta natural es la transformada de Fourier, que
estudiamos en la Parte II.

En la Proposicion 13.2.5 vimos que la transformada de Fourier posee la propiedad
de transformar derivadas en el espacio fisico en productos en el espacio de frecuencias.
Esta propiedad permite, como veremos a continuacion, reducir el problema de resolver
una ecuacion en derivadas parciales para u a resolver una ecuacion diferencial ordinaria
para su transformada u.

En efecto, si aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacion (18.4.1) y usamos
la linealidad de la transformada, obtenemos

U — DUy, = 0.
Usando la Propiedad 2 de la Proposicion 13.2.5, se tiene
e (€) = —4m°€% 0 (8).

Por otro lado,
t t\4y lt 9 Zt y V)

donde hemos intercambiado derivaciéon e integracion, lo cual es valido bajo hipotesis
razonables de regularidad.

Por lo tanto, la funcion @ = u(&, t) satisface la ecuacion

| =

U(E,t) +4m*DE* (€, t) = 0.

8

t

Fijando £ y definiendo v(t) = u(&,t), obtenemos la ecuacion diferencial ordinaria
V' (t) + 4n? DE* v(t) = 0.

Se trata de una ecuacion lineal de primer orden con coeficientes constantes, cuya solu-
cion general es

v(t) = C e PEE

Para determinar la constante C', observamos que
oo

C =v(0)=1u(£,0) = / u(z,0) e ™ dy = / g(x) e 2™ dy = §(§).

—00 — 00

o0
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Concluimos entonces que
(18.4.2) a(E,t) = (&) e T PEL,

Esta expresion muestra que, en el espacio de frecuencias, la solucién de la ecuacién
del calor en R hace decaer exponencialmente las frecuencias del dato inicial: cuanto
mayor es la frecuencia, mas réapido es su decaimiento. La ecuaciéon del calor es un filtro
pasabajos que se vuelve cada vez mas severo con el tiempo.

OBSERVACION 18.4.1 (Irreversibilidad). La misma formula muestra por qué la ecua-
cion del calor no se puede correr hacia atrds. Si quisiéramos recuperar el dato g a partir
de la soluciéon en un tiempo t > 0, tendriamos que multiplicar @ (¢, ¢) por A Dt que
amplifica sin limite las frecuencias altas: un error de medicién arbitrariamente chico en
u(+,t), si contiene frecuencias altas, se traduce en un error arbitrariamente grande en
g. El problema de reconstruir el pasado de un proceso difusivo (o de “desenfocar” una
imagen que fue suavizada) esta mal planteado, y sélo puede tratarse con informacion
adicional sobre la solucion buscada (regularizacion). Este tipo de problemas inversos
es central en ciencia de datos.

La formula (18.4.2), sin embargo, no es completamente satisfactoria, ya que lo que
deseamos es una expresion explicita para u(z,t).

Para ello, recordamos que, usando el Ejemplo 13.2.8 y el item 5 de la Proposi-

cion 13.2.3, se tiene
1 22

e )

Aplicando entonces el Teorema 13.4.3, obtenemos

6—47T2D§2t — .F|:

(& 1) = (9% ) (-, 1)(6),
donde ) i

O(z,t) = TiDi e

En consecuencia,

u(z,t) = (g* @)(v,t) = /_Oo g(y) ®(z —y,t)dy = \/471r—Dt /_OO 9(y) e’(z4§/t)2 dy.

OBSERVACION 18.4.2. La funcién

O(x,t) =

a2
e 1Dt

1
VAar Dt

coincide con la densidad de una distribuciéon normal centrada en 0, de varianza 2Dt.
En consecuencia, la solucion

u(z,t) = (g% ®)(x,1)
puede interpretarse como un promedio ponderado del dato inicial g, donde los valores
de g cercanos a x tienen mayor peso, y la ponderacion viene dada por una distribucion
gaussiana.
A medida que t crece, la varianza de esta distribucion aumenta (ver Figura 18.5),

lo que implica que el promedio se realiza sobre regiones cada vez més amplias del
espacio. Desde este punto de vista, la ecuaciéon del calor actiia como un mecanismo de
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suavizado que difunde la informacién inicial, eliminando gradualmente las oscilaciones
finas y haciendo que la solucién se vuelva cada vez mas regular.

2.0 D=0.4; varianza 2Dt

— {=0.05
ﬂ —_— t=0.1
—_— =05
1.5 —_— 1
_ 1
1.0
W
N
0.5 1
ol ——Z ) \S
' —4 -2 0 2 4

ZT

FIGURA 18.5. Distribucion ®(x,t) para distintos valores de t.

Conservacion de la masa. Una propiedad fundamental de la ecuacion del calor
en la recta es la conservacion de la masa total. Mas precisamente, si u es la solucion
de (18.4.1) asociada al dato inicial g, entonces

/u(x, t)dx = / g(x)dx para todo ¢t > 0.
R R

En efecto, usando la representacion explicita de la soluciéon como convoluciéon con
el nucleo del calor, obtenemos

/R u(z,t) do = /R /R gly) ®(z — y, 1) dy da.

Intercambiando el orden de integracion y usando que ®(-,t) es una densidad de proba-
bilidad, es decir,

/@(x—y,t)dx: 1,
R

se concluye que

AU(x,t)dwzég(y) (/R@(:r—y,t)d:r> dy:/Rg(y)dy.

Este resultado muestra que, si bien la ecuaciéon del calor difunde y suaviza el dato
inicial, redistribuyendo la masa en el espacio, la cantidad total de calor permanece
constante a lo largo del tiempo.
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18.5. La ecuacion del calor en dimensiéon n > 1

Como vimos en la Secciéon 18.1, el problema de difusién en dimension n > 1 esta
gobernado por la ecuacion del calor

Uy = _DAU + f en QT
(18.5.1) u(x,0) = g(x) en Q
+ condiciones de contorno en 02 x (0, 7]

donde Q CR™, T' > 0, Qr = Q x (0,T]. Ver Figura 18.6. Las condiciones de contorno

Qr

> In

Iy

Q
F1GURA 18.6. Cilindro espacio-temporal Qr = Q2 x (0,T].

fueron discutidas en la seccion 18.1.4 y pueden ser

Dirichlet:

u=h,
» Neumann:
Optt =Vu-n=~h, (n eslanormal exterior unitaria a 2)

Robin o radiacion:

Ohu+au=h (a>0),

mixtas:

u = hy en Opf2, Onu = hy en ON§2
donde 02 = dpQ2 U On2 es una particion de la frontera.

18.5.1. Unicidad. Veamos que usando métodos similares a como probamos la
unicidad del régimen transitorio en la secciéon anterior, podemos probar unicidad de
soluciones para (18.5.1).

Efectivamente, supongamos que u; y us son dos soluciones de (18.5.1) y llamemos
w = u; — us. Entonces, w satisface
wy = DAw en Qr
(18.5.2) w(x,0) =0 en )
+ condiciones de contorno homogéneas en 9 x (0,7
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es decir, w va a verificar el mismo tipo de condiciones de contorno que uy, us pero con
h = 0.
Multiplicamos la ecuacién por w e integramos para obtener

(18.5.3) /wwth:D/wAwdx.
Q Q

Al igual que antes, observamos que

1
/ wwy dx = —i w? dx.

Para tratar el otro término, debemos usar la formula de integracion por partes en R™.
Esta formula es una consecuencia del Teorema de la divergencia de Gauss.

TEOREMA 18.5.1 (Teorema de la divergencia de Gauss). Sea 2 C R™ un abierto
acotado con borde O de clase C' y sea F': R™ — R™ un campo de clase C'. Entonces

/didex:/ F-ndS,
Q o0

donde n es la normal exterior unitaria a la superficie 0€).

Este teorema, en R? se estudia en Analisis 2 y pueden repasar su demostracion, por
ejemplo, en [28]. Recordemos que si F' = (f1,..., f,), entonces

AivF =V -F =08, fi+ -+ 0, fo.

Como un corolario inmediato de este resultado tenemos la siguiente férmula de inte-
gracion por partes,

TEOREMA 18.5.2 (Foérmula de integracion por partes). Sean u: R" — R de clase
C!' yv: R" = R de clase C*. Entonces

/uAvdx:—/Vu-Vvdx—l—/ uVov-ndS.
Q 0 o0

DEMOSTRACION. La demostracion es inmediata. En efecto, llamemos F = uVw.
Entonces F' es un campo vectorial de clase C* y

div F = Vu - Vv + uAw.

Aplicando entonces el Teorema 18.5.1, obtenemos

/(Vu-Vv+uAv)dx:/didex:/ F-ndS:/ uVv -ndS.
0 Q o9 o0

Esto culmina la demostracion. O

Apliquemos ahora el Teorema 18.5.2 para tratar el segundo término en (18.5.3)

/wAwdx:—/]Vw\zdx+/ wVw -ndsS.
Q Q o0

La integral de superficie vale 0 si se consideran condiciones de Dirichlet, Neumann o
mixtas. En el caso de las condiciones de Robin, se obtiene

/wVw-ndS:—a/ w?dS < 0.
a0 a0
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Es decir que en cualquiera de estas situaciones tenemos que

/ wAw dx < 0.
Q

En consecuencia, de (18.5.3) obtenemos que
d
dt

E(t) = /QwQ dx

tenemos que E(0) = 0, E(t) > 0y E'(t) < 0. Todas estas condiciones implican que
E(t) = 0 para todo t de donde se deduce que w = 0 como queriamos ver.

w 2dx <0.

Entonces, llamando

18.5.2. Principio del maximo. El hecho de que el calor fluya desde regiones de
mayor temperatura hacia regiones de menor temperatura implica que una solucion de
la ecuacion del calor homogénea alcanza sus valores maximo y minimo sobre el borde
parabolico 9,Qr = 9 x (0, T] U Q x {0}. Este resultado se conoce como el principio
del mdzimo.

Ademas, la ecuacion refleja la irreversibilidad temporal de los fendémenos que des-
cribe, en el sentido de que el futuro no puede influir sobre el pasado (principio de
causalidad). En otras palabras, el valor de una solucion u en el tiempo ¢ es indepen-
diente de cualquier cambio en los datos posterior a t.

El principio del maximo, formulado precisamente, dice lo siguiente:
TEOREMA 18.5.3 (Pgncipio del maximo). Sea Q C R"™ acotado, Qr = Q x (0,7,
y sea u € C*HQr) N C(Qr) una funcion que verifica
—DAu=f<0 enQr.
Entonces u alcanza su mdximo en 0,Qr, i.e.

MAaX U = MAax u.
Qr 0pQr

En particular, si u es negativa en 0,Qr, entonces es negativa en todo Qr.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que f < 0 en Q7.
Supongamos que existe (zg,%)) € Qr tal que u(xo,ty) = mdxg u. Entonces, se
tiene que
Uy, (To, t0) =0 Vo U, (To, o) <0, 1<i<n.
Por otro lado, si ty < T,
uy(xo,tg) =0
ysity="T,
u(zo,to) > 0.
Juntando estas estimaciones, obtenemos que

ug(z0,to) — DAu(zo,t0) = uy SUO,to Dzum 2, (T0,t0) >0,
20

lo que contradice el hecho de que f < 0. Luego, maxaT U = Maxy,Q, U en este caso.
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Veamos ahora el caso general en que f <0 en Qr.

Sea € > 0y definimos u.(x,t) = u(x,t) — et. Entonces, u. verifica
(ue)y — DAu. =uy — DAu—e = f—e <0.

Luego, por el caso anterior,

MAX U = MAX Ue.
Qr OpQr

Como u. = u, el teorema sigue tomando limite cuando ¢ — 0. OJ

Tenemos los siguientes corolarios.
COROLARIO 18.5.4. Sea Q2 C R™ acotado y sea u € C**(Qr) N C(Qr) tal que
uy — DAu =0 en Qr.

Entonces

min u < u(x,t) < méxu para todo (x,t) € Qr.
WQr ( ) T 9Qr b ( ) @r

DEMOSTRACION. Aplicar el Teorema 18.5.3 a u y —u. Los detalles quedan para el
lector. O

COROLARIO 18.5.5 (Comparacion y estabilidad). Sea  C R"™ acotado y sean u,v €
C*YQr) N C(Qy) tales que

uy — DAu = f; y vy — DAv = fs.
Entonces

1. Comparacion: Siu > v en 0,Qr y f1 > f2 en Qr, entonces u > v en Q.
2. Estabilidad: Tenemos la siguiente estimacion

max |u — v| < méx |u — v| + Tméx |f1 — fo.
Qr OpQr Qr

DEMOSTRACION. Los detalles quedan para el lector. Damos sblo unas breves suge-
rencias:

1. Aplicar el Teorema 18.5.3 a la funcion w = v — u.
2. Considerar w = v —u, M = méX@T |f1 — f2| v aplicar el Teorema 18.5.3 a las
funciones z4y = +w — Mt.

O

18.5.3. Convergencia al equilibrio. Consideremos el problema de difusiéon

u— DAu = f(x) en Qr =Q x (0,7
(18.5.4) u(x,0) = g(x) en ()
u(x,t) = h(x) en 90 x (0,7)
Para simplificar, asumimos que tanto la fuente f como el dato de contorno h son

independientes del tiempo.

La pregunta que queremos responder es ;qué sucede con la distribucion de tempe-
ratura u cuando t — co?
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El problema lo hemos estudiado en el caso de dimension 1 y vimos que u converge
al estado estacionario u* que es la solucién del problema

—DAu*=f en ()
18.5.5
( ) {u* =h en 02

Veamos que el mismo fendémeno se produce también en el caso n-dimensional. Para
esto vamos a asumir que el problema (18.5.5) admite una tnica solucion. Este problema
(lamado el problema de Poisson) seréa estudiado con detalle en el capitulo siguiente.

Para analizar este comportamiento, conviene introducir el régimen transitorio, de-
finido como la diferencia entre la solucion u de (18.5.4) y el estado estacionario u*:

v(x,t) = u(x,t) — u*(x).
Observemos que el régimen transitorio v verifica

vy — DAv =0 en Qr

v=0 en 0N x (0,7T)

v(x%,0) = g(x) en,
donde g(x) = g(x) — u*(x). Veamos que el régimen transitorio v tiende a 0 indepen-
dientemente del dato inicial g.

Ahora, si llamamos
1
B(t) = / V2 (x, ) dx.
2 Ja

argumentando de manera analoga a lo hecho en la seccién 18.5.1, tenemos que
(18.5.6) E'(t) + D/ IVu(x,t)|>dx < 0.
Q

En esta ocasion, queremos ir un paso més all4, no nos alcanza con la estimaciéon
trivial

/ |Vou(x, t)[*dx > 0
Q
sino que queremos una estimacion que relacione el tamano de v con el de su gradiente.

Esa estimacion nos la da el siguiente resultado.

TEOREMA 18.5.6 (Desigualdad de Poincaré). Sea 2 C R™ un dominio acotado de

didmetro d y sea w: Q — R una funcion de clase C* tal que w = 0 en toda la frontera

0N). Entonces .
— [ wrdx < [ |Vw|?dx.
@ Jo Q
OBSERVACION 18.5.7. La desigualdad de Poincaré puede verse como una version
“en integral” del teorema del valor medio que ya conocen de Anélisis 1.

Recordemos el caso en una dimension: si f: [a,b] — R es derivable y f(a) = 0,
entonces por el teorema del valor medio existe algiin punto & entre a y x tal que

f@) = (O —a),
y por lo tanto
|f ()] < (b — a) max|[f].

[a,b]
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Es decir: si la funcion es cero en un extremo del intervalo, su valor en cualquier punto
esta controlado por el tamano de su derivada y por la longitud del intervalo.

La desigualdad de Poincaré generaliza esta idea a dominios en varias dimensiones.
Si w = 0 en toda la frontera de €2, entonces el “tamano promedio” de w (medido por
la integral de w?, es decir, su norma L?) esta controlado por el “tamafio promedio”
de su gradiente (la integral de [Vw|?). La constante sélo depende de la geometria del
dominio.

La demostracion se apoya en el caso unidimensional, que es la versiéon “en integral”
del argumento de la observaciéon anterior.

LEMA 18.5.8. Sea ¢: [a,b] — R de clase C* con p(a) = 0. Entonces
b b
/ o(r)?dr < (b— a)2/ ¢ (2)* dx.

DEMOSTRACION. Como ¢(a) = 0, para cada x € [a,b] es o(z) = [ ¢/(s)ds, y por
la desigualdad de Cauchy—Schwarz

owr= ([ 1eeds) <@ [

a a

T

b
#(5)2ds < (b—a) / ()2 ds.

Integrando en x entre a y b se obtiene el resultado. U

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 18.5.6. Sea w: © — R de clase C' tal que w =
0 en 01; la extendemos por cero fuera de 2. Fijemos una direccion, digamos zi, y
escribamos x = (z1,x’) con x' € R""!. Para cada x’ fijo, la recta {(x1,x'): 1 € R}
corta a ) en una unién de intervalos abiertos, cada uno de longitud a lo sumo d, y
w(-,x’) se anula en los extremos de cada uno de ellos. Aplicando el Lema 18.5.8 en
cada intervalo y sumando,

/w(m,x’)2 dry < alQ/(é?gclw(xl,x’))2 dry < d2/ \Vw(z,x')|* d,.
R R R
Integrando en x’ se obtiene el resultado. OJ

OBSERVACION 18.5.9 (La constante se puede mejorar). La constante (b — a)? del
Lema 18.5.8 no es la mejor posible. Si ademéas ¢(b) = 0, la serie de senos de la Parte
IT da la desigualdad de Wirtinger

b 2 b
2 (b—a) "2
/a @ dSCST/a(@) dz,
con igualdad para ¢(z) = sin(m(z — a)/(b — a)), y con ella la constante del Teorema
18.5.6 mejora a 72 /d*. La demostracion es un ejercicio guiado de esta parte (Ejercicio
21.1.8): se extiende ¢ de manera impar, se escribe su serie de Fourier y se compara con

la de ' usando la identidad de Parseval. Es un buen ejemplo de como la informacion
espectral mejora una estimacion elemental; la observacion siguiente lleva esa idea hasta

el final.

OBSERVACION 18.5.10. La mejor constante posible en la desigualdad de Poincaré,
es decir

\V4 2
Al(Q):min{fo‘—UQ)’:w%O, w =0 en 89},
QW



216 18. LA ECUACION DE DIFUSION

es el primer autovalor del operador —A con condiciones de Dirichlet en €2, y el minimo
se alcanza en la primera autofuncion. El Teorema 18.5.6 dice que A\;(Q) > 1/d?, y la
Observacion 18.5.9, que A(Q2) > 72/d?. Para el intervalo (0,¢) es exactamente 72 /(>
(el k =1 de la separacion de variables de la Seccion 18.3): ahi Wirtinger es 6ptima.
Para el cuadrado [0, 1)?, la autofuncioén es sin(7z) sin(7y) y A\; = 272, mientras que las
cotas anteriores, con d = v/2, dan 1 /2 y m%/2: son correctas pero groseras, porque sélo
usan el diametro y no la forma del dominio.

Si volvemos a la estimacion (18.5.6) y usamos la desigualdad de Poincaré con la
mejor constante \; = A;(£2), se obtiene la cota

(18.5.7) E'(t)+ 2\ D E(t) <0.
Multiplicamos esta desigualdad por el factor integrante e?*'P* y obtenemos
d
E(e%lDtE(t)) = MPY(E'(t) + 20 DE(t)) <0,
de donde
1
ME(D) < B0) = ;5 [ (g0) ax
Q
Es decir
1/2
(18.5.8) Il D)l z2@) = (/ v*(x, 1) dx) < lgll 2oy e,
Q

con lo que el régimen transitorio decae exponencialmente, en norma L?, a una tasa \;.D
(y su cuadrado, la energia, a tasa 2A\; D). Usando la cota del Teorema 18.5.6, la tasa
es al menos D/d* (o m2D/d? con la mejora de Wirtinger), donde D es la difusividad y
d es el didmetro del dominio 2. Comparar con lo obtenido en el analisis en dimension
1: alli \y = 72/L? y la tasa 72D /L?* es exactamente la del primer término de la serie.

Observemos que la escala de tiempo de la relajacion es, otra vez, del orden de d?/D:
a tiempo t = 3d?/(72D) el régimen transitorio ya se encuentra por debajo del 5% de
su tamaio original, medido en norma L?.

Para ilustrar el resultado, consideremos el problema definido en © = [0, 1] x [0, 1] C
R? con f(z,y) = 1, condiciones de borde homogéneas (u = 0 en 992), dato inicial g = 0
y coeficiente de difusion D = 0,4.

La solucién estacionaria del problema y la evoluciéon hacia ella se muestran en la
Figura 18.7.

En la Figura 18.8 se muestra, en escala logaritmica, la norma |u(-,t) — u*||2 en
funcion del tiempo: exhibe un decaimiento exponencial, y el ajuste lineal da la tasa.

Comparacion entre la tasa tedrica y la numérica. Recordemos que, a partir de
(18.5.8), el régimen transitorio verifica

u(-t) — w2 < g — u*|l 2@ e M""

donde A; = A(2) es la mejor constante de la desigualdad de Poincaré y D es el
coeficiente de difusion.

En el dominio considerado, = [0,1] x [0,1] C R?, el didmetro es d = V2 y
en el experimento numérico tomamos D = 0,4. Comparemos las tres constantes que
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u,— DAu=1en [0,1]?, w=0 en el borde, u(-,0)=0, D=0.4

1 t=20 t=0.05 t=0.1
0.175
0.150
> 0.5
0.125
0 =
0.100 :7}
8
1 =
0.075
0.050
> 0.5
0.025
0 0.000

FIGURA 18.7. Solucién de uy — DAu = 1 en [0,1]? con u = 0 en el
borde, u(-,0) = 0y D = 0,4, en varios instantes, y el estado estacionario

u* (misma escala de color). A t = 0,5 la diferencia con u* es 2- 1073 en
norma L.

llu(-, ) —u* |l
=== ajuste: pendiente =-7.90

teorfa: e 2™, 272D = 7.90
icito, At=0.01: pendiente = -7.60
L

FIGURA 18.8. Grafico semilogaritmico del error |lu(-,t) — u*| 12 para
el ejemplo de la Figura 18.7, con la recta ajustada (pendiente —7,90) y

la tasa teorica 272D. En gris, lo que da el esquema implicito con paso
At = 0,01: pendiente —7,60.

tenemos. La cota elemental del Teorema 18.5.6, \; > 1/d? = 1/2, garantiza una tasa
de decaimiento de al menos

)\1D > 0,2,
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con la mejora de Wirtinger (Observacion 18.5.9), \; > 7m2/d*> = 7%/2, la tasa garanti-
zada sube a
MD >027%~1,97.

Por otra parte, el ajuste numérico del decaimiento del error (Figura 18.8) arroja una
tasa bastante mayor, del orden de 7,9. Esto no contradice la teoria: las dos cotas
garantizan un decaimiento exponencial, pero s6lo usan el diametro del dominio, y
ninguna captura su forma. Recién con la constante 6ptima del cuadrado (Observacion
18.5.10), A\ = 272, la tasa tedrica

MD =0.87%~790

coincide con la pendiente 7,90 observada numéricamente. Vale la pena notar que la tasa
medida depende del esquema numérico: el método de Euler implicito con paso At decae
como (14 DA At)~/At es decir con tasa In(1 4+ DA At)/At, que para At = 0,01 vale
7,60 (la curva gris de la figura); no es un error del método, es la tasa del esquema, que
tiende a la del problema continuo cuando At — 0. En general, la tasa de convergencia
al equilibrio de un proceso difusivo en un dominio 2 esta dada por DA{(R2): el primer
autovalor del Laplaciano es la constante de tiempo del dominio.

18.6. Volvemos al problema: la temperatura del suelo

Consideremos ahora el primer problema conductor de la Secciéon 17.1. Sea = >
0 la profundidad y u(z,t) la temperatura del suelo, que suponemos homogéneo con
difusividad térmica D. Si la temperatura en la superficie es una funcion conocida T(t)
(la temperatura del aire, en primera aproximacion; los datos de la Figura 17.1 muestran
que la capa superficial oscila incluso mas que el aire, porque el suelo se calienta por
radiacion directa, asi que el forzado correcto es la temperatura de la superficie misma),
el modelo es

Uy = Dy, x>0, t>0,
(18.6.1) u(0,t) = Ts(1), t>0,
u acotada cuando x — oo.

Por la Parte II sabemos escribir Ty como una suma de oscilaciones: T,(t) = T +
> Ak cos(wit + @) (con la convenciéon de amplitud y fase de la Seccion 11.1), con wy,
las frecuencias del ciclo anual, del ciclo diario y de sus armoénicos. Como la ecuacion
es lineal, alcanza con resolver el problema para un forzado de una sola frecuencia,
Ty(t) = T + Acos(wt), y superponer.

La solucién periédica. Busquemos una solucion de (18.6.1) que oscile con la
misma frecuencia que el forzado. Con notacién compleja, proponemos u(z,t) = T +
Re(U(z)e™!). Sustituyendo en la ecuacion, iwlU = DU”, cuya solucién acotada es

U(z) = AeV#/P_ Como /i = (1 +1)/v2,

U(:L‘):Ae_m/‘ge_m/‘;, 6:\/@,
w

y tomando parte real obtenemos la solucion periodica

(18.6.2) Uper (,1) =T + Ae™/° cos (wt - %)
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La lectura es inmediata (Figura 18.9) y responde las preguntas 2 y 3 de la Seccion 17.1:

= la oscilacion se atentia exponencialmente con la profundidad, con una profun-
didad de penetracion § = /2D /w: a profundidad ¢ la amplitud es e™! ~ 37%
de la superficial, y a 30 es el 5 %;

= como & o< w2, el ciclo anual (w unas 365 veces menor que el diario) penetra
V/365 ~ 19 veces mas que el diario. Para un suelo tipico, D ~ 5 x 107" m?/s, lo
que da dgiario =~ 12 cm Y Ganuar =~ 2,2 m;

= la oscilacion llega con un retraso de fase x/d, es decir un retraso temporal
x/(dw): a profundidad ¢ el retraso es 1/w, es decir 1/(27) del periodo (unas
4 horas para el ciclo diario, unos 2 meses para el anual). A profundidad m¢
la oscilacion esté en contrafase con la superficie: cuando arriba es verano, ahi
abajo es invierno.

(a) perfiles a lo largo del ciclo (b) atenuacidn y retraso con la profundidad
07 — 2—0(0cm) — (12 cm) =5 (37 cm)
—_ B \ | — §/2(6Ccm) =—— 25(23 cm)
E 10 \ 5
© 20 1 ‘\‘ ~ /
.-8 \\ ‘ET 0 /
!
'g 301 g
= . S
© 401 _5]
o ciclo diario, A=5°C, D=5-10"" m?/s
50 ] | +de~ d=4/2D/w =117 cm
-5 0 5 0 12 24 36 48
Uper — T (°C) t (horas)

FI1GURA 18.9. La solucion periddica (18.6.2) para el ciclo diario con
A=5°CyD=5-10""m?/s (6 = 11,7 cm): (a) perfiles en profundidad
a lo largo del ciclo, con la envolvente +Ae~/%; (b) la oscilacién a varias
profundidades: atenuacién e=*/? y retraso x/(dw); a 8 esta en contrafase,
con amplitud e " A.

Convergencia al estado peridédico. La funcion w,., es una solucion de (18.6.1),
pero el suelo tiene ademdas una condicion inicial u(x,0) = g(x) que en general no
coincide con e, (z,0). {Qué pasa con la solucién verdadera? Acé interviene la teoria
de este capitulo, que esta hecha para dominios acotados. Consideremos entonces una
capa de suelo de espesor H sobre una roca a temperatura fija 7', es decir, agreguemos
la condicion u(H,t) = T. La funciéon Uper NO cumple esta condicion, pero la misma idea
(proponer u = T + Re(U(z)e™"), ahora con U(0) = Ay U(H) = 0) da una solucién
periodica de la capa,

sinh (k(H — z)) iwt) o 1+4
sinh(kH) 7 §

que para H >> § coincide con uy,., salvo un error del orden de Ae 1/ La diferencia
H

v = u—1u,,, resuelve la ecuacion del calor con condiciones de borde homogéneas v(0,t) =
v(H,t) = 0 y dato inicial g — uf (-,0). Es exactamente el régimen transitorio que

per<'7

u (z,t) =T + Re(A

per
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estudiamos, y por (18.5.8) decae exponencialmente con tasa D\; = Dr?/H?, cualquiera
sea el dato inicial: la soluciéon converge a la solucion periddica. En el semieje el resultado
también vale (la solucion converge a ., ), pero su demostracion excede los contenidos
de este curso.

Vale la pena detenerse en la moraleja. La “convergencia al equilibrio” del titulo de
la seccion anterior es, en realidad, convergencia al atractor del problema: cuando los
datos no dependen del tiempo, el atractor es un estado estacionario; cuando los datos
son periodicos, es un estado periodico. En ambos casos el argumento es el mismo (restar
el atractor y ver que el resto decae) y la tasa estd dada por D). Es el mismo esquema
que en la Parte I: un equilibrio estable o un ciclo limite estable, ahora en dimension
infinita.

En el laboratorio (Ejercicio 21.2.11) se ajusta D a partir de los datos de temperatura
a varias profundidades (usando la atenuacion y el retraso del ciclo diario) y se compara
la prediccion (18.6.2) con los datos, lo que responde la pregunta 4; la Figura 18.10
adelanta el resultado con los datos de la Figura 17.1: la atenuacion y el retraso del
ciclo diario entre las dos capas superficiales dan D ~ 3-5- 1077 m?/s, el valor tipico;
el ciclo anual da un retraso consistente, pero una atenuacién menor que la prevista;
el promedio por capa no lo explica (para dunua >~ 2 m el efecto es despreciable), asi
que la explicacion mas probable es que el suelo no es homogéneo, contra lo que supone
el modelo, aunque hay otras posibles (humedad, calor latente, la propia estructura en
capas del reandlisis). Y hay una advertencia de fondo: como ERA5-Land obtiene la
temperatura del suelo resolviendo él mismo una ecuacion de difusion, ajustar D a esos
datos es en buena medida recuperar la difusividad de ese modelo, no medir la del suelo
de Aeroparque. Para poner a prueba el modelo de verdad harian falta mediciones de
una estacion (el SMN y el INTA registran temperatura del suelo); con estos datos,
lo que se comprueba es que la teoria describe bien el comportamiento de un modelo
de difusion en capas. La pregunta 5 (la profundidad a la que enterrar una cafieria) se
responde con (18.6.2) pidiendo que T — Ae~*/% > 0 para el ciclo anual (Figura 18.11).
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anual: amplitud

0=397 cm
~ 8; D~16-10"5 m¥/s
0" e
~— 7_ \\
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, diario: retraso

d=11cm 1
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101 e ©

/‘,
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F1GURA 18.10. Estimacion de la difusividad con los datos de la Figura
17.1: amplitud (escala logaritmica) y retraso de fase de los ciclos anual
(arriba) y diario (abajo) en funcién de la profundidad media de cada
capa, con las rectas —z/d ajustadas y el D = §?w/2 resultante. Para el
ciclo diario s6lo se usan las dos capas superficiales; en la tercera el ciclo
ya casi no se ve.
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S 201 p=5.107 m?fs, 4,—2.24m
A
< 151
P
g:” 101
|
E 5
©
=
o 0 besssasenssancossnnnsencnnasnnusnnennnnnnaaninasssusncasnns e s sauanisusnsenanas 7 ..................................
g z=20,In(4/T)=25m
= =51 —— Buenos Aires (ajustado): T=19, A=8 °C
é 10 —— clima frio hipotético: T=5, 4=15°C

0 1 2 3 4 5
profundidad = (m)

FIGURA 18.11. Temperatura minima anual T — Ae~*/% en funcién de
la profundidad, con D = 5-107" m?/s (§, = 2,24 m). Con los valores

ajustados para Buenos Aires (T' = 19 °C, A = 8 °C) el suelo no se congela

ni en la superficie; en un clima frio hipotético (1" =5 °C, A = 15 °C) hay
que enterrar la caneria por debajo de z = §,In(A/T) ~ 2,5 m.



Capitulo 19
La ecuaciéon de Laplace/Poisson

En este capitulo estudiaremos la ecuacion de Laplace/Poisson
—Au = f.

Cuando f = 0 se la denomina ecuacion de Laplace, y a sus soluciones se las llama
funciones armonicas. Cuando f # 0, se la denomina ecuacion de Poisson.

Esta ecuacion describe los estados estacionarios en la distribuciéon de temperatura
(0, mas en general, de una sustancia sujeta a un proceso difusivo), pero también aparece
en una enorme variedad de contextos fisicos, geométricos y probabilisticos, algunos de
los cuales iremos explorando a lo largo de este capitulo.

19.1. Motivacion

Existen miltiples motivaciones para el estudio de las ecuaciones de Laplace y de
Poisson. En esta secciéon nos detendremos en dos de ellas.

La primera proviene del estudio de la ecuacién de difusion, analizada en el Capi-
tulo 18. Como vimos en la seccién 18.3 en dimensiéon uno, y en la secciéon 18.5.3 en
dimensiones mas altas, en muchos casos la solucion de la ecuacion del calor converge,
cuando t — oo, a una distribucién de equilibrio.

Ese estado estacionario es independiente del tiempo y, por lo tanto, debe satisfacer
una ecuacion eliptica. Més precisamente, verifica la ecuacion de Laplace o la ecuaciéon
de Poisson, dependiendo de si la fuente f es nula o no. Desde este punto de vista, la
ecuacion de Laplace/Poisson puede interpretarse como la descripcion del equilibrio de
un proceso dinamico gobernado por difusion.

Daremos ahora una segunda motivacion para el estudio de la ecuacion de Laplace,
que proviene de un problema clasico de la geometria y del célculo variacional: el estudio
de las superficies minimas.

Supongamos que se tiene un anillo de alambre y se lo sumerge en agua jabonosa.
Al retirarlo, se forma una pelicula de jabon adherida al alambre. Una pregunta natural
es: jcudl es la forma geométrica que adopta dicha pelicula?

Para modelar este problema, asumimos que la pelicula puede describirse como el
grafico de una funcién de la forma z = u(z,y), con (z,y) € U C R?, y tal que
u(z,y) = g(x,y) para (z,y) € OU.

Esta condiciéon refleja el hecho de que la posicion de la pelicula en el borde esta fijada
por el anillo de alambre, cuya forma se supone conocida.

La teoria de superficies minimas postula que la funcién u que describe la pelicula
es aquella que minimiza el area entre todas las superficies que coinciden con g en el
borde.

223
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Recordemos que el area del grafico de una funciéon u se calcula mediante

A(u) = /U I+ [ValP dA,

donde dA = dxdy es el diferencial de area.

El problema consiste entonces en encontrar una funcién « que minimice el funcional
A entre todas las funciones que coinciden con g en OU (ver Figura 19.1).

superficie arrugada superficie armonica (Au=0)
Alu)=4.203 A(u) =3.409

FIGURA 19.1. Dos superficies con el mismo borde (el alambre z =
0,3 cos 26 sobre el disco unitario). A la izquierda, una superficie con on-
dulaciones interiores, de area 4,20; a la derecha, la grafica de la funcion
armoénica con ese dato de borde, u = 0,3(2? — y?), de 4rea 3,41.

Este problema es, en general, dificil de tratar de manera directa. Entre otras razones,
el funcional A no es uniformemente convexo. Por este motivo, resulta conveniente
considerar una aproximacion linealizada del problema.

Usando el desarrollo en serie
1
VI4+12=1+ 5752 +o(t?),

y suponiendo que la superficie no presenta oscilaciones grandes (es decir, que |Vu| es
pequeno), se obtiene la aproximacion

1 1
Au) ~ / (1 + —|Vu|2> dA = area(U) + —/ |Vu|? dA.
U 2 2 Jy
De este modo, si definimos
1
)= [ IVaP s,
2 Ju

el problema se reduce a minimizar el funcional 7 entre todas las funciones que coinciden
con g en OU. A este funcional se lo denomina la integral de Dirichlet.
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Supongamos que existe una funciéon u que realiza el minimo de J y sea ¢ € C}(U).
Para todo t € R, la funcién u + t¢ coincide con g en OU, y por lo tanto

J(u) < J(u+typ) paratodot € R.

Definamos j(t) = J(u + t¢). Entonces j: R — R tiene un minimo en ¢ = 0, y en
consecuencia j'(0) = 0. Calculemos esta derivada:

j(t) = / |Vu +tVo¢|? dA

t2
:—/ |Vu|2dA+t/Vu-V¢dA+—/ |Vo|? dA.
2 Ju U 2 Ju
De aqui se deduce que
0=75(0)= / Vu-VodA.
U

Usando el teorema de la divergencia y el hecho de que ¢ tiene soporte compacto en U,
obtenemos

/Vu~ngdA: —/ Au ¢ dA.
U U
Como ¢ € CL(U) es arbitraria, concluimos que

Au=0 enU,

es decir, u satisface la ecuacion de Laplace.

En situaciones mas realistas, la pelicula de jabén no sélo esta determinada por la
minimizacion del area, sino que puede estar sometida a fuerzas externas. Un ejemplo
tipico es la accion de la gravedad, o bien la presencia de una carga distribuida que
ejerce una fuerza sobre la superficie.

Supondremos que estas fuerzas son pequenas y que actian principalmente en la
direcciéon vertical, es decir, en la direccion del eje z. Bajo esta hipotesis, el efecto de
la fuerza puede modelarse mediante un término adicional que depende tnicamente del
valor de la funcién u(z,y), y no de su gradiente.

Mas precisamente, si f(z,y) denota la intensidad de la fuerza (o carga) por unidad
de area proyectada sobre el plano zy, el trabajo realizado por dicha fuerza puede
aproximarse por el funcional

/U f( ) u, y) dA.

En este contexto, el funcional de energia total del sistema queda dado por

Eu) = ¢ / Vul? dA / f (. y) ulz,y) dA,

donde el primer término corresponde a la energia asociada a la tension de la pelicula
(integral de Dirichlet) y el segundo término representa el efecto de la fuerza externa.

El problema consiste entonces en encontrar una funcién u que minimice el funcional
& entre todas las funciones que coinciden con g en el borde OU.

Supongamos que u es un minimizador de € y sea ¢ € C1(U). Para todo ¢t € R, la
funcion u + t¢ coincide con g en AU, y por lo tanto

E(u) < E(u+te).
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Definiendo e(t) = E(u + t¢), la funcion e: R — R tiene un minimo en ¢ = 0, lo que
implica que €'(0) = 0. Calculemos esta derivada:

1
e(t>_§/vau+tv¢|2d,4—/Uf(x,y) (1 +t6) dA
1 ) t2 )
= _ A . A+ — A
2/vauyd +t/UVu Vod +2/U|V¢|d

—/Uf@s,y)udA—t/Uf(m,y)qsdA.

Derivando respecto de ¢ y evaluando en ¢ = 0, se obtiene

O:e’(O):/UVu-VqﬁdA—/Uf(x,y)d)dA.

Usando nuevamente el teorema de la divergencia y el hecho de que ¢ tiene soporte
compacto en U, resulta

/VU.v¢dA:—/Au¢dA.

U U

Por lo tanto,
/(—Au — f)¢dA =0 paratoda ¢ € CHU).
U

Como ¢ es arbitraria, concluimos que u satisface la ecuaciéon de Poisson

(19.1.1) —Au=f enU.

Reciprocamente, supongamos que tenemos una soluciéon de la ecuacion de Poisson
con condiciones de Dirichlet u = g en OU. Veamos entonces que u es un minimo de &.
En efecto, sea v una funciéon arbitraria tal que v = g en OU y definamos w = v — w.
Entonces w|sy = 0 y tenemos

1

E(v) — £(u) 25/U(|Vv|2— Vul) dA—/Uf(v—u)dA

z/Vu-deA%—l/]Vw\QdA—/fwdA.
U 2 Ju U

Integrando por partes (Teorema 18.5.2) y usando que w|gy = 0, se obtiene

/UVu-deA:—/U(Au)wdA:/UfwdA.

Por lo tanto,

E()—E(u) = %/U|Vw|2 dA >0,

lo que muestra que u es efectivamente un minimo de £ entre las funciones que coinciden
con g en OU.
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19.2. La ecuacién de Laplace, juegos aleatorios y valor esperado

Existe una conexiéon profunda entre la ecuacion de Laplace, los procesos aleatorios
y la teoria de juegos, que resulta especialmente natural desde el punto de vista del
modelado y del valor esperado.

Consideremos el siguiente juego. Tomamos el cuadrado unitario
Q=10,1 x[0,1] c R?

y lo discretizamos mediante una particion regular. Dado n € N, definimos

Ty = —, Y = —, Za]:Ow"ana
n n

y consideramos la grilla asociada.

Sea g € C'(0Q) una funcion de pago definida sobre la frontera del cuadrado. Fijado
un punto inicial (x,y) de la grilla, el juego evoluciona de la siguiente manera: en cada
paso, el jugador se mueve al azar a uno de los cuatro puntos vecinos (arriba, abajo,
izquierda o derecha), cada uno con probabilidad i. El juego contintia hasta que se
alcanza un punto de la frontera 9Q). En ese momento, el jugador cobra el valor g en
dicho punto (si g es negativo, el jugador debe pagar).

La pregunta fundamental es: jcuél es el precio justo que deberia pagarse para poder
comenzar el juego en un punto interior (z,y)?

Para responderla, introducimos la funcion u(zx,y), definida como el valor esperado
del pago final cuando el juego comienza en el punto (x,y). En particular, si (z,y) € 0Q,
el juego termina inmediatamente y

u(r,y) = g(x,y).

Si (z,y) es un punto interior de la grilla, el primer movimiento es aleatorio y con-
duce, con igual probabilidad, a uno de los cuatro puntos vecinos. Por lo tanto, el valor
esperado de comenzar en (x,y) debe coincidir con el promedio de los valores esperados
en dichos puntos. Si denotamos h = %, esta condicién se escribe como

u(x+h,y) +ulx —h,y) +ulx,y+h)+u(z,y—h)
u(z,y) = 1 .

Esta es una ecuacion de equilibrio discreta: el valor del juego en un punto interior
es el promedio de los valores en su vecindad inmediata (ver Figura 19.2). La Figura
19.3 compara, en un ejemplo, el valor esperado estimado jugando muchas partidas con
la solucién de la ecuacion de promedios.

Para interpretar esta ecuacion en el limite continuo, suponemos que u es una funcién
suficientemente regular y desarrollamos en serie de Taylor alrededor del punto (z,y):

u(z £ h,y) = u(z,y) £ du(z,y) h + %&mu(x, y) h* + o(h?),

e,y ) = ule,y) £ Oyu(e, ) b+ 50yu(e,y) K + o(h?).

Sumando estas expresiones y dividiendo por 4, obtenemos

u(e,y) = ula,y) + = dulz,y) + ofh?).
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u=genaQ

u(x,y):% Zu

vecinos

—
h=1

T

n

FIGURA 19.2. Interpretacién probabilistica de la ecuaciéon de Laplace.
El valor del juego en un punto interior es el promedio de los valores en
los puntos vecinos, lo que en el limite continuo conduce a la ecuacién

Au = 0.

n=20, g=sin2mz + fcos 3ry; Max. [MC — 5 puntos| =0.106

(a) una partida: 230 pasos (b) Monte Carlo, M =400 (c) cinco puntos
1.0 1.0 i . ] 1.0 i B 1.5
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® inicio M fin: cobra g=0.00

FiGUrA 19.3. El juego con n = 20 y pago g = sin2nwx + %COS 3Ty en
el borde: (a) una partida desde el centro; (b) el valor esperado estimado
promediando 400 partidas desde cada nodo; (c) la solucion exacta de la
ecuacion de promedios. La diferencia entre (b) y (c) (error cuadratico
medio 0,03, maximo 0,11) es el ruido estadistico, del orden de o /v/M.

Restando u(z,y) de ambos lados, resulta

h? 9
0= vy Au(z,y) + o(h?).

Dividiendo por h? y tomando el limite cuando A — 0, concluimos formalmente que la
funcion u satisface la ecuacion de Laplace

Au=0 en (@,
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junto con la condicion de borde de Dirichlet
u=g¢g en Q.

Desde este punto de vista, las funciones armoénicas aparecen naturalmente como
funciones de valor esperado de un juego aleatorio: el principio del promedio no es una
propiedad misteriosa, sino la traducciéon matematica del hecho de que no hay ganancia
ni pérdida sistematica en el interior del dominio.

Si el juego se modifica introduciendo una ganancia o pérdida sistematica en cada
paso —por ejemplo, haciendo que el jugador cobre una pequena cantidad %2 f(z,y)
cada vez que pasa por el punto (x,y) (si f(x,y) < 0, en realidad la paga)—, el balance
esperado deja de ser neutro. En ese caso, el valor esperado del juego u(z,y) (pago final
més lo cobrado en el camino) satisface la ecuacion de equilibrio discreta con un término
adicional

h2 ulz + h u(x —h ne: B+ wulz.u—h
u(z,y) = fla,y) + (x4 hy) +ul ’y)z (z.y+h) +ulwy—h)

y el mismo desarrollo de Taylor da 0 = % (Au + f ) + o(h?), que en el limite continuo
conduce a la ecuaciéon de Poisson

—Au = f.

. . . 2 .
(Si, en cambio, el jugador pagara %f en cada paso, se obtendria —Au = —f.) De este
modo, la ecuacion de Poisson puede interpretarse como la descripcion del valor esperado
de un juego aleatorio en presencia de una fuente interna de ganancia o pérdida.

19.3. Propiedades analiticas de las soluciones

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades fundamentales de las soluciones
de la ecuaciéon de Laplace y de la ecuaciéon de Poisson. Estas propiedades garantizan
que los problemas que consideramos estan bien planteados y, al mismo tiempo, brindan
una comprension cualitativa profunda del comportamiento de las soluciones y de la
informacion que queda determinada por los datos de contorno.

19.3.1. Unicidad y métodos integrales. Comenzamos estudiando resultados
de unicidad para soluciones de problemas elipticos bajo distintas condiciones de con-
torno. La idea central es que, bajo hipotesis naturales, el problema admite a lo sumo
una solucion, lo que asegura la consistencia del modelo.

Sea 2 C R™ un dominio regular y consideremos el problema
—Au=f en(,
Bu =g en OS2,

donde B denota una condiciéon de contorno que puede ser de alguno de los tipos estu-
diados en el capitulo previo. En particular:

= condiciones de tipo Dirichlet,
Bu = u,
= condiciones de tipo Robin,

Bu = Oyu + au, a >0,
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= condiciones mixtas,

By~ ) en 0pf),
1 0,u  en ONQ.

Como veremos mas adelante, las condiciones de Neumann puras presentan un compor-
tamiento cualitativamente distinto.

La unicidad se prueba tipicamente mediante métodos integrales. En efecto, si uy y
us son dos soluciones del problema, su diferencia v = u; — uy satisface una ecuacion
homogénea con datos de contorno nulos, es decir,

—Av=0 en (,
Bv =0 en 0f2.

Multiplicando la ecuaciéon por v e integrando por partes (Teorema 18.5.2), se obtiene

O:—/Avvdx:/|Vv|2dx—/ OpvvdS.
Q Q o9

Argumentando como en la Secciéon 18.5.1, se obtiene que

/ OqvvdS =0
a0

si B corresponde a condiciones de Dirichlet o mixtas, y que

OqvvdS <0
o0

si B es de tipo Robin (aca se usa o > 0; con a < 0 la unicidad puede fallar).
En cualquiera de los casos, se concluye que

/ Vo2 dx <0,
0

lo que implica que Vv = 0 en 2, y por lo tanto v es constante (suponemos €2 conexo).
Usando las condiciones de contorno (v = 0 en una parte de la frontera en los casos
Dirichlet y mixto; en el caso Robin, la desigualdad anterior obliga a |, 56 av?dS =0,y
entonces v = 0 en el borde), se deduce finalmente que v = 0, y por ende la solucién es
Gnica.

Este razonamiento pone de manifiesto el rol central de la integral de Dirichlet como
funcional de energia asociado al problema.

19.3.2. Condiciones de Neumann y unicidad salvo constantes. La situa-
cion cambia sustancialmente cuando se imponen condiciones de contorno de tipo Neu-
mann,

Oqt = h en Of).

En este caso, si u es soluciéon, entonces u + C' también lo es para cualquier constante
C'. En consecuencia, la unicidad solo puede esperarse salvo una constante aditiva.

Efectivamente, si u; y us son dos soluciones del problema de Neumann

—Au=f en(), Optt = h en 011,
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y definimos v = u; — u9, entonces v satisface
—Av =0 en (), Ot =0 en 00

Aplicando el mismo argumento integral que en la subseccion anterior, se obtiene que
Vv =0en (), y por lo tanto v es constante. Sin embargo, en este caso no es posible usar
la condicién de contorno para concluir que dicha constante es nula, ya que cualquier
funcién constante satisface d,v = 0.

Ademaés, en el caso de la ecuacién de Poisson con condiciones de Neumann, la
existencia de solucion requiere que los datos satisfagan una condicion de compatibilidad.
En efecto, integrando la ecuacion en el dominio y aplicando el teorema de la divergencia,

se obtiene
/de:—/AudX:— Vu-ndS:—/ hdS.
Q 0 a0 a0

Esta condicion tiene una interpretacion fisica clara. Si u representa la temperatura
(o la concentracion de una sustancia) en estado estacionario, entonces f describe fuentes
o sumideros distribuidos en el interior del dominio, mientras que d,u representa el flujo
de calor (o de materia) a través de la frontera. La condicion de compatibilidad expresa
que, en un régimen estacionario, la cantidad total producida o absorbida en el interior
debe equilibrarse exactamente con el flujo neto a través del borde. Si este balance global
no se cumple, no puede existir un estado estacionario.

19.3.3. Principio del maximo. Una de las propiedades méas importantes de las
funciones armonicas es el principio del mdzimo. Este principio establece, en términos
generales, que una funcién armoénica en un dominio acotado alcanza su méximo y su
minimo en la frontera del dominio, y no en el interior (salvo que sea constante). La
Figura 19.4 lo ilustra.

Comenzamos con una observaciéon elemental.

OBSERVACION 19.3.1. Sea u € C?*(Q) y supongamos que u alcanza un maximo local
en un punto zy € ). Entonces

Op () =0 y  Op,u(xg) <0 paratodoi=1,...,n.

En particular,

Au(zg) = Z(’?xixiu(xo) < 0.
i=1

Esta observacion conduce inmediatamente al siguiente resultado.

LEMA 19.3.2. Sea u € C*(Q). Si
Au>0 en(,
entonces u no puede alcanzar un mdximo en el interior de €.
DEMOSTRACION. Si u alcanzara un méximo interior en algiin punto zy € 2, por

la observacion anterior deberia cumplirse Au(zy) < 0, lo que contradice la hipotesis
Au > 0 en €. Por lo tanto, u no puede tener maximos interiores. O]
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Au=0en Q, u=gen JdQ
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FI1GURA 19.4. Solucién de Au = 0 en el cuadrado con u = g = sin 2wz +
%cos 3y en el borde: el maximo y el minimo se alcanzan en 0Q); en el

interior |u| < 1,43.

A partir de este lema se obtiene el principio del méaximo para funciones armonicas
mediante un argumento de perturbacion.

TEOREMA 19.3.3 (Principio del méximo). Sea Q@ C R" un abierto acotado y sea
ue C*(Q)NC(Q) que verifica
Au>0 en(.
Entonces
MAax u = Max u.
Q o9
DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 y definamos la funciéon perturbada
uc(r) = u(w) + elz)?.
Como
Au, = Au+eA(|z]?) > 2ne >0 en Q,

la funciéon wu. satisface las hipotesis del Lema 19.3.2. En consecuencia, u. no puede
alcanzar un méaximo en el interior de €2, y por lo tanto

max u, = Max u,.
aQ o0

Como u, = u uniformemente cuando € — 0 podemos pasar al limite en la igualdad
anterior y concluir el resultado deseado. OJ

Veamos ahora una serie de corolarios que se deducen del Principio del Maximo.

COROLARIO 19.3.4 (Principio del minimo). Sea u € C?*(Q) N C(Q) tal que
Au<0 enf.
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Entonces
min v = minu.
Q o9
DEMOSTRACION. Aplicamos el principio del maximo a la funcién —u, observando
que
A(—u) = —Au > 0.

O
COROLARIO 19.3.5. Sea u € C?(Q) N C(Q) solucion de
—Au=f enf), u=g en S
Entonces:
s Si f >0, u satisface el principio del minimo, es decir,
mﬁfnu = nggzn g.
w Si f <0, u satisface el principio del mdzimo, es decir,
mﬁéxu = I%éx g.
DEMOSTRACION. Inmediata del Teorema 19.3.3 y el Corolario 19.3.4. U

COROLARIO 19.3.6 (Principio de comparacién). Sean u,v € C%(Q) N C(Q) tales
que
—Au < —Av en (Q, u<v en o).

FEntonces
u<v enfd

DEMOSTRACION. Consideramos w := u — v. Entonces
—Aw <0 en ), w <0 en 0.

Por el principio del méximo, se deduce w < 0 en ). O

COROLARIO 19.3.7 (Unicidad del problema de Dirichlet). El problema de Dirichlet

—Au=f enf,
u=gqg en 02,

admite a lo sumo una solucion en la clase C*(2) N C(Q).

DEMOSTRACION. Si uy y us son dos soluciones, entonces w := u; — uy satisface
—Aw =0 en{, w=0 en 0.

Por el principio del méximo y del minimo, se deduce w = 0 en 2. O
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OBSERVACION 19.3.8 (Interpretacion fisica del principio del méaximo). El principio
del maximo tiene una interpretacion fisica muy directa en términos de equilibrio y
difusiéon. Si u representa una magnitud que se difunde en el dominio Q2 (por ejemplo,
temperatura, potencial eléctrico o altura de una membrana elastica), la condicion Au =
0 expresa que el sistema se encuentra en equilibrio: no hay fuentes ni sumideros internos.

En este contexto, el valor de v en un punto interior es el resultado de un balance
local con su entorno inmediato. En particular, un punto interior no puede “crear”
espontaneamente un valor mayor (o menor) que los impuestos en el borde, ya que
ello requeriria una fuente interna que rompa el equilibrio. Por esta razon, los valores
extremos de u s6lo pueden alcanzarse en la frontera del dominio.

Desde esta perspectiva, el principio del méximo formaliza una idea fisica elemen-
tal: en ausencia de fuentes internas, los estados de equilibrio no presentan picos ni
valles aislados en el interior del sistema, y los valores extremos estan completamente
determinados por las condiciones de contorno.

19.3.4. La propiedad del valor medio. El juego aleatorio de la Seccién 19.2
decia que el valor de u en un punto es el promedio de sus valores en los cuatro vecinos.
La version continua de esa afirmacion es la propiedad mas caracteristica de las funciones
armonicas.

TEOREMA 19.3.9 (Propiedad del valor medio). Seau € C*(Q2) armdnica en Q) C R™.
Entonces, para toda bola B,(xq) con B.(x¢) C €2,

1 1
u(xo) udS =

B ’837" aBr(Xo) ’BT’ Br(xo)

udx :

el valor en el centro es el promedio de los valores sobre cualquier esfera centrada en él,
y también el promedio sobre la bola (Figura 19.5).

DEMOSTRACION. Sea ¢(r) el promedio de u sobre la esfera de radio r. Con el
cambio de variables x = x¢ + rz, |z| = 1,

1
_ +rz)dS(z).
o) = g [ o+ r2)as(a
1 1
¢ (r)= Vu(xg+rz)-zdS(z) = Opu dS.
)= 0B Jy, V0T 20 = 5ET ]

Por el Teorema de la divergencia (Teorema 18.5.1), la ultima integral es [ By (x0) Audx =

0. Luego ¢ es constante, y como ¢(r) — u(x¢) cuando r — 0 (por continuidad de
u), ¢(r) = u(xg) para todo r. La igualdad con el promedio sobre la bola se obtiene
integrando en r (coordenadas polares). O

La propiedad del valor medio tiene consecuencias inmediatas. Da una segunda de-
mostracion del principio del maximo: si u alcanzara su maximo M en un punto interior
Xg, el promedio de u sobre una bola alrededor de xq seria M, lo que obliga a u = M en
esa bola, y por conexion en todo €2 (principio del mdzimo fuerte: una funcién armoénica
no constante no alcanza su maximo en el interior). Y explica la regularidad de las fun-
ciones armoénicas: u es en cada punto un promedio de si misma, y promediar suaviza;
de hecho toda funcién armonica es C* (y aun analitica). La misma idea en version
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(b) promedios en funcién del radio

1.0 0.6
' —@— w: promedio sobre el circulo

= =& - w: promedio sobre el disco
0.5 Re) -0 v==z?1 y% circulo

) 0.4 v: disco
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FIGURA 19.5. Propiedad del valor medio: para u = 2 —3zy? (armoénica)
el promedio sobre cualquier circulo o disco centrado en xq es u(xg); para
v =122+ 9% con Av =4 > 0, el promedio sobre el circulo de radio r es
v(xp) + r? y sobre el disco v(xg) + r?/2.

discreta es la que hace funcionar los métodos numéricos de la Seccion 19.2 (ejercicios
de laboratorio) y los algoritmos de propagacion de etiquetas en grafos.

19.4. La solucién fundamental y el principio de superposiciéon

En esta seccién presentamos una herramienta conceptual que permite interpretar
la ecuacion de Poisson como la superposicion de los efectos producidos por fuentes
elementales. No entraremos en detalles técnicos, sino que nos concentraremos en su
significado fisico y geométrico.

Comencemos con un concepto fundamental: la “funcion” delta de Dirac 6y(x), in-
troducida por Dirac en el estudio de mecanica cuéntica [7].

DEFINICION 19.4.1 (“funciéon” delta de Dirac). Se define informalmente la “funcion”
delta de Dirac dp: R™ — R como un objeto que verifica:

» Jo(x) =0six #0,y dp(0) es “infinitamente grande”.
n [on Oo(x) dx = 1.

» Para cualquier funcién continua y de soporte compacto f: R" — R,
f(x) do(x) dx = [f(0).
Rn

OBSERVACION 19.4.2. Esta definicién es informal; basta pensar en ¢y como un
simbolo con las propiedades anteriores. Dirac introdujo este concepto en mecénica
cuantica (que le valié el premio Nobel en 1933), pero no fue sino hasta mediados del
siglo XX que, con el desarrollo de la teoria de distribuciones por Schwartz |36, este
concepto pudo ser formalizado matematicamente; dicho trabajo le valio la Medalla
Fields en 1950. Una definicion mas precisa, en el marco de la teoria de distribuciones,
puede encontrarse en [12].

Consideremos ahora el problema

—Ad =9, enR",
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donde ® se denomina solucion fundamental del Laplaciano. Intuitivamente, ® repre-
senta la respuesta de un sistema frente a una fuente puntual unitaria. Por ejemplo,
en conduccion de calor, corresponde a la temperatura estacionaria generada por una
fuente infinitesimal en un punto; en electrostatica, representa el potencial producido
por una carga puntual.

Sin entrar en derivaciones técnicas, la solucion fundamental viene dada por

— o= log [x], n=2,
P(x) =
1 1
W 2 23,
donde w,, es el volumen de la bola unidad en R™ (por ejemplo, w3 = %7?). Estas funciones
son suaves fuera del origen y presentan una singularidad donde se concentra la fuente.
Ver [12]| para una deduccion de las mismas.

u= Z‘h (x—x;)

®(x) = —LInx|

FIGURA 19.6. A la izquierda, soluciéon fundamental del Laplaciano en
dimensién 2 y a la derecha solucion de la ecuacion de Poisson asociada
a tres cargas puntuales, obtenida por superposiciéon de las soluciones
fundamentales correspondientes.

Una consecuencia inmediata de esta interpretacion es el principio de superposicion.
Si se consideran varias fuentes puntuales ubicadas en distintas posiciones, la respuesta
total del sistema se obtiene sumando las contribuciones individuales. Desde el punto de
vista fisico, esto refleja que el efecto de varias cargas o fuentes se acumula linealmente.
Ver Figura 19.6.

Este razonamiento puede extenderse a una distribuciéon continua de fuentes. En
ese caso, una fuente dada por una funciéon f puede pensarse como la superposicion de
infinitas fuentes puntuales ponderadas por f. Formalmente, esto se expresa como

ule) = [ @~ ) f(w)d,

lo que implica que
—Au=f enR"
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Es decir, la solucién se obtiene como la convolucion de f con la solucién fundamental.
Notemos que esta férmula resuelve la ecuaciéon en todo el espacio: en un dominio acotado
Q la funcion @ x f satisface —Au = f en 2 pero no cumple ninguna condicién de borde
prescripta, y hay que corregirla sumandole una funcién arménica adecuada: si se busca
u = g en 02, se toma u = ® *x f + w con w armoénica en Ly w =g — P x f en .
Es la misma idea que usamos en la Seccion 18.5.3 al escribir u = u* + v: separar la
solucion en una parte que se ocupa de los datos no homogéneos y otra que resuelve un
problema mas simple con lo que falta (alli, el dato inicial; acé, la condicion de borde).

Desde esta perspectiva, el operador inverso de —A, es decir la convolucién con P,
actiia como un operador suavizante: aun cuando la fuente presente irregularidades o
ruido, la solucién resultante es més regular y suave, ya que cada valor de u se obtiene
como una media ponderada de la fuente en todo el dominio. Ver Figura 19.7. (El
operador —A mismo hace lo contrario: deriva dos veces y amplifica las irregularidades;
es su inversa la que suaviza, exactamente como vimos en la Observacion 18.4.1 que la
ecuacion del calor suaviza mientras que “correrla hacia atras” amplifica.)

fuente f=1.5¢ "/2 ¢ ruido 25 u=&xf
20 4 -0.5
15 2 —-1.0
1.0 —-1.5
“~ > 0 S
0.5 -2.0
0.0 =2 -2.5
—05 4 ~3.0
-1.0
-4 -2 0 2 4
T T

FIGURA 19.7. Fuente f ruidosa (izquierda) y soluciéon de la ecuacion de
Poisson asociada (derecha) u = ® * f, ilustrando el efecto suavizante de
la inversa del Laplaciano (la convolucion con ®).

19.5. Resolucién mediante series de Fourier en un rectangulo

En esta seccion mostramos como resolver explicitamente la ecuacion de Poisson en
un dominio rectangular utilizando series de Fourier. El procedimiento es una extension
directa del método visto anteriormente en una dimension y se basa en una idea simple
pero fundamental: si se dispone de una base ortogonal de L? en un intervalo, entonces se
puede construir de manera natural una base ortogonal de L? en un rectdngulo tomando
productos de funciones.

Recordemos primero el caso unidimensional. En el intervalo (0, L), las funciones

kmx
or(x) = Sm(—), k €N,
L
. 2
forman una base ortogonal de L?*(0,L) y son autofunciones del operador —dd? con
condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas. En el capitulo anterior vimos coémo
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esta propiedad permite resolver la ecuaciéon del calor en una dimensién descomponiendo
las funciones involucradas en esta base.

La situacién en dos dimensiones es conceptualmente anéloga. Consideremos ahora
el rectangulo
Q=(0,L)x (0,H) C R
Si tomamos una base ortogonal de L?*(0, L) y una base ortogonal de L*(0, H), entonces

los productos de funciones de ambas bases generan una base ortogonal de L*(2). En
particular, las funciones

Ore(x,y) = sin<k2x> sin<62y>, k.l e N,

forman una base ortogonal de L?(€2) y se anulan sobre el borde del rectangulo, por lo
que estan naturalmente adaptadas a condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas.

Ademaés, esta base diagonaliza al operador Laplaciano. En efecto, cada funciéon ¢y
es una autofuncion de —A y se tiene

—Adre = Ao Ores Ak = (%)2 + (%)2

Este hecho es crucial, ya que permite transformar una ecuacién diferencial en una
coleccion de ecuaciones algebraicas independientes.

Consideremos entonces el problema de Poisson con condiciones de contorno de
Dirichlet homogéneas

—Au=f en(,
u=20 en Of).

Supondremos que la fuente f pertenece a L?(€2) y la descomponemos en la base anterior:
flx,y) = Z Jrep Ok, y),
k,e>1

donde los coeficientes de Fourier estan dados por

4 L rH
f=17 | [ 1@t
Buscamos una soluciéon u con un desarrollo analogo,
u(@,y) = ke bre(z,y).
ke>1

Al sustituir estas expresiones en la ecuacion —Au = f y utilizar que el Laplaciano
acttia de forma diagonal sobre la base {¢y ¢}, obtenemos para cada par (k, £) la ecuacion
algebraica

Aot ke = frp
De aqui se sigue inmediatamente que

lo que determina completamente la solucién.
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Este procedimiento permite interpretar la ecuacion de Poisson de manera muy clara:
resolver —Au = f equivale a descomponer la fuente en modos de Fourier y dividir cada
modo por su autovalor correspondiente. Como los autovalores crecen con la frecuencia,
los modos de alta frecuencia quedan fuertemente amortiguados, lo que explica una vez
més el caracter suavizante del operador eliptico. Esto tiene una consecuencia practica:
la serie de u converge mucho mas rapido que la de f; en el ejemplo que sigue, con 20
modos la solucién ya es exacta a menos de 1073, mientras que la serie de senos de la
fuente (que no se anula en el borde) todavia muestra el fenémeno de Gibbs.

En la Figura 19.8 se muestra una aproximaciéon de la soluciéon de la ecuaciéon de
Poisson en el cuadrado Q = (0,1)? (es decir, L = H = 1) con condiciones de Dirichlet
homogéneas y fuente f(z,y) = —ze®¥ obtenida truncando la serie de Fourier a los
modos con k,¢ < 20. Observamos que, dado que la fuente es negativa, el principio
del maximo implica que la solucién también es negativa, en completo acuerdo con la
simulacion numérica.

—Au=—ze* ¥, u=0en a: 20 modos

1.00 — 0.00
min u=—0.130
-0.02
0.75 1
-0.04
=
= 0.50 1 —0.06
E
-0.08
0.25 1
-0.10
-0.12
0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

FIGURA 19.8. Aproximaciéon de la soluciéon de la ecuacion de Poisson
—Au = f en (0,1)? con condiciones de Dirichlet homogéneas mediante
los modos k,¢ < 20 de la expansion en serie de Fourier. La fuente es
f(z,y) = —ze*t¥; el minimo, —0,130, se alcanza en (0,67, 0,59).






Capitulo 20
Ecuaciones hiperbdlicas: la ecuaciéon de ondas

Las ecuaciones hiperbolicas modelan fenémenos donde la informaciéon o perturbacio-
nes se propagan con velocidad finita a través de un medio. El ejemplo més clasico es la
ecuacion de ondas, que describe como se propagan vibraciones en cuerdas, membranas,
solidos elasticos o incluso ondas sonoras y electromagnéticas.

La ecuacion de ondas fue uno de los primeros ejemplos de ecuaciones diferenciales
parciales estudiadas de manera sistematica. En 1747, Jean le Rond d’Alembert [6]
introdujo el método de las caracteristicas para resolver la ecuacion de la cuerda vibrante
en toda la recta, obteniendo una férmula explicita que expresa la solucién como la
superposicion de dos ondas viajeras. Este resultado, conocido hoy como la férmula de
d’Alembert, constituye uno de los hitos fundacionales en la teoria de las ecuaciones en
derivadas parciales.

En este capitulo primero discutiremos distintos tipos de ondas y sus propiedades,
antes de deducir formalmente la ecuaciéon de ondas y explorar métodos de resolucién
en una dimension.

20.1. Tipos de ondas

En la vida cotidiana nos encontramos con distintos tipos de ondas: ondas sonoras,
ondas electromagnéticas (como ondas de radio o de luz), ondas en el agua (profundas
o superficiales) y ondas elésticas en solidos. Fenomenos oscilatorios aparecen también
en contextos menos evidentes, como ondas de rarefacciéon o de choque en dinamica
de trafico, ondas electroquimicas en el sistema nervioso o en la regulacion del latido
cardiaco, e incluso, a escala cuéntica, todo puede describirse mediante funciones de
onda. Ver la Figura 20.1.

Aunque estos fendbmenos comparten ciertas caracteristicas, también presentan di-
ferencias importantes. Por ejemplo, las ondas progresivas en el agua propagan una
perturbacion, mientras que las ondas estacionarias no. Las ondas sonoras requieren un
medio material, mientras que las ondas electromagnéticas no. Las ondas electroquimi-
cas suelen interactuar con el medio, modificindolo, mientras que las ondas en el agua
no.

Por estas razones, es dificil dar una definicién tnica de onda que abarque todos
los casos anteriores. Nos limitaremos a introducir terminologia y conceptos generales,
relacionados con tipos especificos de ondas, empezando por ondas unidimensionales.

Ondas viajeras o progresivas. Son perturbaciones que se describen mediante
una funcion de la forma

U(.T,t) = g(ﬂ? - Ct)7
241
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(a) cuerda (b) agua (c) electromagnética

agua

FIGURA 20.1. Tres tipos de ondas: (a) un pulso transversal en una cuer-
da tensa (la perturbacion viaja con velocidad ¢; cada punto de la cuerda
s6lo se mueve transversalmente); (b) una onda en la superficie del agua;
(c) una onda electromagnética, con los campos E y B perpendiculares
entre si y a la direcciéon de propagacion.

donde ¢ es la velocidad de propagacion. Para t = 0, la funcion u(x,0) = g(x) representa
el perfil inicial de la perturbacion, que se propaga sin deformarse con velocidad |c| en
la direccion positiva (¢ > 0) o negativa (¢ < 0) de . Ver Figura 20.2(a).

Ondas armoénicas. Son un caso particular de ondas progresivas:

u(z,t) = Acos(kz — wt),

donde A es la amplitud, & el namero de onda, w la frecuencia angular y A = 27 /k la
longitud de onda. La velocidad de fase es ¢, = w/k. La notacién compleja u(z,t) =
AelFr=w1) puede simplificar los calculos. Ver Figura 20.2(b).

Ondas estacionarias. Se pueden generar, por ejemplo, superponiendo dos ondas
armoénicas de igual amplitud que se propagan en direcciones opuestas:
u(x,t) = Acos(kxr — wt) + Acos(kz + wt) = 2A cos(kx) cos(wt).
Aqui, la onda bésica cos(kz) se modula en el tiempo mediante el factor 24 cos(wt). Ver

Figura 20.2(c).

Ondas en mas de una dimension.

Ondas planas. En dimensiéon n > 1, una onda plana se puede escribir como
U(X,t) = f(k "X = wt)7

donde k es el vector de onda y k/|k| indica la direccion de propagacion. La velocidad
de fase es ¢, = w/|k|. En el caso arménico:

u(x,t) = Aetlkx—wt),

Ver Figura 20.2(d).
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Ondas esféricas. Dependen tnicamente de la distancia r = [x — X¢| a un punto
fijo xo € R™
u(x,t) = v(r,t).
Por ejemplo, una onda esférica estacionaria puede escribirse u(x, t) = ™o (r), mientras
que, en tres dimensiones, una onda esférica progresiva toma la forma u(x,t) = v(r —
ct)/r, cuyas superficies de onda son esferas r — ¢t = constante; el factor 1/r hace que la
energia, repartida sobre esferas cada vez mas grandes, se conserve. Ver Figura 20.2(e).

(a) viajera g(z — ct) (b) armdnica Acos(kz — wt) (c) estacionaria cos(kz)cos(wt)
¢t — t=0 21— =0 — t=06 21— =0 — TN /2
107 A =2 R /\(jw/)k B Rl ARt U
s 0.5 S 01 S 0
0.0 25 50 7.5 10.0 0.0 25 50 7.5 10.0 0.0 25 50 7.5 10.0

T T T

(d) plana cos(k - x — wt) (e) esférica cos(k(r — ct)) 1.0

0.5

0.0 =
-0.5
-1.0

FIGURA 20.2. Catélogo de ondas: (a) onda viajera g(x — ct): el perfil
se traslada rigidamente; (b) onda armonica Acos(kz — wt); (¢) onda
estacionaria 2A cos(kx) cos(wt): los nodos no se mueven; (d) onda plana
en el plano: frentes rectos perpendiculares a k; (e) onda esférica: frentes
circulares. Los dos mapas de color comparten la escala.

4

20.2. Motivacion

La ecuacion de ondas describe como se propaga una perturbacion en un medio elas-
tico. En una dimensiéon espacial, puede deducirse desde dos perspectivas complemen-
tarias: un modelo discreto de particulas conectadas por resortes, o un modelo continuo
basado en el balance de fuerzas en una cuerda.

20.2.1. Deduccién a partir de particulas y resortes. La ley de Hooke mo-
dela el desplazamiento de una particula sujeta a un resorte. Sea x(t) el desplazamiento
de una particula de masa m respecto de su posicion de equilibrio. La fuerza que aplica
el resorte es proporcional al desplazamiento y apunta en sentido opuesto:

F = —kzx,
donde x > 0 es la constante del resorte. La segunda ley de Newton (F' = ma) da:

mx"(t) + kx(t) = 0.
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Ahora consideremos una cadena de pequenas masas m conectadas por resortes sin
masa de longitud h y constante k, que se mueven a lo largo de la cadena (ver Figura
20.3). Sea u(z,t) el desplazamiento a tiempo ¢, respecto de su posicion de equilibrio
x, de la masa que esta en equilibrio en z. El resorte entre las masas de x y « + h esté
estirado en u(x + h,t) —u(z,t) (comprimido si es negativo), asi que la fuerza resultante
sobre la masa de x es

F = klu(z+h,t)—u(z,t)]— klu(x, t) —u(z—h,t)] = c[u(x+h,t)—2u(z, t)+u(x—h,t)].

rz—h T z+h

@ "VWWWWWEWWWEWWWE  equilibrio

@ WWE A @WWWEWWE  desplazado

< —> >
u(z—h) u(z) u(z+h)

Ficura 20.3. Cadena de masas unidas por resortes. Arriba, en equi-
librio: la masa correspondiente a = estd en x. Abajo, desplazada: cada
masa se movio u(x,t) a lo largo de la cadena, y cada resorte se estira o
se comprime segun la diferencia de los desplazamientos de sus extremos.

Por la ley de Newton,
muy(z,t) = klu(z + h,t) — 2u(z,t) + u(x — h,t)].
Si la cadena tiene longitud L = Nh y masa total M = Nm, y definimos la constante
efectiva k = k/N, la ecuacion se puede escribir como
L2k u(z + h,t) — 2u(x, t) +u(z — h,t)

t) = .
Finalmente, tomando el limite h — 0 obtenemos la ecuaciéon de ondas continua:
(20.2.1) U (7, 1) = gy (z, 1),
_ /L%
donde ¢ = /=7

Este es el modelo de las ondas longitudinales, o de compresion: las del sonido en
una barra eléstica o en un resorte largo, donde k es la constante de la cadena entera (N
resortes de constante k en serie). En una cuerda que vibra transversalmente la fuerza
de restitucion no proviene de estirar resortes sino de la tension de la cuerda, y hay que
deducirla de otra manera; es lo que hacemos a continuacion. El resultado es la misma
ecuacion.

20.2.2. Deduccién de la ecuaciéon de ondas mediante balance de ten-
siones. Veamos otra deduccion de la ecuacion de ondas. Consideremos una cuerda de
longitud L y densidad lineal de masa p = p(x) (constante si la cuerda es homogénea).
Asumamos que la cuerda se mueve en la direccién transversal, pero no en la direcciéon
longitudinal. Notemos por u(z,t) el desplazamiento en la posicién z a tiempo ¢ en la
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direccion transversal de su equilibrio. La pendiente de la cuerda a tiempo ¢ en la posi-
cion z se denota por d,u(x,t). Sea T'(z,t) la magnitud de la tension (fuerza) tangencial
aplicada sobre la cuerda a tiempo ¢ en la posicion = (ver Figura 20.4).

T(x+Ax,1)

e e afx+Avd)

alx,r)

v

X x+Ax

F1GURA 20.4. Tension en los puntos extremos de un segmento pequeno
de una cuerda.

Consideremos la porcion de la cuerda entre dos puntos proximos x; y x,. La fuerza
neta que actia sobre la cuerda en la direccion longitudinal, notada por Fj, esta dada
por
) 1

o T(x,t)—l N GENE

— T

2

F|72 = T(x,t) cosd

1

1 1
.I‘Q,ﬁ) l’l,t) .
V14 (Opu(ze,t))? V1+ (Opu(zy,t))?
Por hipotesis, la cuerda no se desplaza en la direcciéon longitudinal, por lo que la

aceleracion en esa direccion es cero. Entonces, usando la ley de Newton, F = ma, se
obtiene

:T(

1 1
2 V14 (0pu(wa,t))? - T V14 (Opu(my,t))?

En la direccién transversal, la fuerza que actta sobre la cuerda entre los puntos z;
y x9, denotada por Fj, es

Fy|32 = T(x,t)sin6 Yo T(x, t)L m
1 1+ (awu)Q 1
— Py, t) =282 p(y py Glmnd)
V14 (Ol 1)) V1t (Ol 1))

Asumiendo que todo el desplazamiento ocurre en la direccién transversal, la ley de
Newton nos da Fy(x,t) = mas(z,t), donde as(x,t) es la componente de la aceleracion
de la cuerda en la direccion transversal. Entre los puntos z1 y o,

B2 :/ p(x)Oyu(z,t) de.

1
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Asi, obtenemos
(20.2.3)

Dyu(ws, t) Oz, t) I
\/1 8ux2, ))2_T( \/1 auxh ))2_/361 p( )att(,t)d,

Si asumimos que J,u es pequenio (pequenas vibraciones de la cuerda), se tiene
1+ (0yu)? ~ 1,
y de (20.2.3) se sigue

T(xg,t)0pu(xa,t) — T(x1,t)0pu(xy, t) =~ /ZE2 p(x)Oyu(z, t) dx.

x1

Dividiendo entre x5 — x1 y tomando el limite x5 — 27,
(20.2.4) 0.(TOpu) = pOyu.

Por (20.2.2), para valores pequenios de 0,u, se puede suponer que 7" es independiente
de z. Si ademés T es constante en el tiempo y p es constante, (20.2.4) se simplifica a
T

8ttu = —OggU.
p
Definiendo ¢ = \/% , se llega nuevamente a la ecuacion (20.2.1).

Condiciones iniciales y de contorno. Al igual que con la ecuacion del calor y
con las ecuaciones de Laplace y Poisson, cuando el dominio en el cual ocurre el fenémeno
es acotado resulta necesario describir la interaccion del sistema con el entorno. Esto se
realiza mediante la imposicion de condiciones de contorno.

Asumiremos en lo que sigue que estamos en el caso unidimensional y que la ecua-
cion de ondas (20.2.1) esta planteada en el intervalo (0, L). Existen distintos tipos de
condiciones de contorno, segun el tipo de interaccion fisica que se modele.

= Condiciones de Dirichlet. En este caso se prescribe la posicion de la cuerda
en los extremos del intervalo:

w(0,8) = at),  u(L,t) = b).

Fisicamente, esto corresponde a suponer que los extremos de la cuerda estén
fijados y forzados a seguir trayectorias dadas por a(t) y b(¢). Cuando a = b =0
se dice que la condicién es homogénea, y representa una cuerda fija en reposo
en ambos extremos.

= Condiciones de Neumann. En este caso se prescribe la derivada espacial de
la solucién en los extremos:

—u,(0,t) = a(t), ug (L, t) = B(t).

Desde el punto de vista fisico, estas condiciones representan la prescripcion de
la fuerza (o tension) ejercida sobre los extremos de la cuerda. En particular,
cuando a(t) = B(t) = 0, los extremos son libres, ya que no actia ninguna
fuerza externa sobre ellos.
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= Condiciones de Robin. Estas condiciones combinan las anteriores y tienen
la forma

—u,(0,t) + ru(0,t) = a(t), uz (L, t) + ku(L,t) = b(t),

donde K > 0 es un parametro. Desde el punto de vista fisico, este tipo de
condicién modela un extremo de la cuerda conectado a un resorte: la fuerza
ejercida sobre el extremo es proporcional a su desplazamiento. El término con
u, representa la tension de la cuerda, mientras que el término proporcional a u
representa la fuerza restauradora del resorte.

Por supuesto, estas condiciones pueden combinarse, imponiendo distintos tipos de
condiciones en cada extremo del intervalo.

Ademas de las condiciones de contorno, para que el problema de la ecuacion de
ondas esté bien planteado es necesario prescribir el estado inicial del sistema. Esto se
realiza mediante las condiciones iniciales, que fijan la posiciéon y la velocidad de la
cuerda en el instante inicial t = 0:

u(p,0) = g(x),  w(w,0)=hz), e (0,L)
Desde el punto de vista fisico, la funcion g(x) describe la forma inicial de la cuerda,

es decir, su desplazamiento respecto de la posicion de equilibrio en el instante t = 0.
La funcion h(z) representa la velocidad transversal inicial de cada punto de la cuerda.

Estas dos funciones determinan completamente el estado inicial del sistema.

20.3. Energia asociada a la ecuaciéon de ondas

Consideremos la ecuacién de ondas unidimensional
Uy — gy =0

en el intervalo (0, L), con condiciones de borde tales que no haya flujo de energia a
través de los extremos (por ejemplo, condiciones de Dirichlet homogéneas u(0,t) =
u(L,t) =0).

Esta ecuacion admite una interpretacion energética natural. Definimos la energia
cinética asociada a la solucion u(z,t) como

L
1
Eun(t) = / 3 ut(ar;,t)2 dx,
0

y la energia potencial como

2

La energia total del sistema se define entonces como

Lo/ 2
E(t) = Ecn(t) + Epor(t) = / (5”3 + 5”3”) dx.
0

L2
Eooi(t) = / — uy(z,t)* d.
0

Mostremos que esta energia se conserva en el tiempo. Derivando respecto de t,
obtenemos

dE

L
== /0 (wrue + Cugtiy) de.
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Integrando por partes el segundo término y usando que u; = 0 en el borde (como
consecuencia de las condiciones de contorno), resulta

L L
/ ugg dr = — / gy de.
0 0

L
Cil—f = / Ut (utt — cQum) dzx.
0

Si u satisface la ecuacion de ondas, el integrando es idénticamente nulo y concluimos
que

Por lo tanto,

dE
— = 0.
dt

En consecuencia, la energia total E(t) se conserva en el tiempo.

Esta identidad expresa el hecho de que la ecuacion de ondas describe un sistema
conservativo, en el cual la energia oscila entre energia cinética y potencial sin pérdidas.

Como una consecuencia inmediata de la conservacién de energia se obtiene la uni-
cidad del problema de Dirichlet para la ecuacién de ondas.

COROLARIO 20.3.1 (Unicidad del problema de Dirichlet para la ecuacion de ondas).
Sean f € C((0,L)x(0,T)), a,b € C([0,T]), g € C([0,L]) y h € C(|0, L]). El problema
Ugp — CPUgy = f(,1), re(0,L), t>0,
u(0,t) = a(t), u(L,t)=0b(t), t >0,
u(x,0) =g(x), w(z,0)=h(z), ze(0,L),

admite a lo sumo una solucion suficientemente reqular.

DEMOSTRACION. Supongamos que u1 y us son dos soluciones del problema y defi-
namos

W= Uy — Us.
Entonces w satisface
Wy — CPWyy = 0, re(0,L), t >0,
w(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0,
w(z,0) =0, w(z,0)=0, =€ (0,L).

Consideremos la energia asociada a w,

E(t)—/L<1w2+éw2)dx
o \2F 2T

Por el resultado anterior, esta energia se conserva en el tiempo. Ademés, usando las
condiciones iniciales, se tiene

E(0) = 0.
Por lo tanto, E(t) = 0 para todo t > 0, lo que implica que
w(z,t) =0 y we(x,t)=0
para todo z € (0,L) y t > 0.
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En particular, w es constante en el espacio y en el tiempo. Como w(0,t) = 0, se
deduce que w = 0, es decir,

U1 = Ug.
Esto prueba la unicidad de la solucién. 0
Otra consecuencia importante de la conservacion de la energia es la estabilidad
de las soluciones con respecto a los datos iniciales. Este resultado es de fundamental
importancia, ya que en la practica no es posible conocer los datos de la ecuaciéon con

infinita precision. En consecuencia, es necesario entender cémo los errores de medicion
en los datos iniciales se propagan en la solucion.

PROPOSICION 20.3.2 (Estabilidad respecto de los datos iniciales). Consideremos la
ecuacion de ondas homogénea

Uy — gy =0 en (0, L),
con condiciones de borde de Dirichlet homogéneas
u(0,t) = u(L,t) = 0.

Sean (g1, h1) y (g2, ha) dos pares de datos iniciales, y denotemos por uy y us las solu-
ctones correspondientes, con

ui(z,0) = g;(x), (u;)e(z,0) = hi(x), i=1,2.

Entonces, para todo t > 0, se cumple la estimacion
L

/0 (w1 — ug)} + A ur — up)?) (2,t) dv = /O ((h1 = ho)® + (g1 — 93)?) () da.

En particular, la solucion depende continuamente de los datos iniciales en la norma de
energia.
DEMOSTRACION. Definimos nuevamente
W= Uy — Us.
Entonces w satisface
Wy — Wy = 0, x € (0,L), t>0,
w(0,t) = w(L,t) =0, t>0,
w(z,0) = g1(r) — ga(2),
wy(z,0) = hy(x) — ho(z).

Consideremos la energia asociada a w,

E(t)—/L<1w2+§w2)dx
o \2F 2T

Por la conservacion de la energia demostrada anteriormente, se tiene
E(t) = E(0) para todot > 0.

Evaluando en ¢t = 0, obtenemos

B0 = [ (00— + G0t - 40 o
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Multiplicando por 2 se obtiene la identidad anunciada, lo que prueba la estabilidad del
problema respecto de perturbaciones en los datos iniciales. O]

20.4. Resolucién de la ecuacidén de ondas mediante series de Fourier

Veamos ahora como es posible utilizar la descomposicién en series de Fourier para
construir una solucion de la ecuacion de ondas (20.2.1) en un intervalo (0, L).

Por simplicidad, asumamos que (20.2.1) estd complementada con condiciones de
borde de Dirichlet homogéneas,

u(0,t) = u(L,t) =0,

y datos iniciales

u(z,0) = g(z), u(z,0) = h(x).

Como hemos visto en capitulos anteriores, en L*([0, L]) el operador —-; con con-
diciones de Dirichlet homogéneas admite una base ortogonal de autofunciones. Dicha

base esta dada por {sin(’%x)}keN (cada una de norma /L/2).

Luego, buscamos descomponer a la solucion de (20.2.1) de la forma
u(z,t) =Y cp(t) sin(Ex).
k=1

Calculando uy v Uy, derivando término a término la serie, obtenemos

ug (2, t) = Z dh(t)sin(2x),
Uy (2, 1) = — Z (’%)2 cx(t) sin(EXx).

Al sustituir en la ecuacion de ondas (20.2.1) e igualando término a término, resulta
que cada coeficiente ¢, satisface la ecuacion diferencial ordinaria

ch(t) + wier(t) = 0, wg = kX

La solucion general de esta ecuacion viene dada por
cx(t) = A cos(wit) + By sin(wgt).

Por lo tanto, la soluciéon general del problema toma la forma

u(z,t) = (Ak cos(c’“T“t) + B, sin(d‘“T”t)) sin(’%x),
k=1
Esta funcion obtenida u(x,t) verifica tanto la ecuacion de ondas (20.2.1) como las

condiciones de contorno Dirichlet homogéneas. Lo que resta es determinar las constan-
tes {Ax}ren v { Bk tren de manera tal que u verifique las condiciones iniciales.

Observemos que
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o
h(z) = w(z,0) = Z T By sin(E ).
k=1
Es decir, los coeficientes Ay y By estan dados por las series de Fourier seno de g y
h, respectivamente

o L
Ay = —/ g(z) sin(E2) dz,
L Jo

2 [F -
B =— h(z) sin(*2Zz) dz.
ckm Jo
OBSERVACION 20.4.1. La solucién se escribe como una superposicion de modos
normales. Cada modo normal corresponde a una onda estacionaria que oscila de manera

independiente con frecuencia
ckm
.

La energia total del sistema se reparte entre estos modos y permanece constante en el
tiempo, de acuerdo con la conservacion de la energia demostrada anteriormente.

WE =

Esta descomposicién explica la estabilidad del problema respecto de los datos ini-
ciales: cada coeficiente evoluciona como una oscilaciéon armonica, sin crecimiento ni
amplificacion de errores. Desde este punto de vista, resolver la ecuaciéon de ondas equi-
vale a descomponer el movimiento en osciladores armonicos independientes.

La energia repartida entre los modos. La afirmaciéon de que la energia “se re-
parte entre los modos” se puede hacer precisa con la identidad de Plancherel (Corolario
12.4.6), que en la base {sin(kwx/L)} de L*(0,L) se lee fOL | > apsin(krx/L)|? de =
% >, ai. Aplicandola a u;, que es una serie de senos, y la identidad analoga en la base

de cosenos, fOL | Y 4o1 Becos(kmz/L) > de = £ 37, B2, a u,, que es una serie de cosenos,
se obtiene (ejercicio)

- L
(20.4.1) E=) E, E.= Z”’% (A7 + Bp),

k=1
donde cada E} es la energia del k-ésimo oscilador armoénico, v cada una se conserva
por separado. La energia no se transfiere entre modos: una cuerda ideal que se pulsa
excitando ciertos armonicos los mantiene con la misma amplitud para siempre. Este es
un buen momento para comparar con el calor: alli cada modo decae con tasa D(kn/L)?,
tanto més rapido cuanto mayor es k; aca ningin modo decae. La ecuacién de ondas no
suaviza.

Volvemos al problema: la cuerda vibrante.

La solucion en serie responde las preguntas 2 y 3 de la Secciéon 17.1.
Una cuerda de longitud L, tension 7'y densidad lineal p vibra con las
frecuencias (en ciclos por unidad de tiempo)

k[T
Ok _ T k=123

fk:Q?T_i p



252 20. ECUACIONES HIPERBOLICAS: LA ECUACION DE ONDAS

Todas son muiltiplos enteros de la fundamental f; = i T/ p: por eso
el sonido de una cuerda tiene una altura definida, y por eso un misico
afina subiendo la tensién o acorta la cuerda con los dedos para subir
la nota (a la mitad de la cuerda, una octava). Las frecuencias fj con
k > 2 son los armoénicos (Figura 20.5). El timbre es el reparto de energia
(20.4.1) entre los armoénicos, que depende de como se excita la cuerda:
los coeficientes Ay, By estdn determinados por la forma inicial g y la
velocidad inicial h. Una cuerda pulsada en un punto z, (forma inicial
triangular, velocidad nula) tiene A oc sin(kmzo/L)/k* pulsarla en el
medio anula todos los armonicos pares, y pulsarla cerca del puente (como
se hace para un sonido “brillante”) reparte mas energia en los armonicos
altos. Una cuerda golpeada (piano: forma inicial nula y velocidad inicial
concentrada en un intervalo corto de ancho 2¢ alrededor de x, el ancho
del martillo) tiene By, o sin(kwzo/L)sin(kme/L)/k*; para k < L/¢ eso
es  sin(kmxo/L)/k, con armonicos que decaen mas lento: por eso suena
distinto. El ancho del martillo no es un detalle: fija el corte espectral. En
el limite € — 0 (velocidad concentrada en un punto) la energia (20.4.1)
de cada modo dejarfa de decaer y la energia total seria infinita. Los
detalles quedan como ejercicio (Ejercicio 21.1.26).

La pregunta 4 se contesta en el laboratorio (Ejercicio 21.2.12): en el
espectro de una cuerda real los picos estan casi, pero no exactamente,
en kf; (las cuerdas reales tienen rigidez, y eso corre los armoénicos al-
tos hacia arriba: inarmonicidad), y su amplitud decrece con el tiempo,
méas rapido para los armonicos altos, porque hay friccion con el aire y
disipacion interna. Ambos efectos se pueden incorporar al modelo con
términos adicionales, y ese es un buen ejercicio de modelado: ver qué
agrega cada término al espectro y compararlo con lo medido.

(a) modos normales sin(krz/L) (b) espectro ideal de la cuerda pulsada en z;=L/5
T :L 5
: Y At /k?
/:\/\‘ k=1 e o A
i hi E 061 X ausentes (k multiplo de 5)
! k=2 ; ’
! h=2fi 3
; S 0.4
| k=3 g
! =3fi ®©
| 0.2 5
/\/\/ . 1
I =4 “®.
. ; . . Z ul 0.01 : ,)'I('.'.-’-'.)Ic.....‘...)l(.........x.........)I(
0 L/5 L/2 L 1 5 10 15 20 25
T k (frecuencia f, =kf1)

FIGURA 20.5. (a) Los primeros cuatro modos normales de la cuerda con
extremos fijos y sus frecuencias f = kf;. (b) Espectro ideal de la cuerda
pulsada en zg = L/5: las amplitudes A; decaen como 1/k? y faltan los
armoénicos miultiplos de 5, para los que zy es un nodo.
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En la Figura 20.6 se muestran distintos instantes de la solucion de (20.2.1), calculada
con la serie de Fourier truncada a 20 modos (para este dato la truncaciéon es exacta,
ya que solo A; y Az son no nulos). En la Figura 20.7 se grafica la energia cinética,
la energia potencial y la energia total asociadas a dicha solucién. Obsérvese cémo se
manifiesta la conservacion de la energia demostrada en la seccion anterior.

L=c=1, h=0, 20 modos
1.0+
0.5
— 00
-
S _05-
~1.01 \_/
~15 = t—0:datog — t=0.3 — t=0.7
= {=0.15 = t=05 (u=0) t=1
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 20.6. Soluciéon de la ecuacion de ondas con L = ¢ = 1, dato
inicial g(z) = sinma+ 1 sin 37z y h = 0, en distintos instantes de tiempo.
La serie se truncé a 20 modos, pero para este dato s6lo Ay =1y A3 = %
son no nulos, asi que la figura muestra la solucién exacta.

L=c=1, h=0, g:sin7r1+%sin37r:c

101 —— F.n — = By + Epot
— Epot e E) + B3 =247+ 5.55

7

energia

O_
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00
t

FIGURA 20.7. Energia cinética, energia potencial y energia total de la

solucién de la Figura 20.6; la total coincide con la suma por modos F1+ Ej3
de (20.4.1).

20.5. La formula de d’Alembert

Hasta ahora hemos estudiado la ecuaciéon de ondas en dominios acotados, donde las
condiciones de contorno juegan un rol fundamental y la soluciéon se construye mediante
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series de Fourier. Veamos ahora el caso del dominio no acotado R, donde aparece una
descripcion particularmente simple de la solucion.

Consideremos la ecuaciéon de ondas en toda la recta
(20.5.1) Uy — Uy = 0, r€R, t>0,
con datos iniciales

u(z,0) = g(z), u(z,0) = h(x).
Cambio de variables caracteristico. Si introducimos las variables
¢E=1x —ct, n=ux+ct,
en estas coordenadas, un céalculo directo muestra que
Uy — gy = —4AC? Ugy-
Por lo tanto, la ecuacion de ondas (20.5.1) se reduce a
Ugy = 0.
Esta ecuacion tiene una solucién inmediata de la forma

u(€,n) = F (&) +Gn),

donde F'y G son funciones arbitrarias suficientemente regulares.
Si reescribimos esta solucion en las variables originales, obtenemos
u(z,t) = F(x — ct) + Gz + ct).

Esta expresion muestra que toda solucion es la superposicion de dos ondas viajeras que
se propagan sin deformarse, una hacia la derecha y otra hacia la izquierda, ambas con
velocidad c.

Determinacion de la solucioén a partir de los datos iniciales. A partir de la
forma general
u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct),
imponemos ahora las condiciones iniciales
Evaluando en ¢ = 0 se obtiene
F(r) + G(z) = g(),
mientras que derivando respecto del tiempo resulta
u(x,t) = —cF'(x — ct) + cG'(x + ct),
y por lo tanto
—cF'(x) 4+ cG'(x) = h(x).
Derivando la primera igualdad obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para
Fl(z) y G'(x)
Fi(x) + G'(x) = ¢'(z),
—cF'(x) + c¢G'(z) = h(z),
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del cual se deduce
1 1

Fa)= (4~ h@), @) =5 (d@)+ hi).

Integrando estas expresiones y absorbiendo las constantes de integracion en la de-

finicion de F'y G, se obtiene finalmente la formula de d’Alembert:

1 x+ct
(20.5.2) u(z,t) = 5(9(.7: —ct) +g(z +ct)) + % /_ t h(s) ds.

La Figura 20.8 muestra el caso h = 0: el dato se parte en dos mitades que viajan en
sentidos opuestos.

Uy = c*u,, en R, g gaussiana (¢=0.35), h=0, c=1

1.0
t=0
= 0.51
0.0
1.0
t=1
= 0.5
0.0
1.0
t=2
bl /\ /\
0.0 . i mtnininlot . ettt
1.0 1
t=23.5
o DA N L
0.0 it . . —Cooo--2
-6 -4 -2 0 2 4 6
x

F1GUuRrA 20.8. La férmula de d’Alembert con h = 0: el dato g se parte en
dos mitades que viajan sin deformarse en sentidos opuestos con velocidad
c.

OBSERVACION 20.5.1. La deduccion de la formula de d’Alembert no sélo proporcio-
na una representacion explicita de la solucioén, sino que también implica la unicidad del
problema de Cauchy, ya que cualquier soluciéon suficientemente regular debe coincidir
con dicha expresion.

Una consecuencia inmediata de la formula de d’Alembert es la siguiente estimacion
de estabilidad
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PROPOSICION 20.5.2 (Estabilidad en norma supremo). Sea u la solucidn de la
ecuacion de ondas en R dada por la formula de d’Alembert (20.5.2), con datos iniciales

wz,0) =g(z),  w(z,0)=h(z),
donde g,h € L>®(R). Entonces, para todo T > 0 se verifica la estimacion
ju(z, t)] < lglloc + T [[hlloc,  Vz €R, Vt€[0,T].

DEMOSTRACION. Por la formula de d’Alembert, la solucién viene dada por

u(z,t) = %(g(w —ct)+ gz +ct)) + % /w c h(s) ds.

c —ct

Tomando valor absoluto y estimando término a término, obtenemos

1 1

5 (9l =) +gle+ )| < 5 (1o — et +lg(e + D)) < gl
y

1 x+ct otct .

1 1 IRV

ol A /Ht [h(s)|ds < o (2et) |l = t ]

Sumando ambas estimaciones se concluye que
u(@, t)] < lgllee + 1 [[]]oo-
Finalmente, como 0 <t < T, se deduce la cota uniforme
u(@, t)] < lgllee + T [[]]o0,
para todo z € Ry todo t € [0,7]. O

Dominio de dependencia y rango de influencia. Una de las consecuencias
més importantes de la formula de d’Alembert es que permite identificar de manera
precisa qué parte de los datos iniciales influye en el valor de la solucién en un punto
dado del espacio-tiempo.

En efecto, por la formula de d’Alembert (20.5.2), la solucién en un punto (z,t)
viene dada por

x+ct
u(z,t) = %(g(a: —ct) +g(z +ct)) + 2% /_ t h(s)ds.

De esta expresion se deduce inmediatamente que el valor de u(x,t) depende inicamente
de los valores de los datos iniciales g y h en el intervalo

[z —ct, z+ ct].

Dominio de dependencia. Se dice que el dominio de dependencia del punto (z,t)
es el conjunto de puntos del eje inicial {t = 0} cuyos valores influyen en u(z,t). En el
caso de la ecuacién de ondas en R, dicho dominio es el intervalo

D(z,t) ={(s,0) e Rx {0} : |s — x| < ct}.

Geométricamente, este conjunto corresponde a la intersecciéon del cono caracteristico
con el eje t = 0. Ver Figura 20.9(a).
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Rango de influencia. De manera dual, dado un punto (z, 0) del eje inicial, su rango
de influencia es el conjunto de puntos (z,t) tales que el valor de u(z,t) depende del
dato inicial en (¢, 0). En este caso, dicho conjunto esta dado por

{(Q?,t) : ‘l’ - .CEo| <ct, t > 0}7

que corresponde al cono caracteristico con vértice en (zg,0). Ver Figura 20.9(b).

(a) dominio de dependencia de (=, tp) (b) rango de influencia de (z,0)
til tﬂ
(0, to)
[ ]
rango de
influencia
E}
X =
/U X(}f
&° - N
4 dominio de 2
Y dependencia X
& E]
xg — ¢ty Ty +cly T (0, 0) L

FIGURA 20.9. (a) Dominio de dependencia de (xg, to): u(zg,ty) sélo de-
pende de los datos iniciales en [z — cto, o + cto]. (b) Rango de influencia
de (¢, 0): el dato en z solo afecta a la solucion en el cono |x — x| < ct.

Estas propiedades reflejan una caracteristica fundamental de la ecuacién de ondas:
la propagacion de la informacioén ocurre con velocidad finita ¢. En particular, pertur-
baciones localizadas en los datos iniciales no se transmiten instantdneamente a todo
el espacio, en marcado contraste con lo que ocurre en ecuaciones parabdlicas como la
ecuacion del calor.

OBSERVACION 20.5.3. La existencia de dominios de dependencia y rangos de in-
fluencia finitos es una manifestacion de la naturaleza hiperbélica de la ecuacion de ondas
y esta intimamente ligada a la unicidad y a la estabilidad del problema de Cauchy.

20.6. Dos descripciones de la misma solucién

Tenemos dos formulas para la soluciéon de la ecuacion de ondas: la serie de Fourier
en un intervalo y la férmula de d’Alembert en la recta. No son dos teorfas distintas:
son la misma soluciéon mirada de dos maneras.

Consideremos el problema en (0, L) con condiciones de Dirichlet homogéneas y datos
g,h, y extendamos g y h a toda la recta como funciones impares y 2L-periodicas (la
extension impar es la que se anula en z = 0y z = L). Sea u la solucion de d’Alembert
(20.5.2) con esos datos extendidos. Entonces u(-,t) es impar y 2L-periodica para todo ¢
(la formula preserva ambas simetrias; ejercicio), y por lo tanto u(0,t) = u(L,t) = 0: la
restriccion de u a (0, L) es la solucion del problema en el intervalo. Como por unicidad
hay una sola, la serie de Fourier de la Seccién 20.4 y esta u coinciden.
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La lectura fisica es transparente. Un pulso que viaja hacia la derecha sobre la
cuerda llega al extremo fijo x = L, donde se encuentra con su “imagen” invertida
que viene del intervalo (L,2L) de la extension impar: el resultado es que el pulso
se refleja en el extremo fijo con el signo cambiado (Figura 20.10). Una onda esta-
cionaria (un modo normal) no es otra cosa que la superposicién de dos ondas viaje-
ras que se reflejan indefinidamente en los dos extremos. Reciprocamente, la férmula
sin(krz /L) cos(wyt) = 3[sin(km(x — ct)/L) + sin(kr(z + ct)/L)] muestra cada modo
como suma de dos ondas viajeras.

pulso hacia el extremo fijo z=L: L=¢c=1, 2y =0.6, h=—cg’

1 Y /L
3 0 —— T T T T T T ,’;============
\\\ I/
—1- y
Y02
s 0 — u(z,t) en [0, L] . ]
—— extensién impar en (L, 2L) TN e
14 - leapfrog (r=0.5) \\/’
Y035 /\
= 0 .
\\ ,,/
_1. ~
1- t:o45 ’l’\\
\
S 0 \/ S— ]
_1-
1 t=0.7 ,f’\\\
7/ ~
_1- I I
0 L2 L 3L/2 2L
x

F1GURA 20.10. Reflexion de un pulso en el extremo fijox = L (L =c =
1). En [0, L], la solucion; en (L,2L), sombreada, la extension impar del
dato: la “imagen” invertida viaja hacia la izquierda y entra en [0, L] cuan-
do el pulso sale, de modo que el pulso vuelve invertido. En el instante en
que el pulso y su imagen se superponen la cuerda estd momentaneamen-
te plana y toda la energia es cinética. Superpuesta a la soluciéon exacta,
la aproximacion del esquema numérico leapfrog (Ejercicio 21.2.10) con
r = cAt/Ax = 0,5.

Cada descripcion es util para algo distinto. La serie de Fourier hace evidentes las
frecuencias, la energia por modo y el timbre; la féormula de d’Alembert hace evidentes
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la velocidad finita de propagacion, los dominios de dependencia y el hecho de que las
singularidades del dato inicial viajan sin suavizarse: si g tiene un pico (una cuerda
pulsada), u(-,t) tiene dos picos, en xy + ct, para todo ¢t. En la ecuacion del calor, en
cambio, todo pico desaparece instantaneamente. Esta es la diferencia cualitativa més
profunda entre las ecuaciones parabolicas y las hiperbdlicas, y conviene tenerla presente
al elegir un modelo: si el fendémeno que se observa transporta perfiles sin deformarlos,
el modelo es de ondas; si los borra, es de difusion.






Capitulo 21
Ejercicios

21.1. Ejercicios teoéricos
Ecuacion de difusion.

EJERCICIO 21.1.1. Sea u una solucion regular de v, — Au =0 en R™ x (0, +00).

1. Mostrar que uy(z,t) = u(Ar, \?t) también resuelve la ecuacion del calor para
cada A € R.

2. Mostrar que v(z,t) = = - Vu(x,t) + 2tus(x, t) también resuelve la ecuacion del
calor.

EJERCICIO 21.1.2. 1. Si ¢ = ¢(z,t), v € R® ¢ > 0, es una soluciéon con
simetrfa esférica de la ecuacion del calor en R?® (i.e. ¢(x,t) = w(|x|,t) con
w: R? — R), entonces ¢ satisface

2
(2111) ¢rr + ;Qbr = ¢t t> 0, r > 0.

2. Mostrar que la ecuacion (21.1.1) puede reducirse mediante el cambio ¢ = ¢ a
la ecuacion del calor unidimensional.

EJERCICIO 21.1.3. Considerar el problema de la ecuaciéon del calor con condiciones
de tipo Neumann en el borde, es decir,

Up — Upy = 0, x e (0,m), t >0,
u.(0,t) = ux(m,t) =0 ¢>0,
u(z,0) = f(z) z € (0,m).

Encontrar la solucién en forma de serie de Fourier.

EJERCICIO 21.1.4. Se quiere estudiar la evolucion de la temperatura de una barra
unidimensional de longitud L que inicialmente esta a temperatura constante ug > 0y
luego se mantiene uno de los extremos de la barra a temperatura constante 1y mientras
que el otro extremo se mantiene a temperatura constante uy > ug.

1. Observar que este problema se modela con la ecuacion

u — Dug, =0, x € (0,L), t>0
u(z,0) = uy, ze (0,L)
uw(0,t) = ug, u(L,t) =ug
2. Antes de realizar calculos especular con qué evolucién se espera y cudl creen
que sera el estado final de la temperatura.
261
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3. Considerar las variables adimensionales y = z/L y s = t/7 donde 7 = L?/D
(recordar que las unidades del coeficiente de difusion D son m?/s).
Definir entonces la funcién rescalada

u(Ly, Ts) — ug

v(y, s) = —

Verificar que v es soluciéon del problema

Vs — Uyy =0 y€(0,1), s>0

v(y,0) =0 y € (0,1)
v(0,s5) =0, v(l,s) =1.

4. Calcular la solucién estacionaria asociada al problema adimensional.
5. Sillamamos v*(y) a la solucion estacionaria del item anterior, se define la funcion

V(y,s) =v"(y) —v(y,s)

que mide el defecto de la solucién del problema de evoluciéon en alcanzar su
estado estacionario. Verificar que V' es soluciéon de la ecuacion

V,—V,, =0 y e (0,1), s>0

V(y,0) =y y€(0,1)
V(0,s) =0, V(1,s) =0.

6. Usar el método de separacion de variables para calcular V (y, s) para obtener la
expresion
oo

; 2 22
Viy,s) =Y (=1)" —e 7" sin(jmy).

m
j=1 J

7. Volver a las variables originales y encontrar una expresion para u(zx, t). Observar
que u(z,t) converge, cuando t — oo a la solucion estacionaria asociada.
8. Observar que el término principal de la expresion obtenida para u(zx,t) es

(s, — ) e~ sin 7
—(ur, —ug) —€ L% sin—ux.
s L

Chequear que cuando t ~ L?/D este término principal se redujo aproximada-
mente a un 0.005 % de su amplitud original.

9. Concluir que el tiempo caracteristico necesario para llegar al estado estacionario
es del orden de L?/D.

EJercIcIO 21.1.5 (Difusion con fuente de calor externa). La temperatura de una
barra de longitud infinita con temperatura inicial g y sujeta a una fuente de calor f
puede ser modelada por la ecuacién:

uy — Dug, = f(z,t), z€R, t>0,
u(z,0) = g(z), zeR,

donde g y f(+,t), para cada t fijo, son funciones de S.
Usar la transformada de Fourier para resolver el problema.
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EJERCICIO 21.1.6 (Difusion en barra semi-infinita). Encontrar la solucion del pro-
blema
U = Uge, x>0,1>0,
u(a:,()) = gp(x), r 20
w0,t) = 0, t>0

EJERCICIO 21.1.7. Sea u(z,t) solucion del problema

U = Uge, TER, >0,
u(@,0) = (), x€R

dada por la convolucién de ¢ en la variable z con la solucién fundamental. Probar que
si p € L'(R), entonces u(-,t) € LY(R) Vt >0y

/Ru(a:,t)dx:/Rgo(x)d:c, vt > 0.

EJERCICIO 21.1.8 (Desigualdad de Wirtinger, guiado). Sea ¢: [0,¢] — R de clase
C! con ¢(0) = p(f) = 0. El objetivo es probar la desigualdad de Wirtinger de la

Observaciéon 18.5.9,
‘£, P e
dr < — "d
| <o [@ra

que mejora la constante ¢? del Lema 18.5.8 y es 6ptima.

1. Extender ¢ a [/, (] como funcién impar y luego a toda la recta como funciéon
2(-periddica. Verificar que la extension es continua y C! a trozos ({qué papel
juegan las hipotesis p(0) = ¢(¢) = 07) y que su serie de Fourier es una serie de
senos, p(x) = > o b sin(kma/l).

2. Mostrar, usando la Proposicion 12.1.1 (coeficientes de la derivada), que la serie
de Fourier de ¢’ es Y, -, 7 by, cos(kmz /().

3. Escribir foz 0y f[f (¢')? en términos de los by usando la identidad de Parseval
(atencion al factor £/2 que viene de integrar sobre medio periodo).

4. Concluir la desigualdad comparando término a término, y mostrar que vale la
igualdad si y solo si p(z) = by sin(mz/{): la constante es 6ptima.

5. Deducir la versién con constante 72 /d? de la desigualdad de Poincaré, repitiendo
la demostracion del Teorema 18.5.6 con este lema en lugar del Lema 18.5.8.

6. Para el cuadrado [0,1]%, calcular [ |Vw|?/ [w® para w = sin(mz)sin(ny) y
comparar con las tres cotas 1/d?, 7?/d*> y A\ = 272, (Por qué Wirtinger es
6ptima en el intervalo y no en el cuadrado?

Transporte, reaccion y difusion: el significado de cada término.

EJERCICIO 21.1.9 (Transporte). Consideramos la ecuacion de difusién con trans-
porte (o conveccion—difusion) en la recta,

U + VU = D Uy, reR, t>0, u(x,0) = g(z),
conveRyD>0.

1. Resolver primero el caso D = 0: probar que u(z,t) = g(x — vt). {Qué le hace el
término vu, al perfil inicial? ;Hacia donde lo mueve si v > 07
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. Para D > 0, hacer el cambio de variables y = x — vt, w(y,t) = u(y + vt,t) y

probar que w resuelve la ecuacion del calor. Deducir la solucién explicita como
convolucién de g con una gaussiana centrada en vt.

. Graficar la solucién para g un pulso, con v =1y D = 0,01, 0,1, 1, en varios

instantes. Describir en palabras qué hace cada término.

. El cociente Pe = vL/D (el nimero de Péclet) compara el transporte con la

difusion en una escala espacial L. Verificar que es adimensional. Dar un ejemplo
de fenémeno con Pe > 1 y otro con Pe < 1.

. En dimension n, con un campo de velocidades v(x), hay dos formas de escribir

el transporte: v-Vu y div(vu). Probar que coinciden si y soélo si divv = 0, y que
s6lo la segunda conserva la masa total [« (cuando no hay flujo por el borde).
, Cudl corresponde a un contaminante arrastrado por un fluido incompresible?
LY a una poblaciéon que se mueve con velocidad dependiente de la posicion?

EJERCICIO 21.1.10 (Reaccion). Consideramos la ecuacion de difusion con un tér-
mino de reaccion lineal,

1.

uy = D ug, + cu, c e R.

Probar que si u resuelve esta ecuacion entonces w = e~ “u resuelve la ecuacion
del calor. Deducir que en la recta, u(x,t) = e“(®(-,t) * g)(z). Interpretar: ;qué
hace el término cu si ¢ > 07 ;Y si ¢ < 07 Dar un ejemplo de cada caso (una
poblaciéon que se reproduce y se dispersa; una sustancia que se degrada mientras
se difunde).

. Mostrar que los tres efectos, difusion, transporte y reacciéon, se pueden desaco-

plar en el caso lineal: la solucién de w; + vu, = Dug, + cu en R es e por la
solucion del calor evaluada en x — vt.

. {Qué pasa con el cambio de variables del item 1 en un intervalo con condiciones

de Dirichlet homogéneas? ;Y con condiciones de Neumann? ;Y de Robin?

EJERCICIO 21.1.11 (Tamano critico de un héabitat). Una poblacion que se reproduce
con tasa ¢ > 0y se dispersa con difusividad D en un habitat unidimensional (0, L)
rodeado de un ambiente hostil (donde muere instantdneamente) se modela con

uy = Dugy +cu, x€(0,L), u(0,t) = u(L,t) =0, u(z,0) = g(z) > 0.

1.

2.

Resolver por separacion de variables y escribir la solucién en serie. Verificar que
el modo k evoluciona como (e~ Pr**/L*)t

Concluir que la poblacion se extingue si ¢ < D7?/L? y crece exponencialmente si
¢ > D%/ L% Expresar el resultado como un tamano critico: el habitat sostiene
a la poblacion si y sélo si L > L. = m\/D/ec.

. Verificar que L. tiene unidades de longitud e interpretar: ;jpor qué un habitat

més chico no alcanza, si la poblacién se reproduce igual? ;Qué papel juega D?
Comparar con el criterio de estabilidad del Capitulo 18: el equilibrio u = 0 es
estable si y s6lo si ¢ < D)y, con A el primer autovalor de Dirichlet. Enunciar
el resultado en un dominio 2 C R" cualquiera. ;Cémo se relaciona con la
bifurcaciéon transcritica de la Parte I7

. El modelo lineal predice crecimiento exponencial sin limite. ; Qué término habria

que agregar para tener una capacidad de carga? (La ecuacion resultante, u; =
Duyy + cu(l —u/K), se llama de Fisher-KPP.) ;Cambia el tamano critico?
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EJERCICIO 21.1.12 (El operador general). Sea Lu = DAu—v-Vu+cuen ) C R".
Para cada uno de los siguientes fenémenos, decir qué términos de L intervienen, con
qué signos, y qué condiciones de borde son razonables: (a) la temperatura de una barra
con un extremo en un bafo térmico y el otro al aire; (b) un contaminante vertido en un
rio; (¢) un farmaco que se difunde en un tejido y es metabolizado; (d) una poblacion
de insectos en una isla; (e) el precio de una opcioén financiera (buscar la ecuacion de
Black—Scholes y reconocer los términos).

La temperatura del suelo.

EJERCICIO 21.1.13 (La solucién periddica, paso a paso). Consideramos el problema
(18.6.1) con Ts(t) =T + Acos(wt).

1. Verificar directamente que u,, dado por (18.6.2) resuelve la ecuacion, la con-
diciéon de borde y es acotada.

2. Probar que es la tnica solucion acotada y periddica en ¢ (sugerencia: la diferen-
cia w de dos de ellas es acotada por M, periddica en t, se anula en x = 0 y re-
suelve la ecuacion del calor en el semieje; resolviendo desde el instante tg = —nT’
con la formula de la barra semi-infinita, |w(z,t)| < M erf(z/\/4D(t — t)), v
esta cota tiende a cero cuando n — 00).

3. Calcular la profundidad a la que la amplitud del ciclo anual se reduce al 10 %
y el retraso correspondiente, para D = 5 x 1077 m?/s. jA qué profundidad la
temperatura anual esta en contrafase con la superficie?

4. Superponer los ciclos diario y anual y escribir w,., para Ty(t) = T+ A; cos(w;t)+
Ay cos(wat + ).

5. (A qué profundidad hay que enterrar una caneria para que no se congele si la
temperatura media anual es 12°C y la amplitud del ciclo anual en superficie es
15°C? ;Cambia la respuesta si se considera ademés el ciclo diario?

6. Calcular el flujo de calor —kwu,(0,t) en la superficie, donde k = pc,D es la
conductividad térmica (para un suelo tipico, pc, ~ 2 x 10° J/(m’K)). ;Esté
en fase con la temperatura? ;Cuanto calor entra al suelo en verano y sale en
invierno, por unidad de area?

Ecuaciéon de Laplace.

EJERCICIO 21.1.14. Se considera el problema siguiente para la ecuaciéon del poten-
cial en el rectangulo R = [0, a] x [0, b]:

Ugy + Uyy =0 (z,y) € R,
u(0,y) = u(a,y) =0, y € (0,0),
u(z,0) = f(z); u(xz,b) =g(z) x€(0,a).

Para cada y fijo, se escribe u(z,y) en serie de senos en el intervalo (0,a) y se continta
como en los otros casos. Completar los célculos.

EJERCICIO 21.1.15. Buscamos funciones armonicas (i.e. que verifiquen u,, + u,, =
0) en el circulo unidad del plano conociendo su valor en la circunferencia. Escribiremos
la solucion en coordenadas polares, de modo que buscamos u(r,0) para 0 < r < 1y
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0 < 6 < 2x. Verificar que el problema a resolver es

urr—k%uT—l—r%’U,ggIO O§7’<1,0§6§27T;
u(1,6) = f(6) 0<6<om

Para cada r fijo, desarrollamos u(r 0) en serie de Fourier y tenemos

u(r, 0 ) cos k6 + By(r) sinkf).

Escribir las ecuaciones dlferencnales ordlnarlas que deben satisfacer Ag(r) y Bi(r) v
resolverlas; eliminar las soluciones que no sean continuas en el origen. Las constantes
indeterminadas se obtienen a partir de f y la solucién obtenida debe ser

a > .
50 + ; ¥ (ay, cos kO 4 by, sin k),
donde a;, y by son los coeficientes de Fourier de f.

EJERCICIO 21.1.16 (Efecto regularizante). Probar que si u es armonica en €, en-
tonces las derivadas de cualquier orden de u también son armonicas en €.

EJERCICIO 21.1.17 (Problema de torsion). Si Q C R* es un conjunto abierto y
acotado y v € C3(2) N C*(Q) es solucion del

Uz + Vyy = -2, en {2
v = 0, en 0f)

probar que u = |Vv|?* alcanza su maximo en 0.

EJERCICIO 21.1.18 (Problema de Neumann homogéneo). Sea €2 C R"™ un dominio
(abierto y conexo) acotado con borde regular. Probar que si u € C%*(Q2) N CY(Q) es
solucion de

Au=0 en €,
g—gzo en OS2,

entonces u es constante.

EJERCICIO 21.1.19 (Problema de Neumann: condicién de compatibilidad). Probar
que si ) es un abierto acotado de R™ con borde regular y la ecuacion

—Au=f en (),
gﬁ—g en 0f),

tiene una solucion u € C2(2) N C*(Q), entonces

| s /8 g(o)ds

EJERCICIO 21.1.20 (El esquema de cinco puntos es el juego). Discretizamos el

cuadrado @ = [0,1]* con paso h = 1/n y buscamos U;; ~ u(x;,y;) resolviendo el
sistema lineal
1
U'L’j = Z(UZ’JFLJ' -+ Uifl,j + Ui,j+1 -+ Ui,jfl) en los nodos interiores,

Uij = g(xi,y;) en el borde.
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1. Verificar que este sistema es exactamente la ecuacion del valor esperado del
juego de la Seccion 19.2, y también la discretizacion por diferencias centradas
de Au = 0 (Ejercicio 21.2.4 en dos dimensiones).

2. Probar el principio del maximo discreto: la solucion U alcanza su maximo y su
minimo en el borde. Deducir que el sistema tiene solucién tnica.

3. Probar que la iteracion Ui(jml) = i(Ui(fl)J + - ) (método de Jacobi) converge

a la solucién para cualquier U®). Interpretarla como “jugar un paso méas”.

EJjercicio 21.1.21 (Laplace y los datos). Los siguientes problemas de ciencia de
datos son, en el fondo, la ecuacién de Laplace o de Poisson.

1. Rellenar huecos (inpainting). Una imagen f en escala de grises tiene una region
() danada. Se propone rellenarla con la funcién v armoénica en €2 que coincide
con f en 0f). Explicar, usando la propiedad del valor medio y el principio del
maximo, qué aspecto va a tener el relleno (;puede crear un valor méas claro que
todo el borde?, jpuede tener textura?). ;Para qué tipo de regiones funciona
bien y para cuales no?

2. Propagacion de etiquetas en un grafo. Se tiene un grafo con N nodos, de los
cuales unos pocos estan etiquetados con un valor g; € {0, 1}. Se busca asignar a
cada nodo no etiquetado el promedio de sus vecinos. Escribir el sistema lineal,
compararlo con el juego de la Seccion 19.2 y probar que las etiquetas asignadas
estan en [0, 1]. {Qué interpretacion probabilistica tiene u;?

3. Suawvizado variacional. Dados datos ruidosos d en 2, se busca u que minimice
2o IVul? + & [ (u — d)?. Deducir, como en la Seccién 19.1, la ecuacién de
Euler-Lagrange —Au+ p(u—d) = 0 y la condicion de borde natural (O,u = 0).
., Qué hace el pardmetro u? Resolver en un rectangulo con series de Fourier y
mostrar que el método atenta el modo (k,¢) por el factor p/(p + Age): es un
filtro pasabajos.

Ecuaciéon de ondas.

EJERCICIO 21.1.22. Utilizar la transformada de Fourier (en la variable z) para
obtener la férmula de d’Alembert para la ecuacion de ondas en R.

EJERCICIO 21.1.23 (Foérmula de d’Alembert). Verificar que el cambio de variables
E=x—ct, n=x+ct,
transforma la ecuacion de ondas uy — 2y, = 0 en
O¢Opu = 0.

Usar este cambio de variables para hallar la formula de d’Alembert para la solucion de
la ecuacion de ondas unidimensional.

EJERCICIO 21.1.24 (Fuerzas externas). El movimiento de una cuerda de longitud
infinita que inicialmente esta en reposo y se le aplica una fuerza externa (por unidad
de masa) dada por f puede ser modelado de acuerdo a la siguiente ecuacion:

Uy — gy = f(x,t)  en R x (0,00),
u(z,0) = uy(x,0) =0 en R.

Utilizar la transformada de Fourier para encontrar la solucion.
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EJERCICIO 21.1.25 (Cuerda semi-infinita). Consideramos una cuerda semi-infinita,

esto es, situada sobre el semieje x > 0 y amarrada al origen x = 0. El movimiento de
esta cuerda dada su posicion inicial g y su velocidad h se puede modelar mediante la
ecuacion:

Upp — Uy = 0 z>0,t>0
u(0,t) =0 t>0

u(z,0) =g(z) x>0
u(x,0) = h(x) x> 0.

Encontrar una férmula explicita para la solucion.

EJErcICIO 21.1.26 (La cuerda pulsada y la cuerda golpeada). Consideramos la

ecuacion de ondas en (0, L) con extremos fijos.

1. Cuerda pulsada. Se suelta desde el reposo la forma inicial triangular g(x) =

ax/zy para x < xgy g(x) = a(L —x)/(L — xy) para x > zo (la cuerda tirada

una distancia a en el punto zg). Calcular los coeficientes A, y verificar que
o 2aL2 sin(kmzo/L
Ak — m2zo(L—z0) k2

) ;Qué armonicos faltan si zg = L/27 |Y si zg = L/3?

. Cuerda golpeada. La cuerda parte de la posicién de equilibrio con velocidad

inicial h(x) = vy en (xg — €,x9 + €) y cero en el resto. Calcular By y su limite
cuando € — 0 con 2¢evy = [ fijo. Comparar el decaimiento de los coeficientes
con el del item anterior y explicar por qué el piano tiene un sonido mas “rico”
en armonicos altos que la guitarra. Mostrar que, en ese limite, la energia E de
cada modo no tiende a cero cuando k — oo y la energia total es infinita: ;qué
papel juega entonces el ancho 2¢ del martillo?

. Verificar la formula (20.4.1) y calcular la fraccién de la energia en el modo

fundamental en los dos casos anteriores, con zo = L/5 (en el segundo, con
e = L/50).

. Calcular la frecuencia fundamental de una cuerda de guitarra de 65 cm y 3,5

g/m sometida a una tension de 70 N. ;Qué tension hace falta para subirla un
tono (un factor 21/6)?

EJERCICIO 21.1.27 (Amortiguamiento). Consideramos la ecuacion de ondas con

friccion wy + 2vu; = g, en (0, L) con extremos fijos, v > 0.

1. Probar que la energia E de la Seccion 20.3 decrece: B/ = —2~ fOL u? dw.
2. Separar variables y mostrar que el modo k evoluciona como e~ cos(Wxt — i)

con Wy = \/wi — 2 (siy < wg). {Cambia la frecuencia? ;Cambia el decaimiento

de un modo a otro?

. En una cuerda real los armoénicos altos se apagan maéas rapido que los bajos.

Proponer una modificacion del término de fricciéon que reproduzca ese compor-
tamiento (por ejemplo —2vyu; + vu,,) y calcular la tasa de decaimiento de cada
modo.

. Inarmonicidad. Una cuerda con rigidez a la flexion obedece uy = c*tyy — Klppee.

Mostrar que los modos siguen siendo sin(kmx/L) pero las frecuencias pasan a
ser wy = 9T\ /1+ Bk? con B = kr?/(c*L?). Los arménicos ya no son milti-
plos enteros de la fundamental: ;hacia dénde se corren? Esto se mide en el
laboratorio (Ejercicio 21.2.12).
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EJERCICIO 21.1.28 (Condicién de Robin: un extremo atado a un resorte). Consi-
deramos la ecuacion de ondas en (0, L) con u(0,t) =0y u,(L,t) + ku(L,t) = 0.

1. Separar variables y mostrar que las frecuencias propias son w = cu donde u
resuelve tan(pul) = —p/k. Graficar ambos miembros y ubicar las raices.

2. ;Qué pasa con las frecuencias cuando k — o? ;Y cuando K — 07 Interpretar
fisicamente ambos limites.

3. {Son los armoénicos miltiplos enteros de la fundamental? ;Suena “afinada” una
cuerda asi?

EJERCICIO 21.1.29 (Equiparticion de la energia). Sea u(z,t) la solucion del proble-
ma de Cauchy para uy — c*uz, = 0 en R con datos g, h suaves y de soporte compacto
en (a,b). Mostrar, usando la formula de d’Alembert, que existe T tal que para t > T'
la energia cinética [ fu? y la potencial [ %ui son iguales. Interpretar: para tiempos
largos las dos ondas viajeras ya se separaron.

EJERCICIO 21.1.30 (Ondas viajeras y modos). Verificar que, si g y h son las exten-
siones impares y 2L-periodicas de datos en (0, L), la formula de d’Alembert produce
una funcion impar y 2L-periddica en x para todo t. Tomar g(z) = sin(rz/L), h =10,y
comprobar que la féormula de d’Alembert y la serie de Fourier dan la misma funcion.
Repetir numéricamente con un pulso localizado y observar la reflexion en los extremos.

21.2. Ejercicios de laboratorio

EJERCICIO 21.2.1. Considerar los siguientes esquemas de diferenciacion:
u(z+h)—u(x)
—_——

u(z)—u(x—h)

- -

u(z+h)—u(x—h)
2h ’

» Diferencias forward: u/(z) ~
» Diferencias backward: u/(z) ~

» Diferencias centradas u'(x) ~
Implementar funciones que calculen matrices de diferenciacion usando estos métodos:

= Sobre un subconjunto adecuado de los nodos de una grilla de un cierto intervalo

[a, b],
= Sobre todos los nodos de la grilla, asumiendo condiciones de borde peridédicas
u(a) = u(b).

EJERCICIO 21.2.2. Sea u una funciéon suficientemente suave.

(a) Calcular polinomios del grado adecuado que interpolen a u en los nodos:
= —2h,x—hyux
mx—2h,x—h,z, v+ hyx+2h.
(b) Deducir formulas de diferencias finitas que aproximen u/(z) utilizando esos no-
dos.
(c¢) Implementar las matrices de diferenciacion correspondientes asumiendo condi-
ciones de contorno periédicas.

EJERCICIO 21.2.3. Evaluar numéricamente el orden de convergencia de los métodos
de diferenciacion de los ejercicios anteriores. Para ello, aplicar las matrices sobre una
grilla con paso h; = 27% i = 3,...,8. Pueden utilizarse las siguientes funciones, en el
intervalo [0, 1]:



270 21. EJERCICIOS

» u(x) = log(z + 1) —log(2)x.

- ?J([L’) _ ecos(2ﬂ'z)‘

Calcular el error en || - ||« v graficar el logaritmo del error en funciéon del logaritmo de
h para estimar el orden de cada método. ;Qué se observa cuando se aplican métodos
que asumen condiciones de borde periddicas a la funcién u? ;Por qué?

EJERCICIO 21.2.4 (Condiciones de Dirichlet). Se desea resolver numéricamente la
ecuacion de Poisson en una dimension con condiciones de borde de tipo Dirichlet

Uzz() = f(x), paraz € (0,1)
(21.2.1) u(0) = «

Para ello se considera la malla uniforme {z; = hj, j = 0,1,2,...m + 1} con h =
1/(m + 1). En los puntos de la malla z; € (0,1) se usa el esquema de diferencias
centradas para la derivada segunda:
x4+ h) —2u(x) + u(x — h)
h? '
(a) Escribir un programa que resuelva el problema generando la matriz del problema
discreto con el comando np.diag
(b) Repetir utilizando el comando scipy .sparse.spdiags.
(¢) Comparar la performance de ambas resoluciones computando el tiempo de re-
solucion (se puede usar el comando time.time()) en funcion de h.

U//(.T) ~ U(

EJERCICIO 21.2.5 (Capa limite en el borde). Considerar la ecuacion

(21.2.2) gy — Uy = [, uw(0) =a wu(l)=7.
cuya solucion exacta para el caso f(x) = —1 esta dada por
|

(a) Graficar la solucion exacta para el caso « = 1, = 3 a medida que ¢ — 0.
Interpretar el significado del término capa limite que se suele aplicar al com-
portamiento de u.(x) para x cerca del borde {z = 1} y ¢ — 0. ;De qué tamario
es la capa limite?

(b) Resuelva numéricamente la ecuacion (21.2.2) usando diferencias centradas para
las derivadas primera y segunda, y una malla de tamano h. Grafique el error
para distintos valores de h y €. ;Qué ocurre si h > 2¢7

EJERCICIO 21.2.6 (Condiciones de Neumann). Se desea resolver numéricamente la
ecuacion de Poisson en una dimensiéon con condiciones de Neumann en x = 0 y de
Dirichlet en z = 1,

tealz) = f(z), paras € (0,1)
(21.2.3) uz(0)= 0

u(l) = 0.
Obtener matrices para el problema discreto y resolver discretizando la condiciéon de
Neumann u,(0) = 0 con las siguientes aproximaciones:

(a) Uy — Uy = 0 (diferencias forward)
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(b) Uy — U_; = 0 (diferencias centradas y nodo ficticio)
(c) %Uo —2U; + %UQ = 0 (diferencias forward de orden 2)

Sug. Para el caso del nodo ficticio, anadir la ecuacion 1/h? (U_y — 2Uy + Uy) = f(xo).
Comparar contra la solucion exacta en los casos f = sin(27z) y f = cos(2wz) (en
el primero f(0) = 0 y las discretizaciones (a) y (b) coinciden; en el segundo no) vy,
tomando e, = |U — ul|o, estudiar numéricamente cuél es el orden de aproximacion
que se observa para la soluciéon del problema en cada caso.

EJERCICIO 21.2.7. Para aproximar la ecuacion U; = DU,, se utiliza el esquema en
diferencias finitas que se obtiene al realizar una discretizaciéon explicita en la variable
temporal y diferencias centradas para la segunda derivada espacial:

At k
=D
(Ax)? h?
con k = Aty h = Az (aqui U denota la solucién exacta y u} su aproximacion discreta
en (z;,t,)).

W =ru? |+ (1—2r)uf +ru, donder =D

(a) Suponiendo que la solucion continua U tiene derivadas continuas y acotadas de
tanto orden como sea necesario, mostrar que para cualquier valor de r > 0 fijo
se tiene que:

T . U(:ij tn-i-l) - U(xjv tn) . DU(Ij-i-lv tn) - 2U($J’7 tn) + U(‘Tj—b tn)

Jo 2

k h
Mas atin: si se elige r = ¢ 77 ~ O(h*).
(b) Mostrar que el error e} = U(z;,t,) — uj satisface:

~ O(h?)

et =rel |+ (1—2r)e) +ref, + KT}

Observar que el hecho de que T}' ~ O(h?) no garantiza la convergencia del
método.
(c) Probar que si 0 < r < 1/2 entonces el error global E,, dado por
E, = Orgnj%}%\/ﬂej |}7
satisface la siguiente estimacion en funcion del tiempo:
E, <tM,

donde M = méx;, |T}'| es el méximo del error de truncado. En particular,
observe que si ademéas t < Tt y Uy y Uyqsr estan acotadas, entonces

(21.2.4) E, < CTyk
para una constante C' independiente de h y k.

EJERCICIO 21.2.8. El objetivo de este ejercicio es testear la necesidad de la con-
dicion r < % obtenida en el ejercicio anterior. Escribir un programa para integrar con
el método explicito del ejercicio anterior la ecuacion del calor u; = u,, en el intervalo
[0, 1] para un dato inicial u(x,0) = ug(x) arbitrario y con condiciones de borde de tipo
Dirichlet homogéneas.

(a) Resolver el caso ug(x) = xxp0,1/2 + (1 — ) X[1/2,1]-
Para ello, considerar h = 0,05, £ = 0,0012, y k£ = 0,0013. Avanzar por lo
menos 50 pasos. ;Qué sucede? Verificar el valor de r en cada caso.
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(b) Ahora, tomando k£ = 0,0013 resolver con dato inicial:
(1) w(z,0) = z(1 — 2),
(11) u(x,0) = sin(mx).

Observar que ambos casos parecen estables en los primeros 50 pasos. ;Qué
ocurre con (i) para 900 pasos? ;Y con (ii)? ;jPor qué tarda mucho mas en
inestabilizarse este tltimo caso? (Pensar en qué modos de Fourier contiene cada
dato inicial.)

(c) Elegir uno de los casos anteriores y resolver analiticamente. Estudiar el error
del método contra la solucién exacta hasta el tiempo Ty = 1. Para ello, tomar
r = 0,5, diversos pasos de discretizacion At y Az, y graficar log(E,) en cada
paso de tiempo, donde E,, = méaxg<j<ny{le}|}, N = 1/(Ax).

Nota: Observar que el error decrece a medida que el tiempo avanza lo que
indica que la cota (21.2.4) obtenida en el ejercicio anterior no es demasiado
buena.

EJERCICIO 21.2.9. Implementar el método implicito para la ecuacion del Ejercicio
21.2.7 (es decir: utilizando diferencias backward en el tiempo). Repetir el analisis del
Ejercicio 21.2.8. ;Qué se observa?

Ecuacién de ondas.

EJERCICIO 21.2.10 (Esquema explicito para la ecuacion de ondas). Para w,; =

cu n n extrem j e propone el esquema centra n tiem 1
2uze en (0, L) con extremos fijos se propone el esquema centrado en tiempo y espacio

(leapfrog)

c At

Az

1. Deducirlo a partir de las diferencias centradas para wuy y .. {Como se inicializa
el primer paso a partir de g y h?

2. Implementarlo para una cuerda pulsada y comparar con la soluciéon en serie
del Ejercicio 21.1.26 para r = 0,5, r = 1 y r = 1,05. ; Qué se observa en cada
caso? La condicion r < 1 (condicion CFL, de Courant, Friedrichs y Lewy) es
necesaria para la estabilidad: explicarla en términos del dominio de dependencia
(el esquema numérico debe “ver” al menos lo que ve la ecuacion).

3. Calcular la energia discreta en cada paso y verificar que se conserva (aproxima-
damente) cuando r < 1.

4. Simular la reflexion de un pulso en un extremo fijo y en un extremo libre
(uz = 0). Comparar con la Secciéon 20.6.

n+l __ n__ ,n—1 2( n o n n )
;= 2uy —uy (U — 2uy +upg), r

Laboratorio: los problemas conductores.

EJERCICIO 21.2.11 (La temperatura del suelo: ajuste de la difusividad). Se provee
(datos/suelo_horaria.csv) un afno de temperatura horaria del aire y del suelo en
cuatro capas (0-7, 7-28, 28-100 y 100-255 cm), tomadas del reanalisis ERA5-Land:
son promedios por capa, no mediciones puntuales, y no hay mediciéon en la superficie
misma (la capa 07 cm es lo més cercano). Tener esto en cuenta al elegir la profundidad
representativa de cada capa y la condicion de borde.

1. Graficar una semana de datos a todas las profundidades. Observar la atenuacion
y el retraso del ciclo diario.
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2. Para cada profundidad z, calcular con la DFT la amplitud A(z) y la fase ¢(z)
del ciclo diario y del ciclo anual (Parte II).

3. Segun (18.6.2), In A(x) y ¢(x) son funciones lineales de x, ambas con pendiente
—1/§ (con la convencion Acos(wt + ¢) de la Parte II; equivalentemente, el
retraso de fase —¢(x) = /0 crece con pendiente 1/6). Ajustar ambas rectas
por minimos cuadrados y obtener dos estimaciones de § (y por lo tanto de
D = wd?/2) para cada ciclo. jCoinciden las cuatro estimaciones? {Deberian?

4. Con el D estimado, simular el problema (18.6.1) con el esquema explicito del
Ejercicio 21.2.8 usando la temperatura medida en superficie como condicién de
borde, y comparar con las mediciones a cada profundidad. Graficar los residuos.
i Donde y cuando falla el modelo? (Pensar en la humedad del suelo, la lluvia,
la nieve, la radiacion.)

5. Repetir el ajuste usando s6lo un mes de datos. ;Cuanto cambia D? Discutir
qué precision es razonable esperar.

EJERCICIO 21.2.12 (EI espectro de una cuerda real). 1. Grabar con un celular
(o descargar) el sonido de una cuerda de guitarra pulsada, unos 3 segundos, y
cargar el archivo de audio en Python (scipy.io. wavfile).

2. Calcular el espectro de potencia del primer medio segundo. Identificar la fre-
cuencia fundamental f; y los picos siguientes. ; Estan en k f;? Medir el corrimien-
to relativo (fx — kf1)/(kf1) y compararlo con la predicciéon de inarmonicidad
del Ejercicio 21.1.27: jcrece como k*?

3. Calcular el espectrograma (Parte II) y medir la tasa de decaimiento de cada
armoénico. ;Decaen todos igual? Proponer un término de friccién en el modelo
que reproduzca lo observado.

4. Comparar el reparto de energia entre armoénicos de la grabacion con la predic-
cién del Ejercicio 21.1.26 para la cuerda pulsada en xy = L/2, L/5 y L/20:
jen qué punto parece haberse pulsado? (Quien tenga una guitarra a mano pue-
de grabar la misma nota pulsada en el medio y cerca del puente y repetir el
analisis.)

5. Simular la cuerda con el esquema del Ejercicio 21.2.10 (agregando el término
de friccion propuesto), “escuchar” la simulacion (escribir el archivo de audio)
y comparar su espectro con el real. Escribir un parrafo con la conclusion: qué
predice bien el modelo de la cuerda ideal, qué le falta y qué le agregaria.

EJERCICIO 21.2.13 (Laplace en 2D: cinco puntos contra Monte Carlo). Considera-
mos el problema de Dirichlet Au = 0 en el cuadrado unitario con un dato de borde g
a eleccion (por ejemplo g = 1 en el lado superior y 0 en los otros tres).

1. Resolver el sistema lineal del esquema de cinco puntos con n = 20,40, 80 (usar
matrices ralas, scipy .sparse). Graficar la soluciéon como mapa de color y estimar
el orden de convergencia comparando con la solucién en serie; como el dato g
es discontinuo en las esquinas, medir el error lejos del borde (por ejemplo en
Llp %]2) y explicar por qué el error méaximo global no decrece.

2. Resolver el mismo problema “jugando”: desde cada nodo interior, simular M
paseos al azar hasta llegar al borde y promediar el pago g. Comparar con el
item anterior para M = 10,100, 1000. ;Cémo decrece el error con M? ;Cuél

método es mas caro?
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Agregar una fuente: —Au = f. ;Cémo se modifica el juego? Verificar numéri-
camente.

Inpainting. Tomar una imagen en escala de grises, borrar una region y rellenarla
resolviendo la ecuacion de Laplace con el borde de la region como dato. Mostrar
el resultado para una regiéon chica sobre un fondo liso y para una region grande
sobre una textura. Explicar lo que se observa con el principio del maximo.
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