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RESUMEN. Estas notas introducen la nocién de geodésica en un espacio métrico
arbitrario. Se define la longitud de una curva mediante poligonales inscriptas y se
prueban sus propiedades basicas: aditividad, continuidad de la longitud acumu-
lada y semicontinuidad inferior. Luego se introducen los espacios de longitud y la
métrica intrinseca d, inducida por una métrica d, y se estudia la reparametrizacién
por longitud de arco. El resultado central es el teorema de Hopf-Rinow para espa-
cios métricos: todo espacio de longitud propio es geodésico. Para mostrar el papel
de la compacidad, se analizan dos ejemplos sin compacidad local, uno geodésico
(un espacio de Hilbert) y otro que no lo es (un grafo con infinitas aristas). La
Unica herramienta externa es el teorema de Arzela—Ascoli, que se enuncia en la
forma que se necesita.

1. LONGITUD DE CURVAS

El enfoque de estas notas (longitud de curvas definida por poligonales inscriptas,
espacios de longitud, métrica intrinseca y existencia de geodésicas por compacidad) es
el de la geometria métrica; las referencias generales son [1], Capitulo 2, [2], Capitulo I.1
y [4], Capitulo 1.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea 7: [a,b] — X una curva continua. La longitud
de v se define por

L(v) :=sup {i d(y(t:),y(ticr)) ra=ty <ty <+ < t, = b} € [0, oo.

Cuando haya més de una métrica en juego escribiremos Lg(7).

Definicién 1.1. La curva v es rectificable si L(7y) < oc.

Cada suma de la definicién es la longitud de la “poligonal” que une los puntos
v(to),y(t1), ..., 7(tn), en la que cada tramo se mide con la distancia d (Figura 1). Por
la desigualdad triangular, agregar puntos a la particién no disminuye la suma, asi que
la longitud es el limite de estas sumas a medida que la particion se refina.

Por la desigualdad triangular, toda curva que une z con y satisface d(x,y) < L(7).

Més en general, si s < ¢, entonces d(v(s),v(t)) < L(7]js)-
1
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FIGURA 1. La curva 7 (en cian) y la poligonal inscripta asociada a una
particion ty < --- < tg (en magenta). La longitud de la poligonal es

> d(y(ticn), (i) < L(v).

Ejemplo 1.2 (Arcos de circunferencia). Sea S' = {z € R? : |z| = 1} con la distancia
euclidea d(z,w) = |z — w|, y sea y(t) = (cost,sint) para ¢t € [0,6], con 0 < 6 < 2.
Veamos que L(7y) = 0, es decir, que la definicién de longitud da la longitud de arco
usual.

Para s < t, calculamos la cuerda entre y(s) y v(t):
1v(t) — v(s)|* = (cost — cos 5)* + (sint — sin s)?

= cos’t +sin®t + cos® s + sin® s — 2(cost cos s + sint sin s)

t—
=2 —2cos(t — s) :4sin2< 5 S),

costcoss + sintsins y 1 — cosu = 2sin*(u/2). Como
) > 0, y entonces

donde usamos cos(t — s) =
0< t’TS <, se tiene sin ("/’Ts

|v(t) — v(s)| = 2sin <Ts> <t-—s,

porque sinu < u para u > 0. Sumando sobre cualquier particién de [0, 0], cada suma es
a lo sumo 6, y entonces L(y) < 6. Por otro lado, para la particién en n partes iguales
todas las cuerdas miden lo mismo (Figura 2), y

id(V(ti—1)77(ti)) = 2nsin <2i) — 0,

n n—00

porque sinu/u — 1 cuando u — 0. Luego L(vy) = 6.

Lema 1.3 (Aditividad). Sia < ¢ <b, entonces L(7y) = L(V|ja) + L(7]je))-

Demostracion. Si P es una particién de [a,b], agregarle el punto ¢ no disminuye la
suma correspondiente (desigualdad triangular), y la particién resultante se separa en
una de [a,c] y una de [c,b]. Luego la suma de P es a lo sumo L(7V|ja,q) + L(V|e)), ¥
tomando supremo sale “<”. Reciprocamente, juntando una particién de [a, ¢] con una
de [c,b] se obtiene una de [a, b], cuya suma es la suma de ambas; tomando supremos
por separado sale “>". O
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FiGurA 2. Poligonales inscriptas en un arco de angulo 6 = 4?” con par-
ticiones uniformes de n partes. Sus longitudes, 2nsin(f/2n), crecen ha-
cia 6.

Definicién 1.4 (Longitud acumulada). Sea 7: [a,b] — X una curva rectificable. La
longitud acumulada de v es la funcién £: [a,b] — [0, L(v)] dada por

é(t) = L(’y\[w]), E(a) =0.
Por el Lema 1.3, para a < s <t < b se tiene £(t) = {(s) + L(7|[s,q), es decir,
(1) 0(t) = U(s) = L(Y]sg) = 0.

En particular, ¢ es no decreciente, ¢(b) = L(y) y todos los valores de ¢ son finitos.

Lema 1.5 (Continuidad de la longitud acumulada). Si v: [a,b] — X es rectificable,
su longitud acumulada ¢ es continua.

Demostracion. Como ¢ es no decreciente, basta ver que es continua por derecha en
cada ty € [a,b) y por izquierda en cada ty € (a,b]. Sea & > 0.

Continuidad por derecha en ty € [a,b). Por la definicién de supremo existe una
particién ty = so < $1 < --- < s, = b de [to, b] tal que

Zd SZ 1 )) > L(V’[to,b]) B

Por continuidad de v en ¢, existe § € (0,s; — to) tal que d(y(to),v(t)) < € para todo
t € (to,to + d). Fijemos un tal t. Por la desigualdad triangular, d((tp),v(s1)) <
d(y(to),v(t)) + d(y(t),v(s1)). Como t < sq, los puntos t < 57 < --- < s, forman una
particién de [t,b], de modo que

L) = < d0r(ta), ¥(0) + [d(3(0.7(51) + 3 dr(si-0).7(5)] < &+ LY.

Todas las longitudes son finitas, asi que por aditividad L(7|i,.4) = L(V|io,0) =L (V) <
2e. Por (1), 0 < U(t) — £(tg) < 2¢ para todo t € (tg,to + 0).

Continuidad por izquierda en ty € (a,b]. Existe una particién a = sg < --- < s, = tg
de [a, ty] con

Zd (si-1),7(84)) > L(to) — €.
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Por continuidad de 7y en ty, existe § € (0,9 — s,—1) tal que d(v(t),v(ty)) < € para
todo t € (ty — d,tp). Fijemos un tal t. Como s, 1 < t, los puntos sg < -+ < 1 <
t forman una particién de [a,t], y por la desigualdad triangular d(y(s,_1),7(to)) <

d(y(sn-1),7(t)) +d(~(t),7(to)). Luego
U(tg) —e < Z d(y(si-1),7(5:1)) + d(y(sn=1),¥(t)) + d(v(t),v(te)) < €(t) +&.

Por la monotonia, 0 < {(tg) — £(t) < 2¢ para todo t € (to — 9, o). d

Lema 1.6 (Semicontinuidad inferior). Sean v,,7: [a,b] — X curvas tales que v, (t) —
v(t) para todo t € [a,b]. Entonces
L(v) < liminf L(v,).

n—oo

Demostracion. Para una particion a =ty < --- < t;, = b fija, por continuidad de d,

S dr(ta),7(6)) = lim 3 dntir). 70 (t) < limind L(3,).

n—00
=1

Tomando supremo sobre las particiones se obtiene el resultado. O

2. ESPACIOS DE LONGITUD

Definicién 2.1. El espacio métrico (X, d) es un espacio de longitud si, para todo
z,y € X y todo £ > 0, existe una curva rectificable v: [0,1] — X con v(0) = =z,
Y1) =yy

L(y) < d(z,y) + €.
Equivalentemente, la distancia entre dos puntos es el infimo de las longitudes de las
curvas que los unen.

2.1. La métrica intrinseca. Supongamos ahora que (X,d) es un espacio métrico
cualquiera en el que todo par de puntos se puede unir con una curva rectificable.
Definimos

dp(z,y) = inf{L4(7y) : 7 es una curva que une = con y}.

Proposicién 2.2. d;, es una métrica en X yd < dj.

Demostracion. La finitud de dj, es exactamente la hipotesis de que todo par de puntos
se une con una curva rectificable; sin ella, d;, serfa una métrica extendida (con valores
en [0,00]). Como d(x,y) < Lg(7y) para toda curva que une z con gy, tomando infimo se
obtiene d < dp; en particular, dr(x,y) = 0 implica = y. La simetria sale de que la
curva recorrida al revés tiene la misma longitud. Para la desigualdad triangular, si v,
une xr con y y <2 une y con z, su concatenacion une x con z y, por el Lema 1.3, tiene
longitud L4(y1) + Lg(72). Tomando infimos, dy(z,2) < dp(z,y) + di(y, 2). O

Observacion 2.3. Como d < dy, si una sucesion converge para dj, entonces converge
para d y al mismo limite: de dp(x,,z) — 0 se deduce d(z,,z) < dp(x,,z) — 0. La
reciproca puede fallar: puede haber sucesiones que convergen para d y no convergen
para d;, (Ejemplo 2.5).



INTRODUCCION A LAS GEODESICAS EN ESPACIOS METRICOS 5

Ejemplo 2.4 (La circunferencia y la esfera). Volvamos a S' C R? con la distancia
euclidea d(z,w) = |z —w|. Dados z,w € S', sea § € [0, 7] el dngulo entre ellos, es decir,
cosf = (z,w). Entonces:

e La distancia euclidea es la longitud de la cuerda: d(z,w) = 2sin(6/2).
e La distancia intrinseca es la longitud del arco més corto: dy(z,w) = 6.

Para la segunda afirmacion, el arco més corto tiene longitud 6 por el Ejemplo 1.2, asi
que d(z,w) < 6. Reciprocamente, toda curva v en S! de z a w se puede escribir como
v(t) = (cosp(t),sinp(t)) con ¢ continua (el argumento continuo), y |p(1) — ¢(0)] >
6. Tomando particiones finas, donde las cuerdas 2sin(|Ap;|/2) son casi iguales a los
incrementos |Ag;|, se obtiene L(y) > Y. |Ap;| > 6, salvo un error arbitrariamente
chico. Luego dp(z,w) = 6.

Como 2sin(0/2) < 0 para 6 > 0, el espacio (S!,d) no es de longitud: la cuerda que
realiza la distancia euclidea se sale de la circunferencia, y toda curva dentro de S' es
més larga (Figura 3, izquierda).

Sin embargo, las dos métricas son equivalentes. Como sin es concava en [0, 7 /2], vale
sinu > 2u para u € [0, Z]; con u = /2 se obtiene § < I - 2sin(6/2). Es decir,

d(z,w) <dp(z,w) < gd(z,w) (z,w € Sh).

La constante 7 es 6ptima: se alcanza en puntos antipodales, donde d = 2y dp, = 7. En
particular, d y dj, tienen las mismas sucesiones convergentes y las mismas sucesiones

de Cauchy.

Lo mismo ocurre en la esfera S* C R? (Figura 3, derecha). Si 6 € [0, 7] es el dngulo
entre z y w, la distancia euclidea es otra vez 2sin(6/2), y la distancia intrinseca es : es
la longitud del arco més corto del circulo mdzimo que pasa por z y w (la interseccién
de S? con el plano que contiene a 0, z y w). Que ningin otro camino sobre la esfera
sea mas corto es un hecho clasico que aceptamos sin demostracion. La desigualdad
d < dp < 3d vale con la misma cuenta.

dr =0
w
d = 2sin 2; xz
/6\ w

FIGURA 3. Izquierda: en S!, la distancia euclidea es la longitud de la
cuerda (magenta) y la distancia intrinseca es la del arco més corto (cian).
Derecha: en S?, el arco més corto es un arco de circulo méaximo.

El ejemplo siguiente muestra que, en cambio, d y d; pueden no ser equivalentes, e
incluso definir topologias distintas.
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Ejemplo 2.5 (El peine). Sea X C R? la unién de [0,1] x {0}, de {0} x [0,1] y de
los segmentos {1/n} x [0,1], n > 1, con la métrica euclidea d. Sean p, = (1/n,1)y
p = (0,1). Entonces d(p,,p) = 1/n — 0, pero toda curva en X que une p, con p tiene
que bajar hasta el eje horizontal y volver a subir (Figura 4), asi que dp(pn,p) > 2.
Luego p, — p en (X, d) pero no en (X, dy).

11 1 1
i 3 2 1

FIGURA 4. El peine. La distancia euclidea entre p, y p es 1/n (en
magenta), pero toda curva dentro del peine tiene que bajar y volver a
subir (en cian), asi que dr(p,,p) > 2.

Proposicién 2.6. Sea 7: [a,b] = X una curva.

(a) Si vy es continua para d, entonces es continua para d.

(b) Si~y es d-rectificable, entonces es continua para dy, .

(c) Si~y es continua para ambas métricas, entonces Lq, (7) = La(7y) (como elemen-
tos de [0, 00] ).

Demostracion. (a) Es inmediato de d < d.
(b) Para s < t, la restriccién 7|4 une y(s) con ~y(t), asi que, con ¢ la longitud
acumulada respecto de d,
dr(y(s),7(t)) < La(Ylis) = €(£) — £(s).
Como { es continua (Lema 1.5), v es continua para dj.

(¢) Como d < dj, cada suma sobre una particién calculada con d es menor o igual
que la calculada con dp; tomando supremo, L4(y) < Lg, (7). Si L4(y) = oo no hay
nada mdas que probar. Si Ly4(y) < oo, para una particiéon a =ty < --- < t,, = b, cada
tramo 7|i,_, .+ une y(t;—1) con y(t;), de modo que, por el Lema 1.3,

D du(y(tia) (1) < D La(y

Tomando supremo, Lg, (7) < La(7). O

[ti—hti]) = Ld(fY)'

Corolario 2.7. (dy), = dy; es decir, (X,dy) es un espacio de longitud.

Demostracion. Por la Proposicién 2.6, las curvas dp-rectificables son exactamente las
curvas d-rectificables, y en ambas métricas tienen la misma longitud. Por lo tanto los
infimos que definen (dr). y dr se toman sobre el mismo conjunto de nimeros. g
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Esto justifica llamar a dj, la métrica intrinseca inducida por d: aplicar la construccion
una segunda vez ya no cambia nada. Ademds, d = dj, siy sélo si (X, d) es un espacio
de longitud.

3. REPARAMETRIZACION POR LONGITUD DE ARCO

Proposicién 3.1. Seavy: [0,1] — X wuna curva rectificable de longitud L > 0 y sea ¢ su
longitud acumulada (Definicion 1.4). Existe una curva 7: [0,1] — X, con los mismos
extremos y la misma imagen que 7, tal que vy =5 o ({/L) y

d(3(s),3(1)) < Llt = sl L(Aly) =Lt —s) (0<s<t<1).

Demostracion. Por el Lema 1.5, ¢/L: [0, 1] — [0, 1] es continua, no decreciente y suryec-
tiva. Dado s € [0, 1], definimos 7(s) := ~(t) para cualquier ¢ con ¢(t) = sL. Esta bien
definida: si £(t) = £(t') con t < t', entonces d(v(t),y(t")) < L(7v|pw) = (') = £(t) = 0.
Por construccién v = 4o (¢/L), y 4 tiene los mismos extremos y la misma imagen que
7.

Sil(t)=sLyl(t')=5L cons<s (yentonces podemos tomar t < t'),

d(5(5),3(s)) = d(v(t),7(t")) < L(t") — £(t) = L(s" = s).

En particular, 4 es continua. Para la longitud, las particiones de [t, ] se transforman
por ¢/ L en particiones de [s, '] (eventualmente con puntos repetidos, que no aportan a
la suma), y toda particién de [s, s'] proviene de este modo de una de [¢,t'], porque ¢/L
es suryectiva y monétona. Como v = 4 o (¢/L), las sumas correspondientes coinciden,
y entonces L(7is,s) = L(7|e)) =€) — £(t) = L(s' — s). O

En particular, 7 tiene velocidad métrica constante L. En general esto no implica
que d(3(s),7(t)) = L|t — s|: esa igualdad caracteriza a las geodésicas (Definicién 4.1).
Si L = 0, la curva es constante y no hace falta reparametrizarla.

4. GEODESICAS Y EL TEOREMA DE HOPF-RINOW

Definicién 4.1. Una geodésica (minimizante, parametrizada a velocidad constante)
entre z e y es una curva y: [0,1] - X con y(0) =z, v(1) =y y

(), 1(0) = |t — sl d(w,y) (st € [0,1]).

El espacio (X, d) es un espacio geodésico si todo par de puntos estd unido por una
geodésica.

Toda geodésica entre z e y tiene longitud d(z,y). Reciprocamente, si una curva
rectificable v une x con y y L(vy) = d(z,y), su reparametrizacién por longitud de arco
es una geodésica. En particular, todo espacio geodésico es un espacio de longitud, en
el que ademads el infimo de la definicién se alcanza.

Por ejemplo, (S*,d) v (S?,dr) son espacios geodésicos: las geodésicas son los arcos
mas cortos de circulo maximo, recorridos a velocidad constante. En cambio, con la
distancia euclidea, S' y S? no tienen geodésicas entre puntos distintos (Ejemplo 2.4).
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Ejemplo 4.2 (Las geodésicas no tienen por qué ser tinicas). En R? con la distancia
euclidea, la tnica geodésica entre dos puntos es el segmento que los une. Pero si
consideramos la distancia

di(z,y) = |x1 — | + |z2 — yal,

hay muchas més. Sean x = (0,0) e y = (1,1), de modo que d;(x,y) = 2. El segmento
v(t) = (t,t) es una geodésica, pero también lo es el camino que primero va hacia la
derecha y después sube,

(2t,0) sio<t<
V(t): .1
(1,2t —1) sig<t<

i L

Y

En efecto, si s < 3 < ¢, entonces di(y(s),y(t)) = (1 —2s) + (2t — 1) = 2(t — s),
y si s y t estan del mismo lado de % la cuenta es directa. Con el mismo argumento,
cualquier “escalera” en la que ambas coordenadas son mondtonas, recorrida a velocidad
constante, es una geodésica (Figura 5). Esta falta de unicidad no es una patologia: va
a aparecer también en los espacios de Wasserstein.

/I
/

/
/|

X

FI1GURA 5. Tres geodésicas distintas entre z = (0,0) e y = (1,1) para
la distancia d;: el segmento (cian), el camino en “L” (magenta) y una
escalera (azul). Todas tienen longitud d,(z,y) = 2.

Un espacio métrico es propio si sus bolas cerradas son compactas o, equivalente-
mente, si sus subconjuntos cerrados y acotados son compactos. Todo espacio propio es
completo y localmente compacto.

En la demostracién del teorema de Hopf-Rinow (Teorema 4.4) vamos a usar el
teorema de Arzela—Ascoli, pero no en la versiéon habitual de los cursos de Analisis, que
es para funciones a valores reales. Como aca las curvas toman valores en un espacio
métrico cualquiera, enunciamos a continuacién la version que vamos a usar, para tenerla
a mano y poder referirnos a ella més adelante.

Teorema 4.3 (Arzela-Ascoli). Sean (K, dk) un espacio métrico compacto, (Y, dy) un
espacio métrico y fn: K — 'Y una sucesion de funciones continuas que cumple:

(i) (equicontinuidad) para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que, si dx(x,z') < 6,
entonces dy (fn(z), fu(x')) < & para todo n;

(i1) (imégenes en un compacto) eziste un subconjunto compacto C C Y tal que
fn(K) C C para todo n.
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Entonces existe una subsucesion (fy,) que converge uniformemente a una funcion con-
tinua f: K —Y.

La versién que suele verse en los cursos de Anélisis es el caso Y = R, donde la
condicién (ii) se pide como equiacotacién: |f,(x)| < M para todo n y todo z, es
decir, C' = [-M, M]. Como en R los compactos son los cerrados y acotados, ambas
formulaciones coinciden. Cuando el espacio de llegada es un espacio métrico general,
la acotacion ya no alcanza (por ejemplo, en un espacio de Hilbert de dimensién infinita
la bola unidad cerrada no es compacta, Ejemplo 4.6), y hay que pedir que las imégenes
caigan en un mismo compacto. Una referencia es [1], Seccién 2.5, donde el teorema se
enuncia en una forma mas general (alcanza con que, para cada « € K, la clausura de
{fn(x)} sea compacta); también puede consultarse [6], Seccién 47.

El siguiente resultado es la versién métrica del teorema de Hopf y Rinow [5], que lo
probaron para superficies (completitud implica existencia de geodésicas minimizantes),
y de su extensiéon por Cohn-Vossen [3] a espacios de longitud localmente compactos.
El enunciado en espacios métricos puede verse en [1], Capitulo 2, y [2], Capitulo 1.3.

Teorema 4.4 (Hopf-Rinow para espacios métricos). Todo espacio de longitud propio
es un espacio geodésico. Es decir, para todo x,y € X existe una geodésicay: [0,1] — X
entre x e y; en particular, L(y) = d(z,y).

Demostracion. Pongamos D = d(z,y). Si D = 0, entonces x = y y la curva constante
sirve. Supongamos D > 0.

Por ser X un espacio de longitud, existen curvas 7,: [0,1] — X que unen z con y
y cumplen D < L(~,) < D+ 1/n. Como L(v,) > D > 0, podemos reparametrizarlas
por longitud de arco (Proposicién 3.1); llamamos 7, a las curvas reparametrizadas, que
tienen los mismos extremos y la misma longitud L, := L(v,), y satisfacen

A(30(5), 3 (D)) < Lult — | < (D + D}t — 5.

Asi, la familia {7, } es equicontinua (de hecho, uniformemente Lipschitz). Ademaés,
para todo t,

d(2,7(1)) < L(Fnlpy) < Ln < D +1,
de modo que todas las imégenes estdn contenidas en la bola cerrada B(z, D + 1), que
es compacta por hipotesis.

Por el Teorema 4.3, aplicado con K = [0,1], Y = X y C = B(z, D + 1), existe una
subsucesién 4, que converge uniformemente a una curva continua 7: [0,1] — X, con
v(0) =z y (1) = y (Figura 6). Como la convergencia uniforme implica la convergencia
puntual, y el Lema 1.6 solo pide convergencia puntual, resulta

L(v) < liminf L(%,,) = lim L, = D.
k—o0 k—o0
Como siempre D = d(z,y) < L(v), concluimos que L(v) = D.

Para la ultima afirmacion, pasando al limite en la desigualdad de Lipschitz se obtiene
d(y(s),v(t)) < D|t — s|. Por otro lado, si s < t, por la desigualdad triangular,

D = d(z,y) < d(z,7(s)) +d(y(s),7(t)) + d(v(t),y) < Ds + d(v(s),7(t)) + D(1 = 1),
de donde d(~(s),v(t)) > D(t — s). Luego d(y(s),v(t)) = D|t — s|. O
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B(x,D+1)

FIGURA 6. Idea de la demostracion del Teorema 4.4. Las curvas casi
minimizantes 7,, quedan dentro de la bola compacta B(x, D + 1) y, por
Arzela—Ascoli, convergen a una curva 7 de longitud d(z,y).

Observacion 4.5. El enunciado cldsico de Hopf~Rinow—Cohn-Vossen [5, 3] pide que X
sea un espacio de longitud completo y localmente compacto, y prueba que entonces
X es propio; en ese contexto, el Teorema 4.4 es la parte que asegura la existencia de
geodésicas. Acd tomamos directamente la propiedad como hipdtesis, que es lo tinico
que usa la demostracién.

4.1. Dos ejemplos sin compacidad local. El Teorema 4.4 da una condicion sufi-
ciente para que un espacio sea geodésico. Los dos ejemplos que siguen muestran que,
cuando falta la compacidad, puede pasar cualquier cosa: en ambos el espacio es com-
pleto, es de longitud y no es localmente compacto, pero el primero es geodésico y el
segundo no.

Ejemplo 4.6 (Un espacio geodésico que no es localmente compacto). Sea H un espacio
de Hilbert de dimensién infinita (por ejemplo, ¢2), con la distancia d(z,y) = ||z — y||.
Es completo por definicion.

FEs geodésico. Dados x,y € H, el segmento v(t) = (1 — t)x + ty cumple

I7(s) =7 = I(t = s)(x =)l = [t = sl [l = ],

asi que es una geodésica entre x e y en el sentido de la Definicién 4.1. En particular,
H también es un espacio de longitud.

No es localmente compacto. Sea {uy}r>1 una sucesién ortonormal y sea r > 0. Los
puntos x + 7 uy estdn en la bola cerrada B(x,r), y para k # j,

7wy, — gl = 7o/ JJugl]? + [Jug)|2 = rv2.
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Como todos los puntos estdn a distancia rv/2 entre si, la sucesién no tiene ninguna
subsucesion de Cauchy, y por lo tanto ninguna subsucesién convergente. Asi, ninguna
bola cerrada centrada en x es compacta, por chica que sea.

Ejemplo 4.7 (Un espacio de longitud completo que no es geodésico). Tomamos dos
puntos z e y y los unimos con infinitas aristas e, e, e3,..., donde la arista e, es un
segmento de longitud
b, =1+ %

Las aristas sélo se tocan en sus extremos z e y (Figura 7). Cada punto de e, queda
determinado por su distancia s € [0, /,] a x medida a lo largo de la arista. Llamamos
camino a una curva que se mueve por las aristas, y su longitud es la suma de los tramos
recorridos en cada arista. Definimos

d(p, q) := inf{longitud de un camino de p a g}.

Llamemos X al espacio resultante.

Ficura 7. El grafo del Ejemplo 4.7. Las aristas se van acortando: e,
mide 1+ % Los puntos p, (en magenta) estdn todos cerca de z, pero a
distancia al menos 2r entre si.

La observacién clave es la siguiente. Si sacamos los puntos x e y, el espacio se parte
en las aristas abiertas, que son disjuntas entre si. Por lo tanto:

(%) Una curva que sale de un punto interior de e, no puede entrar en otra arista
sin pasar antes por x o pory.

Esto se justifica por conexién: el tramo de la curva anterior a la primera visita a
{z,y} es un conjunto conexo que no contiene a z ni a y, asi que queda dentro de una
Unica arista abierta. De (k) salen dos consecuencias:

(i) Sip € e, estd a distancia s de z a lo largo de la arista, entonces d(p, {z,y}) =
min{s, ¢, — s}: para llegar a o a y hay que recorrer la arista hasta uno de
sus extremos.

(ii) Si py g estén en aristas distintas, entonces d(p, q) > d(p,{z,y}) + d(q,{z,y}):
todo camino de p a ¢ tiene que llegar primero a x o a y vy, al final, salir de x o
de y hacia q.

Veamos ahora las propiedades de X.

Es un espacio de longitud. Si un camino recorre un tramo de arista de largo s, sus
extremos estan a distancia d a lo sumo s. Por eso la longitud de un camino calculada
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con d (como en la Seccién 1) es menor o igual que la suma de los tramos recorridos.
Tomando infimo sobre los caminos de p a ¢, el infimo de las longitudes es a lo sumo
d(p, q); como siempre es al menos d(p, q), coinciden.

Es completo. Sea (q;) una sucesién de Cauchy. Hay dos casos.

e Si infinitos términos estan en una misma arista e, (incluyendo sus extremos),
esos términos forman una sucesion en e,, que es compacta por ser imagen
continua del intervalo [0, ¢,]. Entonces tienen una subsucesion convergente.

e Si no, podemos elegir una subsucesién (qx;) cuyos términos estdn en aristas
distintas y no son = ni y. Por (i), d(q,;,q,,,) > d(qk;,{z,y}), y como la
sucesién es de Cauchy, el lado izquierdo tiende a 0. Luego d(q,, {z,y}) — 0,y
alguna subsucesion converge a x o a y.

En ambos casos, (gx) es una sucesién de Cauchy con una subsucesién convergente, asi
que converge.

No es localmente compacto. Fijemos 0 < r < % y sea p, el punto de e, a distancia r
de x alo largo de la arista. Recorriendo la arista vemos que d(x, p,) < r, de modo que
todos los p,, estdn en la bola cerrada B(x, r). Por (i), d(p,, {z,y}) = min{r, {,—r} =1,
ya que £, —r >1—r >r. Por (ii), si n # m,

d(pn, pm) > 2r.

Como en el Ejemplo 4.6, la sucesién (p,) no tiene subsucesiones convergentes, asi que
B(z,r) no es compacta. Esto vale para todo r < %, de modo que z no tiene ningin
entorno compacto.

No es geodésico. Por un lado, recorriendo la arista e, se obtiene d(x,y) < ¢, para
todo n, asi que d(x,y) < 1. Por otro lado, sea vy cualquier curva de x a y. Consideremos
el ultimo instante ¢y en que v pasa por x antes de su primera visita a y, y el instante
t1 > ty de esa primera visita a y. Entre tg y t; la curva no pasa ni por x ni por y,
asi que, por (x), se queda dentro de una sola arista e,, que recorre de punta a punta.
Como para puntos cercanos de una misma arista la distancia d coincide con la distancia
medida a lo largo de la arista, tomando particiones finas se obtiene

Ly)>l,=1+2>1

Esto muestra que d(z,y) = 1 (el infimo de los ¢,,) y que ninguna curva de x a y tiene
longitud d(z,y). Por lo tanto, X no es geodésico.

Observacion 4.8 (;Dénde falla la demostracién de Hopf-Rinow?). En el Ejemplo 4.7, las
curvas 7, que recorren e, forman una sucesién minimizante: L(7,) =1+ L — d(z,y).
Reparametrizadas por longitud de arco, son uniformemente Lipschitz, igual que en la
demostracion del Teorema 4.4. Lo que falla es el paso de Arzela—Ascoli: los puntos
medios ,(3) estdn en aristas distintas y lejos de z y de y, asi que, por (ii), estén a
distancia mayor que 1 entre si, y no tienen subsucesiones convergentes. La sucesién
minimizante existe, pero “se escapa” por infinitas direcciones distintas y no tiene limite
(Figura 8).

La diferencia con el Ejemplo 4.6 no es que alli haya mas compacidad en la topologia
de la métrica: en ninguno de los dos casos la hay. En el espacio de Hilbert las geodésicas
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xﬁ *'y

FIGURA 8. Los puntos medios 7, (3) de las curvas minimizantes. Parecen
acercarse a algo, pero estan a distancia mayor que 1 entre si: no hay
ningiin punto limite, porque la “arista de longitud 1”7 no existe.

existen por una razén distinta (alli se pueden escribir explicitamente). Més en general,
para encontrar geodésicas en espacios que no son localmente compactos, una estrate-
gia habitual es extraer limites de sucesiones minimizantes usando compacidad en una
topologia mds débil que la de la métrica, para la cual la longitud (o el costo que se
quiera minimizar) siga siendo semicontinua inferiormente. Esta idea va a reaparecer
en los espacios de Wasserstein.
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