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Capitulo 1
Introduccion

Estas notas fueron elaboradas como una guia para el dictado del curso y no pre-
tenden ser un texto original ni autosuficiente. Su objetivo es servir de apoyo durante
las clases, presentando las definiciones, resultados y ejemplos que se desarrollaran en
ellas.

La exposicion es necesariamente incompleta y, en muchos casos, se omiten demos-
traciones, comentarios y desarrollos que se discutiran en clase. Por este motivo, estas
notas deben entenderse como un complemento y no como un reemplazo de la biblio-
grafia del curso.

La organizacién y buena parte de la exposicion siguen principalmente los libros
de Villani [21], Santambrogio [19] y de Panaretos y Zemel [16], que constituyen las
referencias fundamentales para el desarrollo del curso.

Para una presentacion méas detallada de los distintos temas, asi como para consultar
la bibliografia recomendada, se invita al lector a visitar el Campus Virtual de la materia:

https://campus.exactas.uba.ar/course/view.php?id=1228.

1.1. El problema de Monge

En 1781, Gaspard Monge estudio el problema de los desmontes y terraplenes: dada
una region de la que debe extraerse cierta cantidad de tierra y otra que debe rellenarse
con el mismo volumen, ;c6mo organizar el transporte minimizando el costo total?

1.1.1. El caso discreto. Supongamos que tenemos n depositos de tierra, ubica-
dos en los puntos
T1yenny T,
y m pozos, ubicados en

Yty -y Ym-
El depésito x; contiene una cantidad a; > 0 de tierra y el pozo y; tiene capacidad

b; > 0, donde
Z a; = Z bj.
i=1 j=1

Transportar una unidad de tierra desde x; hasta y; tiene un costo
c(xi, ;).

Si cada deposito debe enviarse integramente a un dnico pozo, una estrategia de
transporte estd dada por una aplicacion

T:A{zy,...,xn} — {1, Ym}-
7
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No toda aplicacion es admisible. Para cada pozo y;, la cantidad total de tierra que
recibe debe coincidir con su capacidad, es decir,

Z a; = b;, j=1,...,m.
T(zi)=y;

El costo total asociado a la aplicacion 1" es
C(T) = ez, T(:)) .
i=1

El problema de Monge consiste en encontrar, entre todas las aplicaciones admisibles,
aquella que minimiza el costo total de transporte.

1.1.2. El caso continuo. Supongamos ahora que la tierra ocupa una regiéon
X C R? con densidad py, mientras que la excavaciéon ocupa una region Y C RY con
densidad objetivo p;. Supondremos que ambas contienen la misma cantidad total de

masa, /Xpo(x) dr — /Yp1(y) dy.

Una estrategia de transporte consiste en una aplicacion
T: X —Y,

que indica a qué punto de la excavacion se traslada cada particula de tierra.
Si transportar una unidad de masa desde x hasta T'(z) tiene un costo

c(x, T(x)),

el costo total del transporte viene dado por
C(T) = / c(z, T(z)) po(x) du.
X

La aplicaciéon T debe preservar la masa. Es decir, para toda region medible B C Y,
la cantidad de tierra que llega a B debe coincidir con la capacidad de dicha regién:

/ )= | ntwan

El problema de Monge consiste entonces en minimizar el costo total entre todas las
aplicaciones que satisfacen esta condicion de preservacion de la masa.

1.1.3. Funciones de costo. La funcién
c: X xY — 0,00

representa el costo de transportar una unidad de masa desde x hasta y.

Entre los costos mas utilizados se encuentran:
1. El costo lineal
C(ﬂf,y) = ‘Z’ - y‘v
que modela un costo proporcional a la distancia recorrida.
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2. El costo cuadratico
co(z,y) = |z —y|?,

que es el mas estudiado en la teoria moderna del transporte 6ptimo.
3. Mas generalmente,

C(I7y):|I—y|p, pZ 17

que conduce a las distancias de Wasserstein IV, que estudiaremos més adelante.

1.2. El problema de Monge en espacios de medida

La formulacion de la seccion anterior distingue entre el caso discreto y el continuo.
Ambos pueden tratarse dentro de un mismo marco utilizando la nocién de medida,
que ademés permite considerar espacios mucho mas generales que RY. Las nociones
de teoria de la medida que necesitamos —o-édlgebras, medidas de probabilidad, fun-
ciones medibles, integral, y los ejemplos basicos de medidas de Dirac, discretas y con
densidad— se recuerdan en el Apéndice [A] Seccion junto con la notaciéon que
usaremos: P(X) para las medidas de probabilidad sobre X, B(X) para los borelianos
de un espacio métrico y £? para la medida de Lebesgue en R%.

Hasta ahora hemos estudiado dos versiones del problema de transporte: una discre-
ta, en la que la masa esta concentrada en un nimero finito de puntos, y otra continua,
en la que la distribucién de masa esta descripta mediante funciones de densidad. En esta
seccidon veremos que ambas formulaciones pueden expresarse de una manera unificada
utilizando medidas.

1.2.1. El caso discreto. Recordemos que el problema discreto consiste en trans-
portar masas aq,...,a, ubicadas en los puntos zy,...,x, hacia masas by, ...,b, ubi-
cadas en los puntos ¥y, ..., ym, satisfaciendo

n m
E a; = E bj.
i=1 j=1
Estas distribuciones de masa pueden representarse mediante las medidas discretas

u:Zaidxi, V:ijéyj.
i=1 j=1

SiT:{xy,...,z,} = {1, ..,Ym} €s una aplicacién que transporta la masa inicial
a la final, la condicién de conservacion de la masa puede escribirse como

v(B) = u(T~(B))

para todo subconjunto B C {y1,...,Ym}-
Por otra parte, el costo total del transporte puede escribirse como

n

S e, T(1)) as = / o, T(x)) du(z).

=1
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1.2.2. El caso continuo. Supongamos ahora que X =Y = R y que las distri-
buciones inicial y final poseen densidades py y p1, respectivamente. Es decir,

du(z) = po(z)dz,  dv(y) = pi(y) dy.

Recordemos que la condicién de conservacion de la masa puede expresarse como

/Tl(B) po(z) dw:/Bm(y) dy

para todo conjunto boreliano B C R,
Utilizando las medidas p v v, esta condiciéon puede reescribirse simplemente como

v(B) = u(T~\(B)).

Asimismo, el costo del transporte

[ el 7@) pla) da
Rd
puede escribirse como
[ et 1@ duo)
Rd
Esto motiva la siguiente formulaciéon general del problema de Monge.

DEFINICION 1.2.1 (Problema de Monge). Sean X e Y espacios medibles, p € P(X)
yrePY),y sea
c: X XY — [0, 00]

una funcién de costo.

El problema de Monge consiste en encontrar una aplicacion medible
T: X =Y

que minimice el costo total de transporte

[ ctw 1) duta),

b'e

entre todas las aplicaciones T' que satisfacen la condiciéon de conservacion de la masa
v(B) = (T (B))

para todo conjunto medible B C Y.
Equivalentemente,
T: X =Y,
{ T d : ’ )
i {/X AT A) 5y 1)) ¥B e BY) }
La condicion de conservacion de la masa

v(B) =u(T7X(B)),  BeBY),

aparece de manera recurrente en la teoria del transporte 6ptimo. Esto motiva introducir
una notacion especifica para la medida obtenida al transportar una medida mediante
una aplicacién.



1.3. LA RELAJACION DE KANTOROVICH 11
DEFINICION 1.2.2 (Medida imagen). Sean (X, .A) e (Y, B) espacios medibles, p €

M (X)y T: X — Y una aplicacion medible.

La medida imagen (o push-forward) de p mediante T" es la medida Ty € M (Y)
definida por

Tyu(B) = p(T71(B))
para todo B € B.

Con esta notacion el Problema de Monge queda formulado como:

(PM) min { /X o, T(x)) du(z) : g# f:}/‘y medible, }

En general, la funciéon
c: X XY — [0, 0]

representa el costo de transportar una unidad de masa desde x € X hasta y € Y. La
teoria que desarrollaremos es valida para funciones de costo bastante generales.

En muchos de los problemas que estudiaremos, el espacio de partida y de llegada
coinciden y estan provistos de una distancia d. En ese caso, una familia natural de
funciones de costo esta dada por

c(z,y) =d(z,y)f, p>1,

que generaliza los costos ¢(x,y) = |z — y|P considerados en R%.

1.3. La relajacién de Kantorovich

El problema de Monge (PM)) presenta importantes dificultades analiticas.

En primer lugar, la condicion de conservacion de la masa impuesta sobre la aplica-
cion T es muy restrictiva, por lo que el conjunto de aplicaciones admisibles puede ser
vacio. En consecuencia, el problema puede no tener solucién.

EJEMPLO 1.3.1. Sea
1= Ogy
y supongamos que v no es una medida de Dirac.
No existe ninguna aplicaciéon T: X — Y tal que

Typ = v.

En efecto, si existiera, la imagen de toda la masa concentrada en xy deberia enviarse
a un unico punto T'(xq), por lo que

T#:u = 5T(xo)7
que sigue siendo una medida de Dirac.
Por otra parte, aun cuando exista una aplicacion admisible, la restriccion
Typ=v
es altamente no lineal. En el caso en que

du = po(zx)de, dv = p1(y) dy,
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y T es suficientemente regular, dicha condicion equivale a la ecuacion
p1(T(x)) |det DT'(x)| = po(x),
que ya es una ecuacion no lineal para T'. En efecto

PROPOSICION 1.3.2. Supongamos que = podx, v = pydr y que T : Q) — Q es un
difeomorfismo de clase C* que satisface Typ = v.

Entonces
p1(T(x)) | det DT(@)] = po(a)

para casi todo x € Q) (y para todo x si po y p1 son continuas).

DEMOSTRACION. Como Txp = v, para todo boreliano B C 2 se tiene
u(T~H(B)) = v(B),

/Tl(B) pol) dx_/Bpl(y) dy.

Aplicando el teorema de cambio de variables con y = T'(z) obtenemos

| mada= [ (T ) |det DT )]
T-1(B) B

es decir,

Comparando con la identidad anterior, concluimos que

p1(y) = po(T~'(y)) |det DT (y)|

para casi todo y € €.
Finalmente, sustituyendo y = T'(x) y usando la identidad

DT (T (x)) = (DT(x)) ™",

obtenemos 1
[det DTN ()| = (5D
de donde ( )
Polx
p(T(x)) = | det DT'(z)]’

0, equivalentemente,
p1(T(x)) [ det DT'(x)] = po(),

como queriamos demostrar. O

OBSERVACION 1.3.3. La identidad
pi(T(x)) | det DT(x)| = polx)
es una consecuencia del teorema de cambio de variables y corresponde al caso en que
el dominio y el codominio tienen la misma dimension.
Cuando X = RY e Y = R* con k # d, se obtienen relaciones anilogas entre las
densidades mediante las formulas de area y de coérea, que constituyen extensiones

naturales del teorema de cambio de variables. Para una presentacion detallada de estos
resultados remitimos al libro de Evans y Gariepy [9)].
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Més atn, incluso cuando el conjunto de aplicaciones admisibles no es vacio, pre-
senta serias dificultades analiticas: en general no es cerrado para topologias razonables
sobre las aplicaciones, de modo que extraer limites de sucesiones minimizantes no es
inmediato. Estas obstrucciones hacen que el método directo del calculo de variaciones
no sea directamente aplicable al problema de Monge.

Estas dificultades motivaron a Leonid Kantorovich a proponer una relajacion del
problema de Monge. La idea fundamental consiste en abandonar la bisqueda de una
aplicacion de transporte. En lugar de imponer que toda la masa situada en un punto
x € X deba enviarse a un tnico punto de destino, se permite dividir esa masa entre
distintos puntos de llegada.

Para describir esta situacion, en lugar de una aplicaciéon se considera una medida
de probabilidad

TePX xY),

llamada plan de transporte. Intuitivamente, m(A x B) representa la cantidad de masa
que se transporta desde el conjunto A C X hasta el conjunto B C Y.

En consecuencia, m(A X Y') representa la masa total que sale de A, mientras que
m(X x B) representa la masa total que llega a B. La conservacion de la masa exige
entonces que

T(AxY)=uld), AeB(X),

(X x B) = v(B), B e B(Y).
Si denotamos por
pi(z,y) =z,  paz,y) =y,

las proyecciones canoénicas sobre la primera y segunda componente, las condiciones
anteriores pueden escribirse de forma mas compacta como

(P1)sm=p,  (P2)ym = v,
Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 1.3.4 (Plan de transporte). Sean p € P(X) y v € P(Y). Un plan de
transporte entre 1 y v es una medida

TePX xY)

cuyas marginales son p y v, es decir,
(P)pm=p,  (P2)pm=v.

Denotaremos por
(g, v)
al conjunto de todos los planes de transporte entre p y v.

El costo asociado a un plan de transporte m € II(u, v) se define por

| clewinta)

que representa el costo total de transportar la masa de acuerdo con el plan 7.
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De esta manera, la relajacion de Kantorovich del problema de Monge consiste en
resolver

(PK) min {/XY c(z,y) dr(z,y) : 7w € (g, y)} .

El problema de Kantorovich es efectivamente una relajacion del problema de Monge.
En efecto, dada una aplicaciéon de transporte

T: X =Y,
es posible asociarle el plan de transporte
mr = (id, T)4u,
donde
(id, 7): X - X xY, z— (x,T(x)).
Es inmediato verificar que
mr € I(p, v)
si y s6lo si
Typ = v,
y ademas
| cwydnteny) = [ ol 7@) duta).
XxY X
Por lo tanto, toda aplicacion admisible para el problema de Monge induce un plan
admisible para el problema de Kantorovich con el mismo costo.
El problema de Kantorovich presenta ventajas fundamentales respecto del
problema de Monge (PM]).
En primer lugar, el conjunto de planes admisibles nunca es vacio. En efecto, siempre
contiene a la medida producto
R,
ya que
(P p(p@v)=p  (Pp(p®v) ="
En segundo lugar, tanto la funcion de costo

T c(z,y) dr(z,y)
XxY

como las restricciones

(P1)ym = p, (P2)ym = v,
son lineales con respecto al plan de transporte 7. Por lo tanto, el problema de Kanto-
rovich puede interpretarse como un problema de programacién lineal en un espacio de
dimensioén infinita.

Estas dos propiedades hacen que el problema de Kantorovich sea mucho mas tra-
table desde el punto de vista analitico y constituyen una de las principales razones de
su enorme desarrollo.

Como veremos méas adelante, el problema de Kantorovich admite, bajo hipotesis
muy generales sobre el costo y las medidas, al menos un plan de transporte 6ptimo

e (p,v).
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Sin embargo, dicho plan 6ptimo no tiene por qué estar inducido por una aplicaciéon
de transporte. Una de las cuestiones centrales de la teoria del transporte 6ptimo consiste
precisamente en determinar bajo qué condiciones existe una aplicacion

T°: X =Y
tal que
T = .
Cuando esto ocurre, el plan 6ptimo de Kantorovich proporciona automaticamente
una solucion del problema original de Monge. En efecto, como ambos problemas tienen

el mismo costo para los planes inducidos por aplicaciones de transporte, se concluye
que T™ es un transporte 6ptimo para el problema de Monge.

Y
Y2 [ J
Y1 ([ J {
X
X1 X2 X3
plan inducido por un mapa plan que divide la masa
mr = (id, T)xp (por ejemplo, p ® v)

FIGURA 1.1. Dos planes de transporte entre p = ) . a0, y v =
Zj bjd,,;, vistos como medidas en X X Y’; el drea de cada punto es pro-
porcional a la masa 7({(z;,y;)}). A la izquierda, un plan inducido por
un mapa: cada columna tiene un tnico punto, toda la masa de x; va a
T(z;). A la derecha, un plan genuinamente de Kantorovich: la masa de
cada z; se reparte entre varios destinos. Las marginales se leen sumando
la masa de cada columna (debe dar @;) y de cada fila (debe dar b;).

1.4. Una interpretaciéon probabilistica del problema de Kantorovich

Hasta ahora, hemos presentado el problema de Monge como la busqueda de una
funcion T' que mueve puntos de manera determinista. La relajacion de Kantorovich
permite una interpretacion probabilistica particularmente natural, si traducimos el
lenguaje de medidas al de variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad
comun (2, F,P).

En la formulaciéon de Kantorovich, las variables aleatorias X y Y no estan fijadas
conjuntamente. Lo que conocemos son tinicamente sus leyes marginales

X#]P) = U, Y#]P) = V.

Estas leyes no determinan, en general, la ley conjunta de (X,Y). Existen, por lo tanto,
muchas maneras posibles de establecer una dependencia entre ambas variables que



16 1. INTRODUCCION

sean compatibles con las mismas leyes marginales. Cada una de ellas determina un
acoplamiento

7= (X, Y)4P € M v).
Asi, podemos interpretar un plan de transporte como una eleccion de la estructura

de dependencia entre dos variables aleatorias cuyas leyes marginales estan fijadas. Para
un acoplamiento particular = € II(u, v), el costo de transporte es el costo esperado

Er[c(X,Y)].
En efecto, si (X,Y) tiene ley conjunta 7, entonces
(X, Y)uP =7

y, por el teorema de cambio de variables,

B.[o(X,Y)] = [ e(X(@), Y) dw) = [ clo.y)dn(a.)
Q XxY

El problema de Kantorovich consiste, entonces, en elegir, entre todas las posibles

leyes conjuntas con marginales p y v, aquella que minimiza el costo esperado:
min E,[¢(X,Y)].
mell(p,v)

Esta libertad en la eleccién de la ley conjunta permite que, para un origen x, la

masa pueda distribuirse entre varios destinos y. Este fenémeno, conocido como division

de masa o mass splitting, no es posible en general en el problema de Monge, donde
cada origen z tiene asociado un tnico destino T'(z).

1.5. El caso discreto

En esta seccion estudiaremos el problema de transporte 6ptimo cuando las medidas
involucradas son discretas y asignan la misma masa a un nimero finito de puntos.
Aunque se trata de un caso particular, resulta especialmente importante por varios
motivos. En primer lugar, permite visualizar de manera muy concreta la diferencia
entre los problemas de Monge y Kantorovich. Ademas, constituye un ejemplo elemen-
tal de programacion lineal y servird como motivacion para la teoria de dualidad que
desarrollaremos en el capitulo siguiente.

Supongamos entonces que
n

1 1
M:EZ(SI” I/:EZ(S%.,

i=1 j=1
donde z,..., 2, € X e y1,...,y, € Y son puntos distintos.

Un mapa de transporte
T: X =»Y

debe enviar cada uno de los puntos z; sobre alguno de los puntos y;. Ademas, la
condicién

Typ=v
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implica que cada punto y; debe recibir exactamente una masa igual a 1/n. Como
todas las masas son iguales, esto solo es posible si T" establece una biyeccion entre los
conjuntos

{xla'--axn} y {ylv"'ayn}'
En consecuencia, todo mapa de transporte estd determinado por una permutacion

o€ Sy,
donde S,, denota el grupo de las permutaciones de {1,...,n}, mediante la relacion
T(xi) = Yot
Si definimos
cij = (T4, Yj5),

el problema de Monge consiste entonces en encontrar la permutaciéon que minimiza el
costo

1 n
C(O’) = E Zcig(i).
i=1

En el problema de Kantorovich, en cambio, un plan de transporte 7 € II(u,v)
puede repartir la masa ubicada en cada punto z; entre varios puntos y;. En este caso,
el plan queda completamente determinado por los ntmeros

My = 7({(z1,95)}),

que representan la cantidad de masa transportada desde x; hasta y;.
Para que 7 sea un plan de transporte, la matriz M = (M;;) debe satisfacer

Z” 1

Mij:_a izl,...,n,
- n

J=1

En:MZ‘j:%, j:]_,...,n7
1=1

ademas de

En otras palabras, la matriz nM es una matriz biestocastica. Denotaremos por B, al
conjunto de todas las matrices biestocésticas de orden n, es decir,

B, = {A = (aij) e R™": 5 >0, Zazj =1, Zaij = 1} .
j=1 i=1

El problema de Kantorovich puede escribirse entonces como
n

min c;i M
MeB,/n 4 J 7

),

es decir, como un problema de programacion lineal.
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Por otra parte, toda permutacién o € S,, determina una matriz

—, sig=o(i),
Mo)y=4n 7
0, en otro caso,
que representa el plan de transporte inducido por el mapa correspondiente. Las matrices
nM (o) se denominan matrices de permutacion.

La relacion entre los problemas de Monge y Kantorovich en este contexto esta dada
por el siguiente resultado fundamental.

TEOREMA 1.5.1 (Birkhoff). Los puntos extremos del conjunto B,, son precisamente
las matrices de permutacion.

La demostracion puede consultarse, por ejemplo, en [21].

Como consecuencia, el problema de programacion lineal asociado a Kantorovich ad-
mite una solucién 6ptima que corresponde a una matriz de permutacion. En particular,
en este caso el problema de Kantorovich posee una solucién inducida por un mapa de
transporte y, por lo tanto, los problemas de Monge y Kantorovich son equivalentes.

Ejercicios

EJERCICIO 1.1 (Push-forward). Sea (X, X, 1) un espacio de medida, Y un conjunto
y T: X — Y una aplicacion.

(a) Probar que ¥ = {B CY : T"!(B) € X} es la mayor o-algebra en Y que hace
medible a T, y que v(B) = pu(T~'(B)) define una medida en (Y,Y'). Si u es de
probabilidad, v = T u también lo es.

(b) Si S:Y — Z es medible, (S oT)xp = Syg(Typ). Deducir que si T' es biyectiva
y bimedible, v = Ty si y solo si yu = (T7) 4.

(c) Sip=7> ;51 miby,, escribir Ty como una medida de soporte numerable.

(d) Dar un ejemplo de p € P(X), v € P(Y) y T: X — Y medible tales que
p({z}) = v({T(x)}) para todo x € X pero v # Ty pu.

EJERCICIO 1.2 (Caracterizacion integral del push-forward). Sean X, Y espacios
métricos, € P(X) y T: X — Y medible. Probar que Tiup = v si y solo si

/ o(T(x))du(z) = /Ygzﬁ(y) dv(y) para toda ¢ € L'(v).

Sugerencia: empezar con ¢ = lpg, pasar a funciones simples, luego a funciones no
negativas por convergencia monotona, y finalmente a L*(v).

EJercIcIO 1.3 (Ejemplos de push-forward). Calcular las siguientes medidas ima-
gen, decidir si son absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue y, en
ese caso, hallar su densidad.

(a) T(z) =2z +1; Tybo, T (300 + 361), T (L [j0,1))-

(b) T(x) = a® Ty (L j0,) ¥ T (3L [=111)-

(c) T(x) = x — || (parte fraccionaria); T#(%ﬁl L[O,Z]) y Ty (£1 L[Qg/g]‘%).

EJERCICIO 1.4 (Cambio de variables: contraejemplos). La Proposicion da la
formula f(z) = g(T(x))|det DT(x)| para T de clase C' y biyectiva.
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(a) Verificar que la formula falla para T'(z) = 22 con p = 3£ 1,1 (comparar con
el Ejercicio y para la “carpa” T'(z) = min{2z,2 — 2z} con p = L[, e
identificar en cada caso qué hipotesis no se cumple.

(b) Probar la version para T de clase C! localmente inyectiva pero no biyectiva: si
Ty(f dz) = gdy entonces g(y) = >_,cr-1,) [(2)/| det DT'(x)].

(¢) Probar quesiT: [0,1] — [0, 1] es continua, estrictamente creciente y T L[ 0.1j=
L'j0,1], entonces T' = id.

EJERCICIO 1.5 (Soporte del push-forward). Sea p € P(X) con X métricoy T': X —
Y continua.

(a) Probar que sop(Txp) C T'(sop i), con igualdad si sop p es compacto.

(b) Dar un ejemplo en el que T'(sop u) no sea cerrado y la inclusion sop(Tup) C
T'(sop i) sea falsa.

(c) Determinar el soporte de L[ (g1, de L![c-21, v de L [p1)\0-

EJERCICIO 1.6 (Planes inducidos por mapas). Sean p € P(X), v e PY)yT: X —
Y medible con Ty p = v.

(a) Probar que m = (id,T")xp satisface m(A x Y) = p(A) y n(X x B) = v(B), es
decir, 7 € II(p, v).

(b) Probar que II(u,v) # () para cualesquiera p, v, aunque no exista ningiun 7' con
Typ=v.

(c) Probar que m € II(u, v) estd inducido por un mapa si y solo si 7 esta concentrado
en el grafico de una funcion medible 7: X — Y, es decir, 7({(z,T(x)) : z €
X}) = 1. (Compérese con el Lema[9.1.2])

EJERCICIO 1.7 (Un plan que no proviene de un mapa). Sean p = v = %50 + %51 y
™= 1 (%00 * d0.) + d0) + I1)-
Verificar que m € II(p,v) y que no existe 7' con m = (id,T")xp. Describir todos los

elementos de II(u, v) y decidir cuéles provienen de un mapa.

EJercicio 1.8 (El conjunto de mapas de transporte no es convexo). Sean p =
L1, v = LM [1/a5/4),

+1’ 6 071 )
To(l’)zﬂf-f—ia T1<x):{x vel i)

(a) Probar que (T;)gp = vy que [|T;(z) — z|dp =} parai=0,1.

(b) Probar que para todo « € (0, 1), (1—a)To+ a1} no transporta p en v. Concluir
que T (p,v) ={T : Typr = v} no es convexo.

(c) Probar en cambio que II(u,v) es convexo y que el funcional de Kantorovich
7 [ cdm es afin sobre II(u, v). Este es uno de los motivos de la relajaciéon de
Kantorovich.

EJERCICIO 1.9 (Caracterizacion de los planes por integrales). Sean u € P(X),
veP(Y)ynmeP(X xY). Probar que m € II(u,v) siy solo si

/X (@) 0(0) d.y) - /X b+ /Y bdv para todo (6,4) € L} (u) x L'(v),
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verificando en particular que, para © € II(u,v), la funcion ¢(z) + ¢ (y) pertenece a
L(m).

EJErcICIO 1.10 (Minimos de funcionales lineales y puntos extremales). Sea E un
espacio de Banach, K C E compacto y convexo, vy { € E*. Se dice que x € K es
extremal si x € [x1,25] con x, x5 € K implica x = x7 0 x = x9; denotamos £(K) al
conjunto de puntos extremales. El teorema de Krein-Milman afirma que K = ¢ E(K).

(a) Probar que existe z € K con ¢(x) = ming /.

(b) Probar que el conjunto de minimizadores es compacto, convexo y extremal en
K (si un segmento de K tiene su punto medio en él, todo el segmento esta en
él). Deducir, usando Krein-Milman, que existe un minimizador xy € £(K).

EJERCICIO 1.11 (Matrices biestocasticas). Sea B, el conjunto de matrices 7 € R™*"
con entradas no negativas cuyas filas y columnas suman 1.

(a) Probar que B> = {(,", ;") : t € [0,1]} y hallar sus puntos extremales.

(b) Probar que B, es compacto y convexo, y que toda matriz de permutacion T =
djo(i) €8 un punto extremal.

(c) Probar que si m € B, tiene una entrada m;,;, € (0, 1), entonces 7 no es extremal.
Sugerencia: construir una sucesion g, , T j,, Tiijo, - - - de entradas en (0, 1),
alternando filas y columnas, hasta cerrar un ciclo; perturbar las entradas del
ciclo en F¢ alternadamente y escribir 7 como punto medio de dos elementos
distintos de B,,.

(d) Concluir el teorema de Birkhoff-von Neumann: £(B,,) es el conjunto de matrices
de permutacion y toda matriz biestocastica es combinacién convexa de matrices
de permutacion.



Capitulo 2
Existencia de planes 6ptimos

En el capitulo anterior introdujimos el problema de Kantorovich como una relaja-
ciéon del problema de Monge. Vimos que esta formulacion presenta ventajas importan-
tes: el conjunto de planes de transporte admisibles nunca es vacio y el problema puede
interpretarse como un problema de programacion lineal en dimension infinita.

El objetivo de este capitulo es demostrar que, bajo hipétesis muy generales sobre
el costo, el problema de Kantorovich admite siempre una soluciéon. Para ello utilizare-
mos el método directo del calculo de variaciones, una herramienta fundamental para
establecer resultados de existencia en problemas de minimizacion.

La aplicacion del método directo requiere verificar dos propiedades esenciales: por
un lado, que toda sucesion minimizante posea una subsucesion convergente y, por otro,
que el funcional costo sea semicontinuo inferior respecto de esa nociéon de convergencia.
Esto nos llevara a introducir la convergencia débil de medidas y a estudiar algunas de
sus propiedades basicas, que constituyen una herramienta fundamental en la teoria del
transporte 6ptimo.

2.1. El método directo del calculo de variaciones

El método directo del calculo de variaciones proporciona un criterio general para
demostrar la existencia de minimizadores de un funcional. La idea consiste en cons-
truir una sucesion cuyos valores del funcional se aproximen al infimo, extraer de ella
una subsucesion convergente y utilizar la semicontinuidad inferior del funcional para
concluir que el limite es efectivamente un minimizador.

Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado.
TEOREMA 2.1.1 (Método directo). Sea X un espacio topoldgico y sea
F: X — (—o0,+00].
Supongamos que
1. existe una sucesion minimizante (T, )nen C X, es decir,
F(x,) — inf F(x);
zeX
2. toda sucesion minimizante posee una subsucesion convergente;
3. F' es semicontinua inferiormente, es decir, si
Tp — X,
entonces

F(z) < liminf F(x,).

n—oo

Entonces I alcanza su minimo en algun punto de X.

21
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DEMOSTRACION. Sea (z,) una sucesiéon minimizante. Por hipotesis, existe una sub-
sucesion, que seguimos denotando por (x,,), tal que

Ty — T.
Como F' es semicontinua inferiormente,
F(z) <liminf F(x,).
n—oo

Por otra parte,
lim F(x,) = inf F
1 (IL’) yleX (y)>

n—oo

va que (z,) es una sucesion minimizante. En consecuencia,
F(z) < inf F(y),
yeX

lo que implica
F(z) = inf F(y).

yeX
Por lo tanto,  es un minimizador de F. O

En nuestro contexto, el espacio X seré el conjunto II(y, v) de planes de transporte.
Consideraremos el funcional de Kantorovich

K: (g, v) - RU{+o0},
definido por

(2.1.1) IC(W):/X Yc(x,y)dw(m,y}.

Por lo tanto, para demostrar la existencia de planes 6ptimos bastara establecer
que las sucesiones minimizantes de planes de transporte son precompactas para una
topologia adecuada y que el funcional K es semicontinuo inferior respecto de dicha
topologfia.

2.2. La topologia débil

Para aplicar el método directo al problema de Kantorovich es necesario introducir
una nociéon de convergencia en el espacio de medidas de probabilidad. La topologia
méas natural para este proposito es la topologia débil, ya que permite establecer resul-
tados de compacidad y es compatible con la semicontinuidad inferior del funcional de
Kantorovich.

La idea es sencilla: una medida de probabilidad queda determinada por los valores
de las integrales de funciones continuas acotadas. Esto conduce a la siguiente definicion.

DEFINICION 2.2.1 (Convergencia débil). Sea (X,d) un espacio métrico y sean
(tn)nen v 1 medidas de probabilidad sobre X. Se dice que (u,) converge débilmen-
te a u, y se escribe

:U’n - /'67
si

lim wdunz/wdu
X X

n—oo

para toda funcion continua y acotada ¢ € Cy(X).
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Veamos algunos ejemplos

23

EJEMPLO 2.2.2. Supongamos que du, = f,dx, du = fdx, donde f,, f € LY(Q)y

fo— f en LY(Q).
Entonces
fin = [
En efecto, si ¢ € Cy(Q),

/sodun—/sodu‘z
Q Q

que converge a cero.

< lplloolLfn = fllzr ()

/Q o(fo — f)da

EJEMPLO 2.2.3. Sea (x,) C X una sucesion tal que x, — x. Entonces §,, — 0,.

En efecto, para toda ¢ € Cp(X),

/ P doy, = p(rn) — () = / p doy,
b's b's
por continuidad de .

EJEMPLO 2.2.4. Para cada n € N, sea

n—1

1
Wn = — 6n
“

en el intervalo [0, 1].
Entonces

fin = L [0,1);
donde L'}y denota la medida de Lebesgue restringida al intervalo [0, 1].
En efecto, si ¢ € C([0,1]),

n—1
1 k
odp, = — ¢(—) 7
/[0,1} n Z n

k=0

[ ot

por la convergencia de las sumas de Riemann.

que converge a

Para aplicar el método directo es necesario determinar cuando una sucesién de
medidas de probabilidad posee una subsucesion débilmente convergente. El concepto
fundamental para responder esta pregunta es el de familia ajustada de medidas, que
expresa, en términos intuitivos, que la masa de las medidas no puede escapar hacia el

infinito.

La importancia de esta nociéon radica en el siguiente resultado, debido a Prokhorov,

que caracteriza la compacidad relativa para la topologia débil.



24 2. EXISTENCIA DE PLANES OPTIMOS

DEFINICION 2.2.5 (Familia ajustada). Sea X un espacio métrico y sea F C P(X).
Se dice que F es una familia ajustada si para todo ¢ > 0 existe un conjunto compacto
K C X tal que
pK)=1-¢

para toda pu € F.

Tenemos el siguiente resultado de compacidad debido a Prokhorov:

TEOREMA 2.2.6 (Prokhorov). Sea X un espacio métrico completo y separable. Una
familia
F CP(X)

es relativamente compacta para la topologia débil si y sélo si es ajustada.

DEMOSTRACION. La demostracién de que toda familia ajustada es relativamente
compacta para la topologia débil, resultado que sera el tnico utilizado en este curso,
puede consultarse en [5] Theorem 5.1]. O

2.3. Demostracion de la existencia de planes 6ptimos

Una vez establecidas las herramientas de compacidad y semicontinuidad, estamos
en condiciones de demostrar el principal resultado de este capitulo: la existencia de
planes de transporte 6ptimos. La demostracion consiste simplemente en verificar las
hipotesis del método directo del calculo de variaciones.

El siguiente resultado muestra que el conjunto de planes admisibles posee precisa-
mente la propiedad de compacidad requerida por el método directo. Su demostraciéon
consiste simplemente en verificar que II(y, v) es una familia ajustada y aplicar el teo-
rema de Prokhorov.

COROLARIO 2.3.1. Sean X eY espacios métricos completos y separables. Si
pePX), vePY),

entonces el conjunto
(g, v)
es relativamente compacto para la topologia débil de P(X xY).

DEMOSTRACION. Para simplificar la demostracion, suponemos ademas que X e Y
son localmente compactos. La demostracion completa sin esta hipotesis sigue exacta-
mente el mismo argumento, reemplazando el uso directo de la compacidad local por el
resultado de ajuste de medidas de probabilidad en espacios métricos completos sepa-
rables, que estd garantizado por [5, Theorem 1.3].

Basta demostrar que II(u, ) es una familia ajustada. Sea e > 0. Como u y v son
medidas de probabilidad, existen compactos

KXCX, KYCK

tales que

MKﬂzl—; WKﬁzl—g



2.3. DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA DE PLANES OPTIMOS 25

Es decir, p y v son ajustadas. En el caso general |5, Theorem 1.3] garantiza que las
medidas de probabilidad ¢ y v son ajustadas sin asumir la compacidad local, a partir
de lo cual la demostraciéon continta exactamente del mismo modo.

Como el producto de compactos es compacto, el conjunto
Ky xKy CX xY

es compacto.
Sea ahora 7 € II(y, v). Entonces

7T((KX X Ky)c) <m(K$ xY)+ (X x Ky)

= u(K%) +v(Ky)
<e.

En consecuencia,
W(KX XKy> Z 1—c¢
para toda m € II(u, v). Esto prueba que II(i, v) es una familia ajustada.

La conclusion se sigue del teorema de Prokhorov. O

Para completar la aplicacion del método directo, resta verificar que el funcional de
Kantorovich IC, dado por , es semicontinuo inferior respecto de la convergencia
débil. Comenzamos por el caso mas sencillo, en que el costo es acotado y el funcional
resulta de hecho continuo.

PROPOSICION 2.3.2. Sean X e Y espacios métricos completos y separables y sea
c: X xY =R

una funcion continua y acotada. Entonces el funcional

széymMM@w

es conlinuo para la convergencia débil de medidas. Es decir, si
T, — T,
entonces
K(m,) — K(m).
DEMOSTRACION. Como ¢ es continua y acotada, se tiene
ce CGy(X xY).
La conclusion es entonces inmediata de la definicion de convergencia débil. U

OBSERVACION 2.3.3. En la mayoria de las aplicaciones de transporte 6ptimo la
funcién de costo no es acotada; por ejemplo,

c(z,y) = |z —yl”.

En ese caso el resultado anterior deja de ser valido en general y serd necesario imponer
hipotesis adicionales para garantizar la semicontinuidad inferior del funcional.
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TEOREMA 2.3.4. Sean X eY espacios métricos completos y separables, y sea
c: X XY —[0,00)

una funcion continua. Entonces el funcional de Kantorovich

széymwm@w

es semicontinuo inferior para la convergencia débil. Es decir, si
T — T,

entonces
K(m) < liminf K(m,).

n—o0

DEMOSTRACION. Para cada m € N, definimos

Cm(l', y) = Hlfn{C(iB7 y)7 m}
Como c es continua, cada ¢, también lo es. Ademas, ¢,, es acotada, por lo que la
convergencia débil implica

/ en(t.y) draey) — [ emley) dr(z,y).
XxY XxY

Por otra parte, como 0 < ¢, T ¢, el teorema de convergencia mon6tona da

/Q»}/cm<x,y>dw<x,y>¢- ez, ) dn(z,y),

XxY
y, para cada n,

/ny em(@,y) dn(2,) 1 c(x, y) dmn (2, y).

XxY
Por lo tanto, para todo m,

lfim inf/ c(x,y) dm,(x,y) > lim inf/ Cm(x,y) dmy(x,y) = / Cm(x,y) dr(z,y).
XxY XXY

n—o0 n—0o0 XxY

Finalmente, haciendo m — oo y aplicando nuevamente el teorema de convergencia
monoé6tona, obtenemos

h’minf/ c(x,y)dmy(x,y) 2/ c(z,y)dn(z,y),
neo Jxxy XxY

que es la tesis. O

Hasta ahora hemos supuesto que la funcién de costo ¢ es continua. Esta hipotesis
garantiza que el funcional de Kantorovich sea continuo cuando el costo es ademas
acotado, y semicontinuo inferior cuando el costo es no negativo y continuo. Podemos
debilitar ain méas estas condiciones.

En lo que sigue supondremos tinicamente que
c: X XY — [0, +o0]

es semicontinua inferior. Esta hipotesis resulta ser suficiente para garantizar la semi-
continuidad inferior del funcional de Kantorovich. La herramienta fundamental sera el
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siguiente resultado de aproximaciéon de funciones semicontinuas inferiores por funciones
continuas.

LEMA 2.3.5 (Aproximacién de funciones semicontinuas inferiores). Sea X un espa-
cio métrico y sea f: X — [0, +00| una funcion semicontinua inferior. Entonces existe

una sucesion de funciones fr: X — [0,400) continuas tal que fr T f puntualmente
en X.

Mds precisamente, podemos definir
fiule) = WE{F(2) + kd(z, )},
Entonces cada fy, es k-Lipschitz y, para todo x € X,
i) < fia@) < f@) g Jim fiule) = ().
DEMOSTRACION. Fijemos k € N. Por definicion,

file) = inf {(2) + k(z, 2)}.

Veamos primero que fj es k-Lipschitz. Sean x,2’ € X. Para todo z € X,
f(z)+kd(z,z) < f(z) + kd(@, 2) + kd(z,2),

donde hemos utilizado la desigualdad triangular. Tomando infimo respecto de z, obte-
nemos

fr(x) < fol@) + kd(z,2").
Intercambiando los papeles de = y 2/, concluimos que
|fe(z) = fu(@)| < kd(z, 2").
Por lo tanto, fi es continua.
Ademas, tomando z = x en la definicién de f;, obtenemos
fu(x) < f(2).
Si k </, entonces, para todo z € X,
f(2)+Ekd(z,2) < f(z) + Ld(z, 2).
Por lo tanto,
fe(w) < fo(w).
En particular,
fe(@) < fepi(x) < f(2).
Asi, para cada z € X, existe
((x) = lim fi(a)
k—o0
l(x) < f(x).
Resta demostrar que ¢(z) = f(z).

Fijemos z € X y sea a < f(z). Como [ es semicontinua inferior en x, existe r > 0
tal que

d(z,z) <r = f(z)>a
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Consideremos ahora un z € X. Si d(z, z) < r, entonces
f(z) +kd(z,2) > a.
Si, en cambio, d(x, z) > r, entonces
f(z)+kd(z,z) > kr.
Por consiguiente,

fi(@) = mf{f(2) + kd(z,2)} > min{a, kr}.

zeX

Para k suficientemente grande se tiene kr > a, y por lo tanto

fr(x) > a.
Pasando al limite,
(x) > a.
Como a < f(z) era arbitrario,
lx) > f(z).
Junto con /(z) < f(z), concluimos que
l(z) = f().
Por lo tanto,
e T f
puntualmente en X. O

TEOREMA 2.3.6. Sean X eY espacios métricos completos y separables, y sea
c: X XY — [0, +00]

una funcion semicontinua inferior. Entonces el funcional de Kantorovich

széymwmww

es semicontinuo inferior respecto de la convergencia débil. Es decir, st m, — m, entonces
K(m) < liminf,, . K(m,).

DEMOSTRACION. Para cada m € N, definimos

m o
"(x,y) = min{c(z,y), m}.

Como c¢ es semicontinua inferior, ¢ también lo es. Por el lema anterior, existe una

sucesion de funciones continuas

X xY — [0,m)]
tal que ¢ 1 c™.

Como ¢} es continua y acotada, la convergencia débil m, — 7 implica

/ cp dm, — cpdm.
XxXY XXY

Ademss, ¢ <™ < ¢, por lo que

m
/ cdm, 2/ . dmy,.
XxY XxY
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Por consiguiente,

lim inf / cdm, > / cp dm.
n=o JXxy XxY

Esta desigualdad vale para todo k. Como ¢* 1 ¢, el teorema de convergencia

mondtona da
/ cp dm T c"dm.
XXY XxXY

lim inf / cdm, > / c"dr.
oo JXxy XxY

Finalmente, como ¢ 1 ¢, aplicando nuevamente el teorema de convergencia mono-
tona y haciendo m — oo, obtenemos

h’minf/ cdm, 2/ cdr.
n=oo JXxy XxY

K(m) <liminf K(m,),

n—o0

como queriamos demostrar O

Por lo tanto,

Es decir,

El Corolario garantiza que toda sucesion en IT(y, v) tiene una subsucesion dé-
bilmente convergente, pero no dice que el limite sea nuevamente un plan de transporte.
Para eso necesitamos saber que II(u, v) es débilmente cerrado, lo cual a su vez requiere
el siguiente hecho elemental.

LEMA 2.3.7. Sea X un espacio métrico y sean u,v € P(X). Si

/soduz/sodv
X X

para toda funcion ¢ € Cy(X), entonces
= V.

Es decir, una medida de probabilidad sobre un espacio métrico queda completamente
determinada por sus integrales contra funciones continuas y acotadas.

DEMOSTRACION. Sea G C X un abierto. Para cada k € N, definimos
fr(z) =min{l, kd(z, X \ G)}.
Como la funcién distancia es continua, tenemos
fr € Cy(X), 0<fr <L
Ademas, la sucesion (f;) es creciente y
fr(x) — 1a(2)

para todo x € X. En efecto, si z ¢ G, entonces d(z, X \ G) = 0, mientras que si z € G,
el hecho de que G sea abierto implica

d(z, X\ G) >0,
y por lo tanto fy(x) — 1.
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Por el teorema de convergencia monétona,

WG = [ todu=Jim [ fidp
X k—o0 X

/kadlt:/xfkd%

y nuevamente por convergencia monotona,

h’m/fkdyz/ lcdv =v(G).
k—oo [y X

Por hipotesis,

Por lo tanto,

para todo abierto G C X.

Como las medidas de Borel coinciden sobre todos los abiertos, se concluye que p = v
como queriamos ver. O

LEMA 2.3.8. Sean X e Y espacios métricos, p € P(X) yv € P(Y). Si (m,) C
(u,v) ymy =7 en P(X xY), entonces m € I1(p, v).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € C(X). La funcién (x,y) — ¢(x) pertenece a Cp(X xXY),
de modo que, por la convergencia débil y la definicion de medida imagen,

/@d(pl)#WZ/ p(r) dr(z,y) = lim p(z) dmy(z,y) = Hm soduz/ pdpu.
X X X

XxY n—oo XxY n—oo

Como esto vale para toda ¢ € Cy(X), el Lema da (p1)gm = p. Analogamente,
(p2)ym = 1. O

Llegamos finalmente al principal objetivo de este capitulo. Los resultados desa-
rrollados en las secciones anteriores permiten aplicar el método directo del célculo de
variaciones al problema de Kantorovich. Como consecuencia, obtenemos el siguiente
teorema de existencia, uno de los pilares fundamentales de la teoria del transporte
optimo.

TEOREMA 2.3.9 (Existencia de planes 6ptimos). Sean X e Y espacios métricos
completos y separables, sean

p e P(X), vePY),
Y sea
c: X xY —[0,00)
una funcion semicontinua inferior. Entonces existe un plan de transporte dptimo, es
decir, existe
e l(u,v)
tal que

K(r*) = L ain K(r).
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DEMOSTRACION. Como II(p, v) es no vacio, existe una sucesion minimizante

(ﬂ-n>n€N C H(M7 V)'

Por el Corolario [2.3.1] existe una subsucesion, que denotaremos nuevamente por (m,),
y una medida 7* € P(X x Y) tales que

T — T,
y por el Lema 7 € II(p,v). Finalmente, por la semicontinuidad inferior del
funcional de Kantorovich,

K(r*) < liminf K(m,) = inf K(r),

n—00 mell(p,v)

lo que implica que 7* es un plan de transporte 6ptimo. 0

Ejercicios

EJERCICIO 2.1 (Convergencia débil: ejemplos). Decidir si las siguientes sucesiones
convergen débilmente en P(R) y, en caso afirmativo, hallar el limite:

(a) 51/71,; (b) 5117 (C) %50+%51/n7 (d) ‘Cl L[O,l—l/n]'ﬁ; (e) n‘cl L[O,l/n}; (f) %Zék/n
k=1

En (b), probar que ninguna subsucesion converge débilmente a una medida de proba-
bilidad, y relacionarlo con la falta de ajuste (tightness).

EJErRCICIO 2.2 (Continuidad del push-forward). Sean X, Y espacios métricos y
T: X — Y continua.

(a) Probar que si p, — pen P(X) entonces Typ, — Tup en P(Y).

(b) Concluir que si p, = = > joy 0z, converge débilmente a y (por ejemplo, si los z;
son muestras independientes de pu, por la ley de los grandes niimeros), entonces
% > ; Or(z;) — Typ: “los mapas de transporte mandan muestras en muestras”.

(¢) Mostrar con un ejemplo que (a) falla si T' es s6lo medible.

EJERCICIO 2.3 (Los mapas no son compactos). (a) Construir una sucesion f,: [0,1] —
[0, 1] tal que (f,) %L [jo,j= L' [j0,1] para todony f, — 5 débilmente en L*(0, 1),
es decir, [ f,g — % [ g para toda g € L*(0,1). Sugerencia: funciones “diente de
sierra” de periodo 1/n.
(b) Sea m, = (id, fn)#L"|0,1]. Probar que m, = L' 11®L" 0,1, que no esta indu-
cido por ningin mapa. Concluir que el conjunto de planes inducidos por mapas
no es débilmente cerrado, y comentar por qué esto obstruye el método directo
para el problema de Monge.
(c) (Es posible elegir las f, de clase C'?

EJERCICIO 2.4 (La variacion total no sirve). La distancia de variacion total en
P(Z) es |la — Bllrv = supy |a(A) — B(A)|. Sea pu = L1 y m = (id, T;,)zp con
T.(z) =z + 2 (mdd 1). Probar que m, € II(u, u), que ||m, — /7y = 1 para n # m,
y concluir que TI(p, 1) no es compacto para la variacion total, aunque si lo es para la
topologia débil (Corolario 2.3.1]). ;A qué converge débilmente 7,7
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EJERCICIO 2.5 (Regularizacion de Moreau—Yosida). Sea (X, d) un espacio métrico
y g: X — RU {+o0} propia (no idénticamente +o00) y acotada inferiormente. Para
k > 0 se define

gr(x) = inf {g(y) + kd(x, y)}

yeX

(a) Probar que gy es finita, k-Lipschitz, gr < gy gr > Inf g.

(b) Si ademas ¢ es semicontinua inferiormente, probar que gx(z) * g(z) para todo
x cuando kK — oo.

(¢) Deducir que toda funciéon semicontinua inferiormente y acotada inferiormente
en un espacio métrico es limite puntual creciente de una sucesiéon de funciones
Lipschitz y acotadas (min{g, k}).

EJERCICIO 2.6 (Integrales de funciones semicontinuas). Sea X un espacio métrico,
f: X — RU{+o0c} semicontinua inferiormente y acotada inferiormente, y u € P(X).

(a) Probar que [, fdu =sup{ [, gdu: g€ Cy(X), g < f}. Sugerencia: Ejerci-
cio [2.5] y convergencia mondtona.

(b) Deducir de (a) el Teorema sim, = men P(X xY)y ces semicontinua
inferiormente y acotada inferiormente, entonces [ cdr < liminf, [ cdm,.

(¢) Mostrar con un ejemplo que la semicontinuidad inferior del funcional de Kan-
torovich falla si ¢ es s6lo medible y acotada.

EJERCICIO 2.7 (Estabilidad de los planes 6ptimos). Sean X, Y compactos, p €
P(X),veP(Y),ycy,c: X xY — R continuas con ¢, — ¢ uniformemente. Sea ~,, un
plan 6ptimo para c,.

(a) Probar que toda subsucesion de (7,) tiene una subsucesion que converge débil-
mente a un plan  6ptimo para ¢, y que mingy,,) f Cp dy — mingy,,,) f cdy.

(b) Aplicarlo a c.(z,y) = |[r —y|"™ vy a c.(z,y) = V/e2+ |z —y|* con e — 0:
los planes 6ptimos convergen, salvo subsucesion, a planes 6ptimos para |z — yl.
Como para |z—y| el plan 6ptimo no es unico en general, estos limites seleccionan
planes 6ptimos particulares; ;qué se puede decir del limite € — oo en el segundo
caso, una vez normalizado el costo?

(c) (%) Si p y v tienen soportes disjuntos y u < L%, el limite en (b) es tinico y es
el plan “monotono a lo largo de rayos”; ver [19] Sec. 3.1].

EJERCICIO 2.8 (% La convergencia débil es metrizable). Sea X un espacio métrico
completo y separable. Probar que existe una métrica d en P(X) tal que p, — p si
y solo si d(pn, u) — 0. Sugerencia: tomar una sucesion (gr) C Cp(X) densa en un
sentido adecuado (por ejemplo, densa en Lip,(X) para la convergencia uniforme sobre
compactos) y definir d(u,v) = >, 27" min{l,| [ grdp — [ grdv|}; ver [3, Sec. 5.1].
Compérese con la métrica W), del Capitulo [I0} que metriza la convergencia débil junto
con la de los momentos.

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cua-
derno Monge y Kantorovich, que acompana los Capitulos 1]y [2| (véase el Apéndice ;
los enunciados figuran también al final del cuaderno. Las referencias a secciones son a
las del cuaderno.

EJERCICIO 2.9 (Asignacion y Kantorovich). Para n puntos con masas uniformes,
verificar que el solver exacto (ot.emd) devuelve siempre una matriz de permutacion
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dividida por n y que su costo coincide con el del problema de asignacion resuelto con
la rutina de SciPy, como predice el teorema de Birkhoff (Ejercicio [1.11)). Para masas
genéricas, contar las entradas no nulas del plan 6éptimo y comprobar la cota n+m — 1.
Construir un ejemplo con n = m = 3 en el que el plan 6ptimo tenga exactamente 5
entradas no nulas, y otro en el que tenga menos.

EJERcICIO 2.10 (El segmento II(u,v)). Para p = v = (6 + 6;) y los costos
c=|r—yl’ ¢ =1y v c = —|z —y|?, graficar el costo como funciéon del parametro
t que recorre el segmento I1(u,v) e identificar todos los planes 6ptimos en cada caso.
. Para qué costo son 6ptimos todos los planes?

EJErCICIO 2.11 (Birkhoff). Generar una matriz biestocastica M como combina-
cion convexa aleatoria de cinco matrices de permutacion. Para un costo aleatorio C,
comprobar que el plan 6ptimo del programa lineal es una permutacion y que (C, M) es
estrictamente mayor que el 6ptimo (salvo coincidencias). Implementar la descomposi-
cion de Birkhoff: encontrar una permutacion o con M;,;) > 0 para todo ¢ (resolver un
problema de asignacion con costo —log M), restar t M (o) con t = min; M, ;) v repetir
hasta llegar a cero. ;Cuéantas permutaciones aparecen?

EJERCICIO 2.12 (Costos concavos). Con las dos densidades superpuestas de la Sec-
cion b del cuaderno, calcular la masa que el plan 6ptimo de |z — y|? deja en la diagonal
{y = x} como funciéon de p € (0,2] y graficarla. Explicar el salto en p = 1 usando la
Proposicion y el Ejercicio [8.5

EJERCICIO 2.13 (Convergencia débil de planes). Con las funciones “diente de sierra”
fn del Ejercicio verificar numéricamente que fol d()(fn(z)) dx — fol qﬁfol 1 para
varias ¢, continuas (por ejemplo, polinomios y senos). Repetir con f,(z) = = +
% méd 1: ja qué plan convergen ahora los m, = (id, fu)#L" (0,17 (Esta inducido por
un mapa?






Capitulo 3
Un breve repaso de dualidad en Programacién Lineal

La nociéon de dualidad es uno de los conceptos fundamentales de la programacion
lineal. A todo problema de programacién lineal, llamado problema primal, se le puede
asociar otro problema de programacion lineal, denominado problema dual, cuya formu-
lacién esta estrechamente relacionada con la del problema original. La dualidad esta-
blece una profunda relacién entre ambos problemas: en particular, el valor de cualquier
soluciéon del problema dual proporciona una cota para el valor 6ptimo del problema
primal y, bajo hipotesis adecuadas, ambos problemas tienen el mismo valor 6ptimo.

En este capitulo repasaremos brevemente estas ideas, con el objetivo de utilizarlas
luego para comprender el origen de la dualidad de Kantorovich. En particular, veremos
como se construye el problema dual a partir del primal y como las restricciones del
problema dual surgen naturalmente de las variables del problema original.

Finalmente, aplicaremos estas ideas al problema de transporte discreto. Esto per-
mitird reconocer la formulacién dual de Kantorovich como una extension natural de la
dualidad de programacion lineal al contexto del transporte 6ptimo.

3.1. El problema primal y el problema dual

Un problema de programacion lineal consiste en optimizar una funcion lineal sujeta
a restricciones lineales. En su forma estandar, podemos escribirlo como

minimizar ¢z

sujeto a  Ax = b,
x>0,

donde z € R" es el vector de variables, A € R™*" b e R™ y ¢ € R™.

A este problema se lo denomina problema primal. El objetivo consiste en encontrar,

entre todos los vectores x que satisfacen las restricciones, aquel que minimiza el costo

CTZ'.

A partir del problema primal se puede construir otro problema de programaciéon
lineal, denominado problema dual. Para el problema anterior, el dual es
maximizar b’y

sujetoa ATy <,

donde y € R™ es el vector de variables duales.

La correspondencia entre ambos problemas es particularmente significativa. Cada
una de las m restricciones del problema primal da lugar a una variable dual, mientras

35
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que cada una de las n variables del problema primal da lugar a una restriccion del pro-
blema dual. De este modo, el problema dual intercambia los papeles de las restricciones
y las variables del problema primal.

3.2. Dualidad débil y dualidad fuerte

La relacion entre los problemas primal y dual no se limita a la forma en que se
construyen. Una de las propiedades fundamentales de la dualidad es que toda soluciéon
factible del problema dual proporciona una cota para cualquier solucion factible del
problema primal.

Consideremos nuevamente el problema primal

minimizar ¢z

sujeto a  Ax = b,
x>0,
y su problema dual
maximizar b'y

sujeto a ATy < c.

Supongamos que x es una soluciéon factible del problema primal y que y es una
solucién factible del problema dual. Entonces

ATy <.
Como z > 0, obtenemos
acTATy < zle.
Por otra parte, como Ax = b,
2T ATy = (Az)Ty = bTy.
Por lo tanto,
bTy <y

Hemos demostrado asi que el valor de cualquier solucién factible del problema dual
es menor o igual que el valor de cualquier solucion factible del problema primal. En
particular,

sup{b’y : y es factible para el dual} < inf{c’z :  es factible para el primal}.

Este resultado se conoce como dualidad débil.

La importancia de la dualidad de programacion lineal se debe, en particular, a que
bajo hipotesis adecuadas esta desigualdad se convierte en una igualdad. El resultado
fundamental es el siguiente.

TEOREMA 3.2.1 (Dualidad fuerte en programacion lineal). Si el problema primal
admite una solucion dptima finita, entonces el problema dual también admite una so-
lucion optima y los valores optimos coinciden. Es decir,

min ¢’z = méx by.

Ax=b Ty<
250 At y<ec
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La demostracion de este resultado requiere resultados propios de la teoria de progra-
macion lineal y queda fuera del alcance de estas notas. Puede consultarse, por ejemplo,
[20, Chapter 5].

La dualidad débil tiene una interpretacion particularmente ttil: el problema dual
permite obtener cotas para el valor 6ptimo del problema primal. La dualidad fuerte
afirma que, al resolver el problema dual, estas cotas pueden llegar a ser exactas.

Esta relacion sera fundamental en el problema de transporte 6ptimo. En particular,
veremos que el problema de Kantorovich discreto es un problema de programacion
lineal, por lo que su formulacion dual y la igualdad entre los valores 6ptimos se obtienen
directamente de estos resultados.

3.3. Una ventaja del problema dual: reducciéon de la dimensién

Una de las ventajas potenciales de considerar el problema dual es que puede tener
una dimension considerablemente menor que la del problema primal. En general, si el
problema primal tiene n variables y m restricciones, el problema dual tiene m variables
y n restricciones. Por lo tanto, cuando m < n, el problema dual puede resultar mucho
méas pequeno que el problema original.

Consideremos el problema de programacion lineal

100
minimizar Z CiT;
i=1
100
sujeto a Z a;x; = b,
i=1
x; >0, 1 =1,...,100,
donde a; > 0 para todo 7y b > 0.

El problema primal tiene 100 variables y una tnica restriccion de igualdad. Su
problema dual tiene, en cambio, una tnica variable y, asociada a la tnica restriccion
del problema primal. El problema dual es

maximizar by
sujeto a  a;y < ¢, 1=1,...,100.
Equivalentemente, las restricciones del problema dual pueden escribirse como

y<< o i=1,....100,

a;
y, por lo tanto,
. G
y < min —.
1<i<100 @
Asi, el problema dual se reduce a
. . .G
maximizar by sujeto a y < min —.
1<i<100 a;
Su solucién 6ptima es entonces
* .G
y*= min —

1<i<100 a;’
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y el valor 6ptimo del problema dual es
Ci
b min —.
1<i<100 @

El problema primal también puede resolverse directamente. Sea k un indice para el

cual
Ck, , Ci
— = min —.
ap  1<i<100 q;

Para toda solucién factible x se tiene

, Cj
c; > min — | ay,
1<5<100 a;

por lo que

100 100
, Gy ;G
E Cix; > min — E a;r; =b min —.
1<5<100 @ ; 1<5<100 @ ;
i=1 17 =1 J
Esta cota se alcanza tomando

b
Tk = — i =0 (i #k).
a
En consecuencia, el valor 6ptimo del problema primal es
Ci

’

min —,
1<i<100 a;

que coincide con el valor 6ptimo del problema dual.

Este ejemplo muestra una situacion en la que el problema dual tiene una dimensiéon
mucho menor que el problema primal: mientras que el primal tiene 100 variables, el
dual tiene solamente una. En problemas de gran tamano, esta reducciéon puede resultar
computacionalmente significativa.

3.4. Vuelta al problema de Kantorovich: el caso discreto

Veamos ahora como se aplica la discusiéon anterior al problema de transporte éptimo
cuando las medidas son discretas. Sean

N M
p=> b, v=>Y b,
i=1 Jj=1

donde a;,b; > 0y

N M
w31
i=1 j=1

Un plan de transporte m € II(u, v) queda completamente determinado por los niimeros

WZ]:W({(xl,yj)}), Z:]_,,N, ]:1,,M

Las condiciones sobre las marginales se traducen en

M
E T = Qq, Z:]_,...,N,
J=1
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N
Zﬂ'ij:b]‘, jzl,...,M,
i=1

junto con las condiciones m;; > 0.

Si escribimos ¢;; = ¢(x;,y;), el problema de Kantorovich se convierte entonces en el
siguiente problema de programacion lineal:

N M
minimizar E g CijTij

i=1 j=1

M
sujeto a E Tij = Gy, 1=1,...,N,
Jj=1

N

Zﬂ_ij:bj? jzl,...,M,
=1

71'2‘]‘20.

Por lo tanto, el problema de Kantorovich discreto es, literalmente, un problema de
programacion lineal. Podemos aplicar entonces la construccion del problema dual que
vimos anteriormente.

Para cada una de las restricciones
M
g Tij =
j=1

introducimos una variable dual ¢;, y para cada una de las restricciones

N
E T = bj
=1

introducimos una variable dual v;. El problema dual resulta ser
N

M
maximizar Zai%— +ij¢j
i=1 j=1

sujeto a  ©; +v; < ¢y, t1=1,...,N, j=1,..., M.

Observemos que, en este caso, el problema dual tiene N 4+ M variables, mientras que
el problema primal tiene NM variables. Cuando N y M son grandes, esta diferencia
puede ser considerable:

NM > N + M.

La formulaciéon dual permite asi reemplazar las variables 7;;, que describen cuanto se
transporta entre cada par de puntos, por dos familias de variables ¢; y v;, asociadas
respectivamente a los puntos de partida y de llegada.

Finalmente, podemos interpretar las variables duales como funciones definidas sobre
los soportes de las medidas:

i = (i), Y =1(y;).
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Con esta notacion, el problema dual adopta la forma

maximizar /gpd,u—i—/wdl/
X Y
sujeto a  p(x;) + ¥ (y;) < c(xi,y5), i=1,...,N, j=1,...,M.

Esta 1ltima formulacién es precisamente la version discreta del problema dual de
Kantorovich. En el caso general, las familias finitas de variables duales {¢;} v {¢;}
seran reemplazadas por funciones definidas sobre X e Y, y las restricciones

(i) +(y;) < el y;)
por la condicion

p(x) +1(y) < clz,y)  paratodo (z,y) € X X Y.

La discusion anterior servird como motivacion para la formulacion dual del problema
de transporte 6ptimo que introduciremos a continuacién. En particular, la formulacién
discreta sugiere qué estructura cabe esperar en el caso general: las variables duales
estardn asociadas a los espacios de partida y de llegada, y la restriccion dual involucrara
la funcion de costo.

Ejercicios

EJERCICIO 3.1 (Duales de distintas formas). (a) Escribir el problema dual de
min{c’z : Ar > b, * > 0} y el de min{c’z : Az = b} (sin restriccion de
signo), reduciéndolos primero a la forma estdndar min{c’z : Az = b, x > 0}
mediante variables de holgura y la descomposicion x = z+ — 2.

(b) Probar que el dual del dual es el primal.

(c) Dar un ejemplo en R (una variable) en el que el primal no sea factible y el dual
no sea acotado, y otro en el que ninguno de los dos sea factible. ; Contradicen
estos ejemplos el teorema de dualidad fuerte?

EJERCICIO 3.2 (Holgura complementaria). Sean x factible para el primal min{c’z :
Az =b, z > 0} e y factible para su dual max{b’y : ATy < c}.
(a) Probar que ¢’z — b7y = z7(c — ATy) y que ambos son 6ptimos si y sélo si
z; (¢ — ATy); = 0 para todo j.
(b) Traducirlo al problema de transporte discreto de la Seccion Ty (p,0)
factibles son ambos 6ptimos si y so6lo si

5 >0 = (,Dl‘i‘w] = Cjj-
Esta es la version discreta de la condicion de saturacion que reaparecerd en los
Capitulos [f] y [6]
EJERCICIO 3.3 (Un problema 2 x 2 a mano). Sean a = (0,4, 0,6), b = (0,5, 0,5) y
c=(3%).
(a) Describir II(a,b) como un segmento (tiene un solo grado de libertad) y hallar
el plan 6ptimo y el costo 6ptimo.

(b) Resolver el problema dual y verificar la dualidad fuerte y la holgura comple-
mentaria del Ejercicio [3.2



EJERCICIOS 41

(c) Probar que el par 6ptimo (¢, 1)) es tnico salvo la transformacion (o + s, 1 — s),
s € R, e interpretar esta invariancia.

EJERCICIO 3.4 (Vértices del politopo de transporte). Sean a € RY, b € R con
entradas positivas y > " a; = > b; =1, y II(a, b) el politopo de planes discretos.

(a) Probar que Il(a,b) es un politopo compacto y convexo de dimension (N —
(M —1).

(b) Probar que todo punto extremal = de II(a, b) tiene a lo sumo N+ M —1 entradas
positivas. Sugerencia: el grafo bipartito con aristas {(,j) : m;; > 0} no puede
contener ciclos (si los contiene, perturbar como en el Ejelfcicio7 y un bosque
con N + M vértices tiene a lo sumo N + M — 1 aristas.

(c) Deducir que el problema de transporte discreto siempre admite un plan 6ptimo
con a lo sumo N + M — 1 entradas positivas. (Esta cota se usa en el Capitulo
para contrastar con el plan entrépico, que tiene todas sus entradas positivas.)

EJERCICIO 3.5 (El problema de asignacion). Sean N=M ya=b=+(1,...,1).

(a) Probar, usando que un programa lineal alcanza su minimo en un vértice y el
teorema de Birkhoff (Ejercicio [1.11]), que

1
min C;iT; = — min Cio (i) -
well(a,b) “— T N eSSy & ®
13 7

Es decir: para pesos uniformes, el problema de Kantorovich discreto coincide
con el problema de Monge (una asignacion 6ptima), aunque el primero tiene
N? variables continuas y el segundo N! candidatos.

(b) Escribir el dual del problema de asignacion y probar que una permutacion o
es Optima si y solo si existen ¢,v € RY con ¢; + ¢; < ¢;; para todo 4,5 y
©; + Vo) = Cio(i) Para todo i. Interpretar ¢; y v; como precios (problema de
asignacion de Koopmans-Beckmann).

(c) Para ¢;; = |z —y;|> con 27 < ... < zy e y1 < ... < yy en R, probar
directamente que o = id es 6ptima (intercambiar dos asignaciones cruzadas no
aumenta el costo). Este es el germen del Capitulo .






Capitulo 4
Dualidad

Hasta ahora hemos estudiado el problema de Kantorovich desde el punto de vista del
plan de transporte: hemos visto que, bajo hipotesis generales, existe un plan 6ptimo. Sin
embargo, la formulacion primal describe la solucion mediante una medida sobre X x Y,
y no proporciona por s{ misma una forma sencilla de caracterizar la estructura de dicho
plan. La dualidad ofrece una perspectiva diferente: en lugar de buscar directamente una
medida 6ptima, podemos estudiar funciones definidas sobre los espacios X e Y.

Estas funciones duales no s6lo permiten obtener cotas inferiores para el costo de
transporte, sino que, cuando se alcanza la igualdad, proporcionan informacion sobre la
estructura de los planes 6ptimos.

Desde el punto de vista de la optimizacion, esta formulacion dual surge natural-
mente porque el problema de Kantorovich es un problema de programacion lineal, en
el que las restricciones que definen los planes de transporte son lineales.

El teorema de dualidad de Kantorovich constituye uno de los resultados fundamen-
tales de la teoria del transporte 6ptimo, ya que permite caracterizar el valor 6éptimo
del problema de transporte mediante un problema de maximizacién sobre una familia
adecuada de funciones.

En este capitulo introduciremos el problema dual y estudiaremos su interpretacion.
Posteriormente demostraremos el teorema de dualidad y analizaremos algunas de sus
consecuencias mas importantes.

4.1. Dualidad de Kantorovich

Necesitaremos la siguiente caracterizacion del conjunto de planes de transporte que
sera utilizada repetidamente a lo largo de este capitulo.

Recordemos que, por el Lema una medida de probabilidad sobre un espacio
métrico queda completamente determinada por sus integrales contra funciones conti-
nuas y acotadas.

Con la ayuda del Lema podemos obtener una caracterizacion del conjunto
II(p, v).

PROPOSICION 4.1.1. Sean X e Y espacios métricos. Sean pn € P(X), v € P(Y), y
T € P(X xY). Entonces m € I(u,v) si y solo si

/ (o(z) +¥(y)) dn(z,y) = / wd/H/ Y dv,
XxY X Y
para todo par de funciones

(0, 9) € Cy(X) x Cy(Y).
43
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que 7 € II(u, v). Por definicion,

(P1)xm = K, (P2)ym = v.
Por la definiciéon de medida imagen,

/Xxysﬁ(x)dw(x,y):/xcpdu y Xxylb(y) dW(I7y)=L¢du.

Sumando ambas igualdades obtenemos la identidad buscada.
Reciprocamente, supongamos que la identidad vale para toda ¢ y 1. Tomando

1 = 0, obtenemos
/ p(x) dm(z,y) = / pdp
XxY X

para toda funcion ¢ € Cy(X). Por la definicion de medida imagen,

/Xsod(pl)#W:/Xsodu

para toda funcion ¢ € Cy(X), y por lo tanto, por el Lema

(P1)4m = 1.
De manera andloga, tomando ¢ = 0 se obtiene

(p2)ym = 1.
En consecuencia, m € II(u, v). O

Para trabajar con la formulacion dual del problema de transporte serd util intro-
ducir una notaciéon para la clase de pares de funciones que satisfacen la restriccién
fundamental

o(x) +1(y) < clz,y).
Definimos
Ac = {(p.0) € L'(n) x L'(v) - p(a) +(y) < c(z,y) para todo (z,y) € X x Y} .
Llamaremos a A, la clase admisible asociada al costo c.

OBSERVACION 4.1.2. Es importante que la desigualdad de admisibilidad se exija en
todo punto (x,y), y no solamente p® v-c.t.p. La razon es que un conjunto x4 ® v-nulo no
tiene por qué ser w-nulo para un plan = € II(u, ) arbitrario: por ejemplo, si p = v es la
medida de Lebesgue en [0, 1], la diagonal {x = y} es y ® v-nula pero tiene medida uno

para el plan (id,id)gp. Con una definicion «c.t.p.» la dualidad débil que demostramos
a continuacion seria falsa.

Para (¢,v) € A., definimos el funcional

D(p, ) iz/)(sﬁdw/ywdu

Por otra parte, recordemos que el funcional de Kantorovich asociado a un plan 7 €
I(p,v) es

Ke(m) = /X Yc(a:,y) dm(z,y).

El siguiente resultado establece la relaciéon fundamental entre ambos funcionales.
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TEOREMA 4.1.3 (Dualidad de Kantorovich). Sean X e Y espacios métricos com-
pletos y separables, sean p € P(X) yv € P(Y), y sea

c: X xY — [0, +o0]

una funcion semicontinua inferiormente.

Entonces

inf K.(m)= sup D(p, ).

m€ll(pv) (e)EA.
Ademds, el infimo es alcanzado por algun plan de transporte
7€ (u,v).

Por otra parte, el valor del supremo no cambia si se restringe la clase admisible a
pares de funciones continuas y acotadas. FEs decir,

sup D(p,)) = sup  D(p,v),
(p)EA (p.0)EANC,

donde A, NCy = A.N(Cp(X) x Cp(Y)).

Antes de demostrar este resultado, resulta conveniente analizar sus consecuencias
e interpretar el significado del problema dual. Esto permitird comprender el papel de
las funciones duales y motivara naturalmente la demostracion que presentaremos mas
adelante.

En particular, el problema dual no debe entenderse simplemente como una reformu-
lacion alternativa del problema de transporte. Las funciones duales permiten obtener
cotas inferiores para el costo de cualquier transporte y, cuando se alcanza la igualdad,
proporcionan informacion sobre la estructura de los planes 6ptimos.

PROPOSICION 4.1.4 (Dualidad débil). Se tiene

sup D(p,¢) < inf K. (n).
(pr¥) €A mell(u.v)

DEMOSTRACION. Sea (¢,v) € A, y sea 7 € II(u, ). Por definicion de A,

o(r) +1(y) < clz,y)

para todo (z,y) € X x Y. Observemos que las funciones (x,y) — ¢(x) y (x,y) — ¥(y)
son 7-integrables, pues [ |p(z)|dr = [, |¢|dp < 0oy analogamente para 1. Integrando
la desigualdad respecto de m obtenemos

/X Y(@(x) + (y)) dr(z,y) < / c(z,y) dr(z,y).

XxXY

Como 7 tiene marginales p y v,

/Xxy(SO(x)va(y)) dw(x,y):/Xgpdqu/Yide:p(%w)_

Por lo tanto,

D(p,9) < Ke(m).
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Como la desigualdad vale para todo (¢,v) € A,y todo 7 € II(, v), podemos tomar
primero el supremo respecto de (,1) y luego el infimo respecto de 7, obteniendo

sup D(p,¢) < inf K.(m).
(p) €A meHl(u.v)

0

Esta desigualdad tiene una interpretacion importante. Cada par admisible (p, 1))
proporciona una cota inferior para el costo de cualquier plan de transporte. En parti-
cular, si para algin plan 7* y algtn par (¢*,¥*) admisible se alcanza la igualdad

/ cdﬂ*:/go*du+/w*du,
XxY X Y

entonces 7* es necesariamente un plan optimo y (¢*,1*) es un par 6ptimo para el
problema dual. En este sentido, las funciones duales proporcionan un certificado de
optimalidad.

Cuando el supremo en el problema dual es alcanzado por un par (¢*, "), dire-
mos que ¢* y ¥* son potenciales de Kantorovich. Es decir, un par de potenciales de
Kantorovich es un par admisible que alcanza el valor 6ptimo del problema dual:

/cp*du—i—/l/)*dl/— sup {/ god,u—i—/wdu}.
X Y (p)ed. \Jx Y

La existencia de potenciales de Kantorovich no esta, en general, garantizada tinica-
mente por el teorema de dualidad. En el caso discreto, sin embargo, como veremos mas
adelante (cf. Capitulo [5), su existencia se sigue de la teoria de programacion lineal.
En el caso general, el problema de la existencia de potenciales de Kantorovich sera
estudiado en el Capitulo [6]

4.2. Una demostracion formal

Antes de presentar una demostracion rigurosa del teorema de dualidad, resulta
ilustrativo realizar un calculo formal que muestra como aparece naturalmente la for-
mulaciéon dual.

La idea consiste en reescribir el problema de Kantorovich como un problema de
minimizacion sin restricciones y, posteriormente, intercambiar formalmente las opera-
ciones de infimo y supremo. Aunque este argumento no constituye una demostracion,
permite comprender de manera transparente el origen de la formulacién dual y anticipa
algunas de las ideas que apareceran en la demostraciéon rigurosa.

Recordemos que

inf K.(m)= inf {Kom)+ I (m)},

well(p,v) TEP(XXY)
donde
0, m e (u,v),
It () =
+oo, w¢&Il(p,v),

es la funcion caracteristica de II(u, v).
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Como las restricciones que definen el conjunto de planes de transporte son lineales,
la funcién caracteristica puede escribirse formalmente como

(™) = sup { [t [vav- | <w<x>+w<y>>dw}-
(p,¥)eCL(X)xCp(Y) X Y XxY

En efecto, si m# € (i, v), la expresion entre llaves es idénticamente igual a cero
para todo (p, ).

Si, en cambio, m ¢ II(u,r), alguna de las dos marginales de 7 no coincide con
la correspondiente medida prescrita. Por la caracterizaciéon de las medidas mediante
integrales de funciones continuas acotadas, existe entonces un par

(¢, 1) € Cp(X) x Gyp(Y)
tal que

/)(@du+/y¢du—/Xxy(go(x)+¢(y))d7r(x7y) > 0.

Multiplicando ahora ¢ y ¥ por una constante ¢ > 0, la expresion anterior se multiplica
por t. Por lo tanto, haciendo ¢ — +o0, el supremo es +o00. Asi,

@ = s s [var— [ o)+ v it}

() ECH( X)X Cp(Y)

En consecuencia, podemos escribir formalmente

inf sup {/cdw+/g0du+/wdy—/ (go—l—w)dw}.
TEP(XXY) (o 4)€CH(X)XCp(Y) X Y XxY

Suponiendo ahora que es posible intercambiar formalmente las operaciones de infi-
mo y supremo, obtenemos

sup /gpd,u+/2/)d1/+ inf / c(x,y) —p(x) — Py dﬂ'}.
(w,w)ecb(chb(Y){ X Y mEP(XxY) XxY( (@:9) ~ (=) = 9{a)

Para calcular el infimo anterior, observemos que para toda medida de probabilidad
7 se tiene

/X Y(C —p— 1/)) drm > inf {c(m,y) — () — ¢(y)}.

(z,y)eX XY

Por otra parte, tomando como 7 una medida de Dirac d(,,), obtenemos

/X Y(C — 0 =) Aoy = c(z,y) — p(a) = P(y).

Por lo tanto,

inf /X Y(c —p— @D) dmr = Inf {c(a:,y) —p(z) — ¢(y)}

rEP(XXY) (@.y)EX XY
Definamos, para cada par (p,¢) € Cy(X) x Cyp(Y),
m(e,g)= b Ae(r.y) = ole) =)}

z,Y)EX XY
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El calculo formal obtenido hasta aqui es entonces

sup {/ wdu+/de+m(so,¢)}-
() ECH( X)X Cp(Y) X Y

Veamos ahora que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
m(907 ¢) = 07

de modo que, en particular, el par resultante pertenece a A. N Cy.
En efecto, dado

m=m(p,¥) = mf {c(z,y)—px)—(y)},

(z,y)eX XY

consideremos

Entonces
y, por lo tanto,

Al mismo tiempo,

/&d,u—f—/{bvduz/gpd,u—k/wdqum.
X Y X Y
En consecuencia,

/)(ﬁdu+/}/@dV+m(@,1Z)—/Xsod/wr/ydeJrW@W)

Es decir, el valor del funcional no cambia al realizar este desplazamiento, independien-
temente del signo de m.

Asi, el calculo formal conduce a

sup {/ godu+/¢dl/}.
(ﬂﬂ,lﬁ)EAcﬂcb X Y

Este es precisamente el problema dual de Kantorovich.
Observemos ademés que esta normalizaciéon muestra por qué, en el problema dual,
la restriccion
o(x) +¥(y) < clz,y)
debe entenderse como una restriccion que se satura en el 6ptimo: si
inf ~{c(z,y) —p(z) —¥(y)} >0,

(z,y)eX XY

podemos aumentar simultadneamente ¢ y v sin perder la admisibilidad y mejorar es-
trictamente el valor del funcional. Por lo tanto, en un par 6ptimo necesariamente se
tiene

inf {c(z,y) —e(z) —d(y)} = 0.

(z,y)eX XY
Cuando el infimo se alcanza, esto significa que existe algin (xg,y0) € X X Y tal que

©(x0) + U (yo) = c(xo, Yo)-
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4.3. El problema del transportista

La formulacion dual admite una interpretacion econémica muy ilustrativa, que se
atribuye a Luis Caffarelli.

Supongamos que una empresa dispone de varias minas desde las cuales debe trans-
portar una cierta cantidad de mercancia hacia un conjunto de fabricas. La cantidad
disponible en cada mina y la demanda de cada fabrica estan fijadas. Si el costo de
transportar una unidad de mercancia desde la mina = hasta la fabrica y es c(z,y), el
problema consiste en organizar el transporte de manera que el costo total sea minimo.
Este es precisamente el problema de Monge-Kantorovich.

Supongamos ahora que un transportista propone hacerse cargo de toda la distribu-
cion. En lugar de cobrar directamente el costo de cada envio, establece un precio ¢(z)
por retirar una unidad de mercancia de la mina = y un precio ¥ (y) por entregarla en
la fabrica y.

Para que resulte conveniente contratar sus servicios, el costo total que cobra por

transportar una unidad desde x hasta y no puede exceder el costo directo del transporte.
Es decir, debe verificarse

p(x) +i(y) <clz,y),  (r,y) e X xY
Bajo esta restriccion, el beneficio total del transportista viene dado por

/¢w+/ww
X Y

que coincide exactamente con el funcional que aparece en el problema dual.

El teorema de dualidad de Kantorovich afirma entonces que un transportista que
elige 6ptimamente los precios puede obtener un beneficio maximo igual al minimo costo
necesario para realizar el transporte. En otras palabras, el valor 6ptimo del problema
dual coincide con el valor 6ptimo del problema de transporte.

La demostracion formal presentada en la seccion anterior no es exclusiva del proble-
ma de transporte 6ptimo. En realidad, constituye una manifestacion de un fenémeno
mucho méas general: la dualidad en programacion lineal. El siguiente ejercicio propone
recuperar la conocida relacion de dualidad en dimension finita mediante un argumento
analogo al utilizado anteriormente.

EJERCICIO 4.3.1. Sea A € M,,«n(R), b € R™ y ¢ € R". Demostrar, utilizando un
principio minimax, que

supc-x= inf b-y.
z€eR™ yerR™
Ax<b y>0, ATy=c

La analogia entre este resultado y la dualidad de Kantorovich no es casual. De
hecho, Kantorovich es considerado uno de los fundadores de la programacion lineal. El
problema dual del transporte 6ptimo puede interpretarse como una generalizacion a
dimension infinita de la dualidad clasica de programacion lineal.

4.4. Demostracion del teorema de dualidad

Con el fin de simplificar la exposicion, demostraremos el teorema bajo la hipotesis
adicional de que los espacios X e Y son compactos y que el costo ¢ es continuo.
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La demostracion general, valida para espacios métricos completos separables y costo
semicontinuo inferior, requiere argumentos de aproximacion adicionales: se aproxima el
costo por costos continuos acotados, se obtiene la dualidad para cada aproximacion, y
se pasa al limite. El detalle de este argumento puede consultarse en [21, Theorem 1.3]
o en [19] Theorem 1.39]. La estrategia es en todos los casos la misma.

La prueba se basa en un principio minimax proveniente del anéalisis convexo, cono-
cido como el teorema de dualidad de Fenchel-Rockafellar.

Sea F un espacio normado y sea
©:F — RU{+o0}
una funcion convexa.

Recordemos que la convexidad significa que

O(Az1 + (1 — A)zg) < AO(21) + (1 — N)O(z2),
para todo z1,2, € E 'y todo A € [0, 1].
DEFINICION 4.4.1. La transformada de Legendre-Fenchel de © es la funcion
O : ¥ — RU{+o0},

definida por
©7(2") =sup{(z",2) — O(2)}.

zelE
El resultado que utilizaremos es el siguiente.

TEOREMA 4.4.2 (Fenchel-Rockafellar). Sean ©,Z: E — RU{+o00} funciones con-
vezxas. Supongamos que existe zg € E tal que

©(20) < +o0, E(z0) < 400,
y ademds © es continua en zy. Entonces
inf (O(2) + Z(2)) = mé <—@*—-*-—E* *).
inf (O(2) + Z(2)) = mdx (—2") = E7(2")
La demostracion de este resultado puede verse en el Apéndice [B]
Pasemos ahora a la demostracion de la dualidad de Kantorovich en el caso compacto.

Sea £ = C(X xY), dotado de la norma del supremo. Como X x Y es compacto,
por el teorema de representacion de Riesz el dual topologico de E puede identificarse
con el espacio de las medidas de Radon con signo, E* = M(X xY).

Definimos ahora dos funcionales convexos sobre E.

En primer lugar,
07 U(ZL‘, y) > —C(ZE, y)v

O(u) =

+00, en otro caso.

En segundo lugar,

/ pdu +/ Ydv, u(z,y) = (@) +v(y),
E(u) =¢7X Y

—+00, si u no puede escribirse de esa forma.
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Debe verificarse que = esta bien definida. En efecto, si

p(r) +P(y) = 3(2) + d(y),

para todo (x,y), entonces necesariamente existe una constante s € R tal que

gg:gp—i_s? w:w_‘S?

A@m+£&®:é¢m+4¢w

Ademas, las hipotesis del teorema de Fenchel-Rockafellar se satisfacen tomando, por
ejemplo,

y por lo tanto

u=1.

Por consiguiente,

if (O(u) + E(u)) = max (—@%—wy-zwm>.

uck TEM(XXY)

Nuestro objetivo es calcular explicitamente los transformados de Legendre-Fenchel
de los funcionales © y =.

Comencemos con ©.
Sea m € M(X xY'). Entonces

O*(—m) = sup {—/ udﬂ;uz—c}.
ueC(XXY) XxY

Equivalentemente,

©*(—m) = sup {/ udﬂ;ugc}.
ueC(XxY) XxY

Analicemos dos casos.

Caso 1. m¢ M, (X xY).
Entonces existe una funcion continua v < 0 tal que

/ vdmr > 0.
XxY

Como v < 0, para todo A > 0 se tiene
A <0<eg,

y por lo tanto A\v es admisible en el supremo anterior.
De aqui obtenemos

O (—m) > )\/ vdr.
XxY

Haciendo tender A — +o00 concluimos que

O (—m) = 4o0.

Caso 2. 1€ M (X xY).
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En este caso, para toda funcién continua u < ¢ se verifica

/ udﬂg/ cdm.
XxXY XxY

Ademaés, como ¢ es continua sobre el compacto X x Y, podemos tomar una sucesion

de funciones continuas 1
Up = C— —,
n

que satisfacen u,, < ¢y convergen uniformemente a c. En consecuencia,

lim undﬂ:/ cdr.
= Jxxy XxY

Por lo tanto,
O (~r) = [ elwy)dnla.y)
XxY
Resumiendo,

/ cdr, me M (X xY),
O*(—m) = ¢ Jxxy

+00, en otro caso.

Calculemos ahora el transformado de Legendre-Fenchel de =.

E(r) = sup {/ udﬁ—E(u)}.
ueC (X xY) XxY

Como =(u) = +oo salvo cuando u(z,y) = ¢(z) + 1(y), resulta

= =sw{ [ o) +vw)dr - [ pau- [vavl,

o XxY X Y

donde el supremo se toma sobre todas las funciones continuas
pelC(X), YecCy).

Si 7 tiene marginales p y v —en particular, si m € II(u, v)—, la definicion de medida
imagen (que vale palabra por palabra para medidas con signo) implica que

| o+ vwyar= [ pdus [ va

para todo par (¢,%). En consecuencia,
=*(m) = 0.

Por definicion,

Por otra parte, si alguna de las marginales de 7 no coincide con la medida prescrita,
el Lema [2.3.7 (aplicado a las partes positiva y negativa de la diferencia) muestra que
existe un par (¢, ) para el cual

| erwrin— [ cin= [ vavzo

Multiplicando ese par por un escalar arbitrariamente grande concluimos que

=% () = 4o0.
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Por lo tanto,

ey )0 (PU)gm = p, (P2)ym = v,
(m) =
+00, en otro caso.

Sustituyendo las expresiones obtenidas para los transformados de Legendre-Fenchel
en el teorema de Fenchel-Rockafellar obtenemos

inf (O(u) + Z(w)) = _mix (—9*(—7r)—5*(7r)>.

reEM(XXY)

Analicemos ambos miembros de esta igualdad.
Por definicion de © y =, el miembro izquierdo vale

fnf{/xgodmfywu; ¢<w>+w<y>z—c<x7y>}-

Multiplicando por —1 y sustituyendo

95:_907 w:_wv

obtenemos
—sup{ [ Baus [ Favi 5o+ 000 < e
X Y
Por otra parte, el miembro derecho es

max <—@*(—7T) - E*(ﬂ')>

TeEM (X XY)

Como
cdm, mwe M, (X xY),
o () | L(X xY)

+00, en otro caso,

s 0, e (p,v),
=X (m) =
+00, en otro caso,

el maximo s6lo puede alcanzarse sobre medidas positivas con marginales py v, es decir,
sobre II(u, v), y resulta

— min / c(x,y)dr(x,y).
XxY

mell(p,v)

Finalmente, multiplicando ambos miembros por —1 concluimos que

min c(x,y)dr(x,y) = max d +/ dy},
ﬂen(u,y)/XXy ( y) ( y> goEC(X),wEC(Y){/)‘(SO a yw

() +9(y)<c(z,y)

es decir, el minimo del problema de Kantorovich coincide con el maximo del funcional
dual sobre pares de funciones continuas admisibles.

Para concluir, observemos que C(X) x C'(Y) N A. C A., de modo que sup, D
es mayor o igual que el maximo anterior; y que, por la dualidad débil, sup, D <
ming,,) K.. Por lo tanto los tres valores coinciden, lo que prueba simultdneamente
la igualdad inf K, = sup 4 D y que el supremo no cambia al restringirse a funciones
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continuas. Esto completa la demostracion del teorema de dualidad en el caso en que
X e Y son compactos y el costo ¢ es continuo. O]

COROLARIO 4.4.3 (Condicion de saturacion). Supongamos que 7 € Il(p,v) es un
plan éptimo y que (©*, ") es un par éptimo para el problema dual. Entonces

(@) + ¢ (y) = clz,y)  T-cdp.
Es decir, el soporte de un plan optimo estd, salvo un conjunto de w*-medida nula,
contenido en el conjunto de saturacion

{(z,y) e X x Y : o"(x) + " (y) = c(z,9) }.

DEMOSTRACION. Por dualidad,

/ cdw*z/@*du—i—/w*du
XxY X Y

Como (¢*,1*) es admisible,

o*(2) + 4" (y) < c(z,y).
Usando la caracterizacion de los planes de transporte,

/)(@*d,u—i—/yw*dy:/Xxy(gp*(x)_i_w*(y» dn*

/X (cloy) = 9°(a) = 7 (0) i (,0) = 0.

Como el integrando es no negativo, debe ser nulo 7*-c.t.p., lo que da la conclusién. [J

Por lo tanto,

Esta condicion de saturacion es fundamental para comprender la estructura de los
planes 6ptimos y el papel de los potenciales de Kantorovich; la utilizaremos sistemati-
camente a partir del Capitulo [0

Ejercicios

EJERCICIO 4.1 (Desigualdades “casi en todo punto” y planes). Sean 7 € I(u,v) y
¢, ¢, ¢ funciones medibles.

(a) Supongamos que existen N C X y M C Y con u(N) = v(M) = 0 tales que
é(z)+(y) < c(x,y) para todo x ¢ N y todo y ¢ M. Probar que ¢(z)+1(y) <
c(x,y) para m-casi todo (x,y).

(b) Mostrar que la conclusion es falsa si solo se supone que la desigualdad vale
(p@v)-ctp:tomar X =Y =[0,1], p=v =L ¢ =Ly, ¢ =19 = % y
™ = (1d,1d)#u

(c) Explicar por qué (b) obliga a definir la clase admisible A, con la desigualdad
en todo punto, y qué fallaria en la dualidad débil (Proposicion con una
definiciéon “c.t.p.”.

EJERCICIO 4.2 (Dualidad a mano). Sean = Loy v = L |[1,9)-

(a) Para c(z,y) = |z — y|, probar que (p,9) = (—x,y) es admisible y que el plan
7w = (id, T) zp con T'(z) = x+1 tiene costo igual a D(p, ¢). Concluir que ambos
son Optimos y que el costo 6ptimo es 1. ;Hay otros planes 6ptimos?
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(b) Para c(z,y) = |z —y|?, hallar un par admisible (¢, 1) que sature en el gréifico de
T (buscar ¢ afin) y concluir que T es 6ptimo también para el costo cuadratico.
,Es tinico el plan 6ptimo en este caso?

(c) Interpretar ¢ y v en términos del problema del transportista (precios de carga y
descarga) de este capitulo. Observar que en (a) todo plan de TI(u, v) es 6ptimo;
explicar por qué.

EJERCICIO 4.3 (Funciones semicontinuas y medidas signadas). Sea X un espacio
métrico compactoy f: X — RU{+4o00} semicontinua inferiormente y acotada inferior-
mente. Para una medida de Borel signada finita p probar que

fdu, sip>0,
Sup{/gdu: gGCb(X),géf}Z /x K H
X

+00, en otro caso.

Sugerencia: para la primera alternativa usar el Ejercicio 2.6} para la segunda, la descom-
posicion de Hahn de p y funciones continuas que aproximen a —k 1 4 sobre un conjunto
A con p(A) < 0. Este calculo es el que identifica la transformada de Legendre—Fenchel
de la restriccion ¢ & 1) < ¢ en la demostracion del Teorema 4.1.3]

EJERCICIO 4.4 (s Dualidad para costos semicontinuos inferiores). En la Seccion [4.4]
se demuestra el Teorema para X, Y compactos y ¢ continua. Extenderlo a c: X x
Y — [0, 400] semicontinua inferiormente, con X, Y compactos, siguiendo estos pasos.

(a) Por el Ejercicio [2.5] existen ¢ € C(X X Y) con ¢,  ¢. Sean m;, planes 6ptimos
para ci. Probar que toda subsucesion de () tiene una subsucesion convergente
a un plan 7 y que, para todo ko fijo, [ ¢k, dr < limyming [ ¢ dy. Deducir, con
convergencia monotona, que [cdr < limyming [¢xdy, y por lo tanto que
ming fck dy / ming fcdw.

(b) Probar que A, C A,y concluir

supD > supsupD = supml'n/ck dy = min/cd’y > supD,
C Ck: k H H AC
donde la ultima desigualdad es la dualidad débil.
(c) {Qué cambia si X, Y son s6lo completos y separables? Consultar |21, Thm. 1.3]
o [19, Thm. 1.39].






Capitulo 5
Potenciales de Kantorovich en el caso discreto

El caso discreto permite ver con especial claridad la naturaleza y el papel de los
potenciales de Kantorovich. Como vimos en el capitulo anterior, estos potenciales son
las funciones que alcanzan el supremo en el problema dual de Kantorovich. En el caso
general, la existencia de tales funciones no es inmediata; en cambio, cuando las medidas
son discretas, el problema se reduce a un problema de programacioén lineal finito y la
existencia de una solucion 6ptima del problema dual esta garantizada.

En el caso del transporte 6ptimo, esta relacion tiene una interpretacion particular-
mente transparente. Los potenciales de Kantorovich estan asociados a los puntos de
partida y de llegada, y permiten identificar los pares de puntos entre los cuales puede
existir transporte en un plan 6ptimo.

En este capitulo estudiaremos con mas detalle los potenciales de Kantorovich en el
caso discreto y veremos qué informacion proporcionan sobre los planes de transporte
optimos.

5.1. El problema de transporte discreto
Comencemos recordando la formulacion discreta del problema de Kantorovich. Con-
. . oy . N M
sideremos dos medidas de probabilidad discretas p = > .0, a;6,, y v = ijl bj0y;
donde a;,b; >0y SN a; = Zj\il b; = 1.

Un plan de transporte 7 € II(u,v) queda completamente determinado por los
nameros m;; = w({(z;,y;)}), i =1,...,N,j=1,..., M.

.. : M :
Las condiciones sobre las marginales se traducen en » ;- 7y = a;, i =1,..., Ny
N . . ..
Yo mj=0bj, j=1,..., M, junto con las condiciones 7;; > 0.
Si escribimos ¢;; = ¢(z;,y;), el problema de Kantorovich consiste en

N M
minimizar E E CijTij
i=1 j=1

M
sujeto a g Tij = G, i1=1,...,N,
j=1

N
Zﬂ-ij:bj’ jzl,...,M7
i=1

g Z 0.
57
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Como vimos en la seccion [3.4] se trata de un problema de programacion lineal. Su
problema dual es

N M
maximizar Z a;p; + Z bj;
i=1 j=1
sujeto a  ; +vY; < ¢, 1=1,...,.N, j7=1,..., M.
Los valores ¢} y ¢} que maximizan el problema dual son los potenciales de Kanto-
rovich en el caso discreto.

Podemos interpretar estos valores como los valores de dos funciones ¢* y ¢* defini-
das sobre los soportes de las medidas:

p; =9 (@), ) =9"(y))
En particular, en el caso discreto las funciones ¢* y ¥* s6lo importan a través de sus
valores en los puntos
{z1,..., x5} = sop(n), {y1,.-.,ym} = sop(v).

En otras palabras, en el caso discreto los potenciales quedan completamente determi-
nados por sus valores sobre los puntos del soporte de las medidas.

5.2. Existencia de potenciales 6ptimos

En el caso discreto, tanto el problema primal como el problema dual son problemas
de programacion lineal. En particular, si el problema primal admite una solucién 6pti-
ma, la dualidad fuerte en programacion lineal garantiza la existencia de una solucién
6ptima del problema dual.

Por lo tanto, existe un par de potenciales
(", ¥7)
que satisface
o; +v; < cij, i=1,...,N, j=1,..., M,

y para el cual

N M
* * z.
E a;o; + E bj?/}j = min CijTij.
, , mell(p,v) <
i=1 j=1 2,7

Asi, en el caso discreto los potenciales de Kantorovich éptimos existen automatica-
mente como consecuencia de la teorfa de programacion lineal.

Esta observacion contrasta con el caso general, donde la existencia de potenciales
optimos requiere hipotesis y argumentos adicionales.

5.3. Potenciales y planes 6ptimos

Supongamos ahora que 7* es un plan de transporte 6ptimo y que (¢*,9*) es un par
de potenciales 6ptimos. Por dualidad fuerte,

Zcijﬂ':j = Zazgoj + Z bjw;k
J

%] 7
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Por otro lado, como 7* es un plan de transporte, sus marginales son u y v, de modo

que
S + S5 = 6 + 057
( J 2
Por lo tanto,
Zcij”;‘kj = Z(@j + w;)ﬁja
2% 2
y obtenemos
Z(Cij — Qi — ¢;)7T;} = 0.
2%
Ahora bien, cada término de esta suma es no negativo, pues m;; > 0y, por la
admisibilidad del par dual, ¢;; — ¢; — ¢ > 0. Por lo tanto, necesariamente

(e — 0 =) =0
para todo i, J.
Esta es precisamente la condicion de complementariedad de holguras.

5.3.1. El soporte de un plan éptimo. La condicién anterior tiene una conse-
cuencia inmediata. Si

* *
w; + 95 <y,
entonces

* —_—
m;; = 0.

Por lo tanto, un plan 6ptimo sélo puede transportar masa a través de los pares (i, j)
para los cuales

©; +9; = ¢y
Definamos
T = {(i,j) 1 ¢; + 0} =cij} -
Entonces
sop(m*) C I'™.
Es importante observar que, en general, no tenemos igualdad. Puede ocurrir que
@ ;= ¢y
pero que
m; = 0.
La condicion de complementariedad afirma solamente que todo lugar donde 7* trans-

porta masa debe corresponder a una restriccion dual activa.

Asi, una soluciéon 6ptima del problema dual permite identificar un conjunto de
pares de puntos que contiene el soporte de un plan 6ptimo. Las restricciones marginales
determinan luego como puede distribuirse la masa sobre dicho conjunto.

En particular,

>0 = ¢+ = ¢y
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En el caso general, la afirmacion correspondiente serd que un plan 6ptimo estd
concentrado, en el sentido de medida, sobre el conjunto donde la desigualdad dual se
satura:

" (2) + ¥ (y) = c(x, ).

Esta relacion entre los potenciales de Kantorovich y el soporte de los planes 6pti-
mos serd fundamental para comprender la estructura del transporte 6ptimo en el caso
general.

Ejercicios

EJERcICIO 5.1 (Un problema 3 x 3 con potenciales no tinicos). Sean x; = y; =i—1

parai=1,2,3, a = (%7 i> zll)a b= (%7 zlu %) y Cij = ‘xz - yj’2‘

(a) Hallar un plan 6ptimo 7 y el costo 6ptimo. (Conviene “llenar” la matriz de
arriba a la izquierda hacia abajo a la derecha; en el Capitulo [§] se vera por qué
esto es Optimo.)

(b) Escribir las condiciones de saturacion ¢; + 1¢; = ¢;; en el soporte de 7 y las de
admisibilidad fuera de él. Normalizando ¢; = 0, probar que los pares 6ptimos
forman el segmento

e=1(0,1—¢t —t), ¢¥=(0,1,¢), te2,4].

(c) Verificar que 3, a;0;+ >, bjth; no depende de ¢ y coincide con el costo 6ptimo.
d) Explicar la no unicidad en términos del grafo bipartito G, = {(i,7) : m;; > 0}:
g J J
jcudntas componentes conexas tiene?

EJERCICIO 5.2 (Unicidad de los potenciales y conexion del soporte). Sea 7 un plan
6ptimo del problema discreto y G, su grafo bipartito de soporte.

(a) Probar que todo par 6ptimo (¢, ) satura sobre G, (Ejercicio [3.2).

(b) Probar que si G, es conexo, los pares 6ptimos son tnicos salvo (¢ + 5,9 — s),
seR.

(c) Probar que si G, tiene k componentes conexas, el conjunto de pares 6ptimos
tiene dimension a lo sumo k, y dar un ejemplo en el que sea exactamente k (el

Ejercicio [5.1] es el caso k = 2).

EJERCICIO 5.3 (Costo 0-1 y variacion total). Sean zi,...,xy puntos distintos,
= a0z, V=) b6, (mismo soporte, pesos distintos) y c(z,y) = Lizzy}-

(a) Probar que el costo 6ptimo es Y, (a; — b)" = 3> |a; — bi| = [|p — v[rv,
exhibiendo un plan que lo alcanza (dejar quieta la masa min{a;, b;} en cada
punto).

(b) Hallar un par 6ptimo (g, ) del problema dual con ¢; € {0,1} y ¥; € {—1,0},
y verificar la dualidad fuerte.

(c) Generalizar: para p, v € P(X) cualesquiera y ¢ = 1y;,}, probar que

min )/Cdﬂ' =||p—v|rv.

mell(p,v

EJERCICIO 5.4 (La cara 6ptima). Sea I1° C II(a,b) el conjunto de planes 6ptimos
del problema discreto.
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(a) Probar que IT° es un politopo convexo no vacio y que sus puntos extremales son
puntos extremales de II(a, b) (una cara del politopo).

(b) Sean a =b= (1,1, 1,1), &, =i —1,y; =5 (4,5 = 1,...,4) vy ¢i5 = |z; — 1.
Probar que el costo 6ptimo es 1, exhibir al menos tres planes 6ptimos extremales
distintos y describir I1°.

(c) Probar que en (b) todo par 6ptimo (¢, 1)) satura sobre la uniéon de los soportes
de todos los planes 6ptimos, y hallar todos los pares 6ptimos.






Capitulo 6
Potenciales de Kantorovich

El teorema de dualidad de Kantorovich, Teorema [4.1.3] permite expresar el costo
6ptimo de transporte como el valor de un problema de maximizaciéon sobre pares de
funciones (p, 1) que satisfacen la restriccion

p(x) +9(y) <clz,y),  (r,y) e X XY,
Sin embargo, el conjunto de funciones admisibles no posee, en principio, propiedades

de compacidad que permitan obtener un resultado de existencia para el problema dual.

El objetivo de este capitulo es introducir una transformacion natural, denominada
c-transformada, que permitird reformular el problema dual en términos de un tnico
potencial y, bajo las hipotesis adecuadas, obtener la existencia de potenciales 6ptimos.
Introduciremos asi la nocién de potencial de Kantorovich, extendiendo la nocién vista
en el caso discreto, que desempena un papel fundamental en la teoria del transporte
optimo.

6.1. La c-transformada

DEFINICION 6.1.1. Sea x: X — RU{—o00}. La c-transformada de x es la funcion
XY — RU{—o00}, definida por

X(y) = inf {e(z,y) — x(2)}.

Analogamente, si (: Y — RU {—o00}, definimos su é-transformada por
°(z) = fnf — ()Y
(“(z) = inf {e(z,y) - C)}

EJEMPLO 6.1.2. Consideremos el caso X =Y =R, ¢(z,y) = |z —yP, p > 1,y
tomemos la funcion lineal y(z) = z. Su c-transformada esta dada por

c — 1 _ P

X(y) = mf{le -y’ —x}.

Haciendo el cambio de variable z = x — y, obtenemos
c — _ 1 p_

X°(y) = =y + inf{|=]" - 2}.

Como p > 1, la funcién z — |z|P — z es convexa y tiende a +o0o cuando |z| — oo,
por lo que alcanza su minimo global. Tgualando la derivada a cero, p|z|P72z = 1, se
obtiene que el minimo se alcanza en

y por lo tanto
X(y) =~y —(p—1)p?/7Y.
63
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En particular, la c-transformada de una funcién lineal es nuevamente una funciéon
lineal, aunque su término constante depende de la potencia p elegida para el costo.

La definicion de la c-transformada tiene ademas una interpretacion directa en tér-
minos del problema dual. Dada una funciéon ¢: X — R U {—oc0}, queremos encontrar
la mayor funcion ¢: Y — RU{—00} que, junto con ¢, satisfaga la condicion de admi-
sibilidad

plr) +oy) <clz,y),  (z,y) e X xV
Pero esta desigualdad es equivalente a

P(y) < clz,y) —plz), zeX
Por lo tanto, para cada y € Y, el mayor valor posible de 1(y) es
inf — = °(y).
inf{c(z,y) = p(2)} = ¢*(y)
Asi, la c-transformada ¢ es precisamente la funcion 6ptima que podemos asociar a ¢

para satisfacer la restriccion de admisibilidad del problema dual.

Una propiedad importante de la c-transformada es que la operacion de tomar el in-
fimo preserva, bajo condiciones naturales, la regularidad de las funciones involucradas.
En particular, si el costo ¢ posee un modulo de continuidad uniforme respecto de una
de sus variables, entonces la c-transformada hereda ese mismo médulo de continuidad
en dicha variable. Este hecho serd ttil mas adelante para obtener regularidad de los
potenciales de Kantorovich.

PROPOSICION 6.1.3. Supongamos que X e Y son espacios métricos y que c¢: X X
Y — R admite un mddulo de continuidad uniforme en la variable y, es decir, existe
una funcidn mondtona no decreciente w: [0,4+00) — [0, 400), con w(0) = w(0+) =0
tal que
ez, y) = c(z,y)| < w(dv(y.y))
para todo x € X y todo y,y €Y.

Entonces, para toda funcion x: X — R tal que x(y) > —oo para todo y € Y (lo
cual ocurre, por ejemplo, si ¢ estd acotada inferiormente y x estd acotada superior-
mente), su c-transformada

X“(y) = inf{c(z,y) —x(2)}
admite el mismo mddulo de continuidad:
IX(y) — X)) < w(dy(y,y)).

En particular, si ¢ es uniformemente continua en X XY, entonces x¢ es uniforme-
mente continua en Y .

DEMOSTRACION. Para cada x € X, definimos
9:(y) = c(z,y) — x(@).
Como el segundo término es constante respecto de y, tenemos

19:(y) — 9.(¥)| = le(w,y) — e(@,y)| < wldy(y,y'))-

Es decir, todas las funciones g, poseen el mismo modulo de continuidad.
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Por definicion,

X(y) = inf 92 (y)-

Sean ahora y,y’ € Y. Para todo =z € X,
9:(y) < g:(4) + w(dy (y,1/))-

Tomando infimo respecto de x obtenemos

X)) <XW) +wldy (y.9))-
Intercambiando los papeles de y e y' se obtiene

XW) < X(y) +wldy (y.9)).
Por lo tanto,

’XC(y) - Xc(y/)’ S OJ(dY(ya y/))a
como queriamos demostrar. O

La aplicacion de la c-transformada permite distinguir una clase de funciones que
resulta especialmente relevante para el problema dual. En efecto, las funciones obte-
nidas como c-transformada de otra funciéon son, por construcciéon, las que aparecen
naturalmente al reemplazar uno de los potenciales de un par admisible por el potencial
que lo mejora. Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 6.1.4. Una funcion x: X — RU{—o0} se dice c-cdncava si existe una
funcion (: Y — RU{—o0} tal que

x ="
Analogamente, una funcion ¢: Y — R U {—oo} se dice ¢é-cdncava si existe una
funcion y: X — RU{—o0} tal que
¢=x"
La importancia de la c-transformada se pone de manifiesto en el siguiente resulta-
do. Dado cualquier par admisible para el problema dual, es posible reemplazar uno de
los potenciales por la c-transformada del otro sin violar las restricciones y sin dismi-

nuir el valor del funcional. En particular, la bisqueda de potenciales 6ptimos puede
restringirse, como veremos mas adelante, a funciones que sean c-concavas.

PROPOSICION 6.1.5. Sea (¢,v) un par admisible para el problema dual, es decir,

plx) +Y(y) <clz,y),  (r,y) € X XY
Entonces se verifican las siguientes propiedades.

1. El par (@, ¢°) también es admisible y
=

/gpcduz/wdu.
1% 1%

En consecuencia,
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2. El par (¢, ¢°) también es admisible y
e > .

/socchZ/sodu.
X X

DEMOSTRACION. Como (i, 1) es admisible,
U(y) < clz,y) — p(2),

En consecuencia,

para todo (z,y) € X x Y.
Tomando infimo respecto de x obtenemos

U(y) < fnf{c(w,y) —p(2)} = ¢*(y),

es decir,
Y < ¢
Ademas,

o) + 9 (y) = pl@) + Wl {c(2 1) — (2)} < ple) + () = $(x) = c(2,),
por lo que (i, ¢°) sigue siendo admisible.
La desigualdad entre las integrales es inmediata, ya que ¢ > 1.
Para demostrar la segunda afirmacion, observamos que
p*“(z) = inf{c(z,y) — ¥“(y)}.
yey
Como el par (¢, ¢°) es admisible,
p(x) +¢°(y) < c(w,y),
para todo (z,y) € X x Y, de donde
p(z) < cz,y) — °(y).
Tomando infimo respecto de y concluimos que
p(z) < 9*(2).
Finalmente,

P(@) +¢%(y) = If{e(z, 2) = ¢°(2)} + () < el y),

por lo que el par (¢, ¢°) también es admisible.
La desigualdad entre las integrales se obtiene nuevamente a partir de la desigualdad
puntual ¢ > . O

La proposicion anterior muestra que, dado un par admisible (¢, ), podemos mejo-
rar el valor del funcional dual reemplazandolo por el par

(()Océ7 gDc) )

En efecto, la nueva pareja sigue siendo admisible y, ademas,
v >,

por lo que el valor del funcional dual no disminuye.
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Cabe preguntarse entonces qué ocurre si continuamos aplicando este procedimien-
to. A primera vista, podriamos reemplazar nuevamente ©° por su doble transformada
. obteniendo una nueva funciéon que, en principio, podria ser todavia mayor. Sin
embargo, este proceso se detiene: una vez que una funcién es c-concava, su doble trans-

formacion no la modifica.

La siguiente proposicion precisa esta observacion y caracteriza exactamente las
funciones para las cuales la doble transformacién no produce ninguna mejora.

PROPOSICION 6.1.6. Una funcion ¢: X — R es c-concava si y solo si
o= (,OCE

DEMOSTRACION. Observemos primero dos hechos generales. En primer lugar, para
toda funcion ¢: Y — R el par (¢, () es admisible, pues (°(z) + ((y) = inf, {c(x,y) —
C(W)} + ((y) < c(z,y); aplicando la Proposicion a este par (con los roles de X e
Y intercambiados) se obtiene ( < (. En segundo lugar, la ¢é-transformada invierte las
desigualdades: si (; < (3, entonces c(z,y) — (1(y) > ¢(x,y) — (2(y) para todo (z,y) v,
tomando infimo en y, (¢ > (5.

Si ¢ es c-concava, existe una funcion ¢: Y — R tal que

p ="
Por el primer hecho,
U <
Aplicando la ¢-transformada y usando el segundo hecho, obtenemos
Y > g
Por lo tanto,
p > .

Por otra parte, por la proposiciéon anterior, toda funcion ¢ satisface

P <
Luego
p=p“
Reciprocamente, si
p =~
entonces ¢ es de la forma )¢ tomando
P = ¢

Por definiciéon, ¢ es c-concava. 0
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6.2. Existencia de potenciales de Kantorovich

El resultado anterior muestra que, a la hora de maximizar el funcional dual, no se
pierde generalidad restringiendo la busqueda a pares de la forma (¢, ¢°), donde ¢ es
una funcion c-concava.

Esta observacion permite obtener un resultado de existencia para el problema dual.
En efecto, las c-transformadas heredan el médulo de continuidad del costo y, por lo
tanto, forman una familia equicontinua. Tras una adecuada normalizacion, el teorema
de Ascoli-Arzela proporciona la compacidad necesaria para extraer una subsucesion
convergente de una sucesion maximizante.

Esta propiedad serd de utilidad en la demostracion del teorema principal de la
seccion, donde necesitaremos pasar al limite en una sucesion de c-transformadas.

LEMA 6.2.1. Supongamos que X €Y son espacios compactos y que c: X xY — R
es continua. Fntonces la aplicacion

C(X) — CY),
P> ¢°
es 1-Lipschitz respecto de la norma uniforme. Es decir,
[0 = &°lloo < llp — ¥lloo
para toda ¢, p € C(X).

DEMOSTRACION. Sea
= [l — &lloo-
Entonces, para todo = € X,
p(r) < () +9,
y por lo tanto, para todo y € Y,
c(x,y) —(x) = c(z,y) — o(x) — 6.
Tomando infimos respecto de z € X, obtenemos
¢ (y) > &°(y) — 0.
Intercambiando ¢ y ¢, se obtiene analogamente
& (y) = ¥(y) — 6.
En consecuencia,
°(y) =& (W) <0
para todo y € Y. Por lo tanto,
1% = &°lloc < [l = &lloc,
como queriamos demostrar. O
El siguiente teorema muestra que, bajo hipotesis de compacidad y continuidad del

costo, el problema dual admite una solucion que puede elegirse formada por potenciales
Cc-cONCAvOs.
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TEOREMA 6.2.2 (Existencia de potenciales 6ptimos). Supongamos que X e Y son
espactos métricos compactos y que

c: XxY —R

es continua.

Entonces el problema dual admite solucion. Mds precisamente, existe un par
(v, 9) € C(X) x C(Y)
que maximiza el funcional dual y verifica
V=9 =9~

En particular, p es c-concava y 1 es c-concava. Consecuentemente,

sup {/ sadm/wu}: sup {/ god,qu/gocdu}.
ppelC X Y peC(X) X Y

e+v<c p c-concava
DEMOSTRACION. Sea
(n, ¥n) C Cp(X) x Cp(Y)

una sucesién maximizante para el problema dual.
Gracias a la Proposicion [6.1.5] podemos reemplazar cada uno de estos pares por
(o', ),
sin disminuir el valor del funcional dual. Por simplicidad, seguiremos denotando esta
nueva sucesion por

(¥n, Vn).

En consecuencia, podemos suponer que
Un = oy, Pn = lbf”
para todo n. En particular, todas las funciones ¢, y 1, poseen el mismo moédulo de
continuidad que el costo c.

Podemos ademéas normalizar las funciones suponiendo
II}%H wn = 0.

En efecto, sumar una constante a ¢, y restarla a 1, no altera el valor del funcional
dual ni las relaciones anteriores, pues para toda constante a € R se tiene

(9071 + a)c = (:sz -, (@Z)n - a)E = erL + a.
Como todas las ¢,, poseen el mismo médulo de continuidad w, se sigue que
0 < ¢p(x) < w(diam(X)),

para todo x € X.
Por otra parte,

VYn(y) = if {c(z,y) — pu(r)}.

rxeX
Como
0 < ¢, < w(diam(X)),



70 6. POTENCIALES DE KANTOROVICH

obtenemos

o - oo
min ¢ — w(diam(X)) < ¢¥n(y) < maxe,

para todo y € Y.

En consecuencia, las sucesiones (,,) y (¥,,) son uniformemente acotadas y equicon-
tinuas. Por el teorema de Ascoli-Arzela, extrayendo una subsucesion si es necesario,
podemos suponer que

Pn — P, ¢n—>¢7

uniformemente.

La convergencia uniforme implica
/ %Mu—i—/ 1/)ndl/—>/ godu—i—/ Y dv.
X Y X Y

on(z) + PYn(y) < cz,y),

para todo n, pasando al limite obtenemos

o(r) +1(y) < ez, y),

Ademés, como

para todo (z,y) € X x Y.

Por lo tanto, el par (¢,1) es admisible y, como es el limite de una sucesiéon maxi-
mizante, resulta 6ptimo.

Hasta el momento hemos demostrado que (i, ) es un par 6ptimo para el problema
dual. Sélo resta verificar que

Y=¢° ="

Por el Lema la c-transformada es continua respecto de la norma del supremo.
Como

Pn — @
uniformemente, se sigue que

Pp — ¢
uniformemente. Pero

Un = @
para todo n y, por otro lado,

Y —>
uniformemente. Por unicidad del limite,

Y ="

De manera completamente anéloga, aplicando el lema a la ¢-transformada, obtene-
mos

o =y~

En particular, ¢ es c-concava y 1) es ¢-coOncava. O
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6.3. Soporte de los planes 6ptimos

Una vez establecida la existencia de potenciales de Kantorovich, podemos estudiar
su relacion con los planes 6ptimos. El resultado fundamental es que un plan éptimo sélo
puede transportar masa a través de puntos donde se satura la restriccion del problema
dual.

Para formular este resultado, introducimos el siguiente conjunto.

DEFINICION 6.3.1. Sean (p,) un par admisible para el problema dual. Definimos
el conjunto de saturacidn asociado a (¢,1) como

Pow = {(z,y) € X XY 1 p(x) + ¥(y) = c(z,y)}.

El siguiente resultado establece que, si un plan y un par de potenciales son 6ptimos
para los problemas primal y dual, respectivamente, entonces el plan estd concentrado
en el conjunto de saturacion.

(@) + b(y) < clags

sop(7*)

7" no carga masa aqui

X

FIGURA 6.1. La geometria de la condicién de saturaciéon. El par dual
admisible (¢, 9) verifica p(x)+1(y) < c(z,y) en todo X xY’; el conjunto
de saturacion I', , (en azul) es donde vale la igualdad. Si 7 y (¢, ) son
ambos 6ptimos, la Proposicion afirma que 7* estd concentrado en
', su soporte (en rojo) se apoya sobre la curva y no carga masa fuera
de ella. Esta imagen reaparecera con I' igual al grafico de un mapa 7T": en
el Capitulo [§ un mapa monotono, y en el Capitulo [J el gradiente de una
funcion convexa.

PROPOSICION 6.3.2. Sean 7* un plan dptimo para el problema de Kantorovich y
(p*, %) un par dptimo para el problema dual. Entonces

o (@) + v (y) = clz,y) 7 -ctp.
Es decir,
W*(F¢*7¢*> = 1

Si, ademds, X eY son compactos y las funciones c, p* y Y* son continuas, entonces
sop(m*) C Lpw g
DEMOSTRACION. Por la admisibilidad del par (p*, ¢*),
¢ (x) + 9" (y) < ez, y)
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para todo (x,y) € X x Y. Por lo tanto, la funcion

c(,y) — " () =¥ (y)
es no negativa.

Como 7* y (¢*,1*) son 6ptimos y, por el teorema de dualidad de Kantorovich,

/ cdﬂ*:/w*du—i—/w*dl/,
XxY X Y

O:/Xxyc(x,y)dﬂ*(:c,y)—/Xgo*du—/yw*dy.

Como 7* tiene marginales v, podemos escribir
)

/Xw*dwr/yw*dv—/Xxy(so*(x)ﬂw*(y)) dr*(z, y).

En consecuencia,

obtenemos

0= / (clz,y) — ¢*(2) = ¥*(y)) dn* (. y).
XxY
Como el integrando es no negativo, debe ser nulo 7*-c.t.p. Por lo tanto,

e (x) + " (y) = c(z,y) 7T -c.tp.
y, equivalentemente,

Finalmente, supongamos que X e Y son compactos y que ¢, ¢* y ©¥* son continuas
(recordemos que el teorema de existencia de potenciales provee, en el caso compacto,
un par 6ptimo continuo). Entonces la funcion

es continua y el conjunto de saturacion I'y,- 4+ es cerrado.
Supongamos que existiera
(0, 90) € sop(m") \ gy

Por ser I' + ,» cerrado, existe un entorno abierto U de (zo, yo) que no intersecta a 'y« .
Como (zo, yo) pertenece al soporte de 7%, se tiene

7 (U) > 0.
Pero en U,
c(x,y) — " (x) =" (y) >0,
lo cual contradice que esta funciéon sea nula 7*-c.t.p. Por lo tanto,
sop(7*) C Lpw g
O

PROPOSICION 6.3.3 (Criterio de optimalidad). Sea 7 un plan admisible para el
problema de Kantorovich y sea (p,1) un par admisible para el problema dual. Si

() +(y) = clv,y)  m-ctp.,

entonces ™ es un plan dptimo y (v, ) es un par dptimo para el problema dual.
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DEMOSTRACION. Por la condicion de saturacion y el hecho de que 7 tiene margi-
nales 1 y v, tenemos

/Xxy cdm = /XXY (¢(z) + ¥(y)) dr(z,y)

:/deu—l—/ywdu.

Pero, por dualidad débil, para todo plan admisible 7 y todo par dual admisible (¢, @Z)

se tiene
/@d,u+/2’/;d1/§/ cdr.
X Y XxY

Por lo tanto, la igualdad anterior implica que ambos valores coinciden con el valor

Optimo. En consecuencia, m es 6ptimo y (p,1) es un par 6ptimo para el problema
dual. O

En particular, si (¢*,1*) es un par de potenciales 6ptimos, entonces cualquier plan
admisible 7 que esté concentrado en el conjunto de saturacion

Py = {(2,y) € X XY : 0"(x) + " (y) = c(z,y)}

es necesariamente un plan 6ptimo. Es decir, una vez conocidos los potenciales 6ptimos,
la bisqueda de un plan 6ptimo puede reducirse a buscar un plan con marginales y y v
concentrado en I'p« .

6.4. El costo cuadratico y la transformada de Legendre

Veamos como la condicién de saturacion de los potenciales de Kantorovich adquiere
una forma particularmente interesante para el costo cuadratico

o(z.y) = |z —yl".

Supongamos que p, v € P(R?) y que 7* es un plan 6ptimo. Sean ¢, ) potenciales de
Kantorovich con 1) = ¢° y ¢ = 9°. Recordemos que la existencia de tales potenciales
la hemos demostrado tinicamente cuando los soportes de las medidas son compactos;
en esta seccion la damos por supuesta, y volveremos sobre este punto en el Capitulo [9]
Tenemos entonces que

o) +1(y) < |z —yl
para todo (z,y) € R¢ x R4, y

o(x) +v(y) =z —yl 7 -c.t.p.

Definamos ) )
() = || 29@(%)7 o(y) = vl 2#}@)_
Como
@ —y* = [z + |y — 2z -y,
la desigualdad dual se puede escribir como

-y < u(z) +o(y).
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Por otra parte, la igualdad de saturaciéon se puede escribir como
z-y=u(z)+ov(y) -c.t.p.

Definamos

u(y) = S;lﬂg{z -y —u(z)}.

Entonces, la desigualdad
z-y < u(x)+v(y)
implica
z-y —u(z) <u(y)
para todo z,y € R% Tomando supremo respecto de z, obtenemos
u(y) < v(y).

Esta expresion motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 6.4.1. Sea u: R? — R U {+o00}. La transformada de Legendre de u es
la funcion @: R — R U {400} definida por

u(y) = s;lﬂgl{x cy —u(x)}.

Recordemos algunas propiedades basicas de esta transformacion.

PROPOSICION 6.4.2. Sea u: R? — R U {+o0}. Entonces u es convera. Ademds, si
u es convera y semicontinua inferiormente, entonces

]l

= u.
DEMOSTRACION. La primera afirmacion se obtiene inmediatamente de la defini-

cion, pues u es el supremo de funciones afines.

Para la segunda afirmacion, demostramos aqui el caso particular en que u € C1(R?),
que sera suficiente para nuestros propositos. Por definicion de la transformada de Le-
gendre,

z -y —u(z) < uly)
para todo z,y € R? Por lo tanto,
z-y —uy) < ul),
y tomando supremo respecto de y obtenemos
Supongamos ahora que u es convexa y C'. La convexidad implica que la funcion u
estd por encima de todos sus hiperplanos tangentes: para todo z, z € R,
u(z) > u(x) + Vu(z) - (z — x).

En efecto, esto se deduce directamente de la desigualdad de convexidad u(Az + (1 —
Nz) < Au(z) + (1 — Nu(x) dividiendo por A > 0 y haciendo A — 0. En consecuencia,

z-Vu(z) —u(z) <z - Vu(z) — u(z).
La igualdad se alcanza para z = x, por lo que
w(Vu(z)) = x - Vu(z) — u(x).
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Luego,
u(x) >z - Vu(z) — a(Vu(z))
= u(x).
Junto con la desigualdad anterior, concluimos que
u(zr) = u(x).
Como x es arbitrario, u = u.

El resultado general es el conocido teorema de Fenchel-Moreau; puede consultarse,
por ejemplo, en [18]. O

Volvamos ahora a las funciones u y v asociadas a los potenciales de Kantorovich.
Como ¥ = ¢, tenemos

xERd 2
2 —_ 2 =
_ Wl [yl e(2)
2 z€RL 2
)
2
= v(y).
Por lo tanto,
V= U.

De manera completamente analoga, como ¢ = ¢, obtenemos

u ="

En particular,
u =0, v = u.

Como toda transformada de Legendre es convexa, concluimos que u y v son fun-
ciones convexas. Asi, los potenciales de Kantorovich para el costo cuadratico pueden
expresarse, mediante una modificacién cuadratica, en términos de funciones convexas.

Ademas, la igualdad de saturacion
z-y = u(r) +ov(y)
y la identidad v = w implican
u(z)+uly) =x-y  7-c.t.p.

Supongamos ahora, ademas, que u es de clase C'. La igualdad anterior tiene una
consecuencia muy importante. Por definicion de la transformada de Legendre,

2y —u(z) < aly)
para todo z € R?. Si
u(z) +a(y) =z -y,
entonces
zoy—u(z) <z y—u(r),
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U,
zr 2y —u(y)

&444444

FiGURA 6.2. Interpretacion geométrica de la transformada de Legendre
en dimension uno. Para una pendiente y fija, u(y) = sup. {z-y—u(z)} es
el menor desplazamiento vertical que hay que dar a la recta z — z-y para
que quede por encima del grafico de w: la recta z — z -y — u(y) (en rojo)
es la recta soporte de pendiente y. La igualdad u(x) + u(y) = x - y dice
exactamente que esa recta toca al grafico de u en el punto x. Cuando u
es diferenciable en x hay una tnica recta soporte que pasa por (z,u(z)),
la tangente, y por lo tanto y = u/(z); ésta es la observacion que conduce
al =Vu.

y, por lo tanto,

u(z) > u(x)+y- (2 —2) para todo z € R?.

Como u es diferenciable en x, podemos comparar esta desigualdad con la expansion
de primer orden

u(x + h) = u(zr) + Vu(z) - h + o(|h|).
Tomando z = x 4+ h obtenemos
(Vu(z) —y)-h+o(lh]) >0  para todo h.
Aplicando esta desigualdad a h y a —h, y haciendo h — 0, concluimos que
(Vu(z) —y)-h=0 para todo h € R%.
Asi, hemos demostrado que
y = Vu(x) T-c.t.p.
Supongamos ahora, ademaés, que el plan 6ptimo esta concentrado en el grafico de
un mapa T: R? — R?, es decir,
7 = (id, T) g p.

Esto equivale a decir que 7* asigna masa uno al conjunto {(z,T(z)) : * € R4}, de
modo que

y="T(x) T-c.t.p.
Combinando con la igualdad anterior, obtenemos T'(z) = Vu(z) para 7*-c.t.p. par
(z,y).
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Para concluir que esta igualdad vale p-c.t.p., usamos que la primera marginal de
7 es u. En efecto, como 7* = (id, T') 4, para todo conjunto medible B C R se tiene

(B x RY) = u(B).
En particular, tomando B = {z : T'(z) # Vu(z)},

u({e: T(@) # Va(@)}) = =" ({(x,y) : T(x) # Vu(2)}) =0,

donde la ultima igualdad se sigue de que T'(x) = Vu(z) para 7*-c.t.p. (x,y). Por lo
tanto,

T(x) = Vu(z) p-c.t.p.

Observemos que este argumento es condicional: asumimos que el plan 6ptimo tiene
la forma de un mapa de transporte determinista. La existencia de tal mapa, y su
unicidad, no estan garantizadas en general por lo desarrollado hasta aqui.

Este fendmeno no es accidental. El teorema de Brenier [6] mostrard que, bajo hi-
potesis adecuadas sobre las medidas (en particular, si u es absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesgue), existe un tinico mapa de transporte éptimo y que
dicho mapa es necesariamente de la forma

T = Vu,

para alguna funcion convexa u. El argumento que acabamos de presentar constituye
una primera aproximacion a esta estructura: muestra que si existe tal mapa, entonces
debe ser el gradiente de una funcién convexa.

Ejercicios

EJERCICIO 6.1 (Propiedades de la c-transformada). Sea ¢: X x Y — R acotada y
sea xy: X — R acotada.

(a) Probar que x“ > x y que x°“ = x° Deducir que la operacion x — x es
idempotente.

(b) Decimos que ¢: X — R es c-concava si ¢ = (¢ para alguna (: Y — RU{—o0}.
Probar que ¢ es c-concava si 'y s6lo si ¢ = .

(c) Probar que (y + s)° = x¢ — s para s € R, y que x < x implica x¢ > \°.

(d) Probar que el infimo puntual de una familia de funciones c-concavas es c-coHncava

(0 idénticamente —oo).

EJERCICIO 6.2 (Equicontinuidad del infimo). Sea (X, d) un espacio métrico, A un
conjunto y F una familia de funciones f: X x A — R tal que {f(-,a) : f € F, o €
A} es equicontinua (con un modulo de continuidad w comin). Probar que la familia
{z + infaeca f(z,a) : f € F} es equicontinua con el mismo modulo w, siempre que
los infimos sean finitos. Explicar en qué punto de la demostracion del Teorema [6.2.2] se
usa este hecho (Lema [6.2.1]).

EJERCICIO 6.3 (Costos que son distancias). Sea X =Y y ¢ = d una distancia en
X (acotada, para simplificar).

(a) Probar que ¢: X — R es c-concava si y solo si es 1-Lipschitz respecto de d, y
que en ese caso Y= —y.
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(b) Deducir que, para este costo, el problema dual se escribe
sup{/gpd(u —v): @ 1—Lipschitz}.

(Este es el contenido del Lema [10.6.1| y del Teorema [10.6.2| para d(x,y) =

[z —yl.)
(c) Aplicarlo a ¢(z,y) = |z —y|* en R? con 0 < a < 1: probar que es una distancia
y que
min /Ix —y|dr = sup{/ud(u —v): [ufoa < 1}, [W]o.0 = Supwy
H(p,v) Sup F—

para p, v con soporte compacto.

EJERCICIO 6.4 (c-transformadas para el costo cuadratico). Sea c(z,y) = |z — y|?
en RY.

(a) Para x(x) = Az|?, calcular x¢ y mostrar que es finita si y sélo si A < 1; en ese
caso x“(y) = — 25 lyf*

(b) Para x(z) = a-x +b, calcular x“y x*.

(¢) Probar que ¢ es c-concava si 'y solo si u(z) = |z]? — ¢(z) es convexa y semicon-
tinua inferiormente, y expresar ¢° en términos de la transformada de Legendre

@ (Seccion [6.4)).

EJERCICIO 6.5 (La mejora de potenciales converge en el caso discreto). En el pro-
blema discreto (Capitulo[f]), la Proposicion dice que (@, 1) — (¢, ¢°) no empeora
el funcional dual.

(a) Probar que, partiendo de cualquier ¢ € RY, la iteracion ¢ — ¢ se detiene en
un paso: ¢ ya es c-concava (Ejercicio [6.1]).

(b) Mostrar con el ejemplo del Ejercicio|3.3|que un par (¢, ¢) no tiene por qué ser
optimo: la mejora de potenciales produce pares admisibles “ajustados” pero no
resuelve el problema dual. (En el Capitulo [13]se vera que la version suavizada
de esta iteracion si converge al 6ptimo del problema regularizado.)

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cua-
derno Dualidad, que acompana los Capitulos [3] a [6] (véase el Apéndice [E]); los enun-
ciados figuran también al final del cuaderno. Las referencias a secciones son a las del
cuaderno.

EJERCICIO 6.6 (El 2 X 2 y su degeneracion). En el ejemplo 2 x 2 de la Seccion 8
del cuaderno, reemplazar c;5 = 3 por un parametro s y calcular el plan 6ptimo para
s € [0,4]. Hallar el valor de s en el que cambia el vértice éptimo y verificar que alli
todo el segmento Il(a,b) es 6ptimo y los potenciales pierden unicidad (mas alla de la
constante aditiva).

EJERCICIO 6.7 (Potenciales tinicos y grafo conexo). En el ejemplo 3 x 3 del Ejer-
cicio (Seccion 9 del cuaderno), modificar las masas a manteniendo b hasta que el
grafo de soporte GG, del plan 6ptimo sea conexo, y verificar que entonces 3 queda
determinado (fmm = tmax). Formular la conjetura general y compararla con el Ejerci-

cio B2
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EJERCICIO 6.8 (Holgura complementaria y saturacion espuria). En el ejemplo alea-
torio de la Seccion 1 del cuaderno, contar los pares (4, j) con m;; > 0 y los pares con
holgura ¢;; — p; — 1; < 1077 el segundo conjunto contiene al primero (Ejercicio [3.2).
Repetir para 50 instancias aleatorias y estimar con qué frecuencia hay saturacion sin
masa. ;Qué ocurre si los puntos z;, y; se toman en una grilla regular en lugar de al
azar?

EJERCICIO 6.9 (Mejora de potenciales). Para 100 vectores ¢ aleatorios, calcular
la fraccion de la brecha dual D* — D(p, ¢°) que cierra un paso de mejora ¢ — P
(Proposicion y graficar su histograma. ;Hay algin ¢ inicial para el cual un
solo paso alcance el 6ptimo? (Sugerencia: partir de un potencial 6ptimo perturbado.)
Comparar con el Ejercicio [6.5

EJERCICIO 6.10 (Costo 0-1). Verificar la formula ming ) (C, 7) = $|la — bl|; del
Ejercicio para 200 pares (a,b) aleatorios sobre los mismos puntos. Tomar después
soportes distintos para p y v (ningin z; coincide con un y;) y observar que el costo
o6ptimo es siempre 1: explicar por qué y qué relaciéon tiene con la variaciéon total de

w—v.






Capitulo 7
Algunas interpretaciones y extensiones

El problema de transporte 6ptimo admite interpretaciones que van més alla de la
formulacion original como un problema de transporte de masa. La estructura mate-
matica desarrollada en los capitulos anteriores permite describir situaciones en las que
las medidas representan distribuciones de variables aleatorias, poblaciones de agentes
o diferentes estados de un sistema.

En este capitulo exploraremos algunas de estas interpretaciones y extensiones. Co-
menzaremos revisitando la interpretacion probabilistica del problema, que permite en-
tender el transporte 6ptimo para el costo cuadratico como la btisqueda del acoplamiento
que maximiza la covarianza entre dos variables aleatorias. Veremos luego como la fac-
torizacion polar de matrices proporciona una primera motivacion geométrica para los
resultados de Brenier que estudiaremos mas adelante. A continuacién presentaremos
dos interpretaciones econémicas de los potenciales de Kantorovich: como excedentes
en problemas de matching y como precios de equilibrio. Continuaremos extendiendo
la formulacion del problema al caso de més de dos marginales. Finalizaremos con una
discusion sobre el rol de la teoria continua frente a la discretizacion: jpor qué no basta
con reducir todo al caso finito y aplicar directamente programacion lineal?

El objetivo del capitulo no es desarrollar en profundidad estas teorias, sino mostrar
la amplitud del marco del transporte 6ptimo y algunas de las situaciones en las que las
ideas estudiadas hasta ahora aparecen de manera natural.

7.1. Interpretaciéon probabilistica revisitada

En la Seccion presentamos una interpretacion probabilistica del problema de
Kantorovich. Recordemos que, dadas dos medidas de probabilidad p y v, podemos
interpretarlas como las leyes marginales de dos variables aleatorias X e Y. El problema
de Kantorovich consiste entonces en elegir, entre todas las posibles leyes conjuntas de
(X,Y) con marginales fijadas, aquella que minimiza el costo esperado.

Esta interpretacion adquiere un significado particularmente interesante para el costo
cuadratico ¢(z,y) = |z — y|>. Sean X ~ p e Y ~ v, y denotemos por

r0=BX) = [adula).  n=EY]= [yivly)

sus valores medios. Escribiendo X —Y = (X —x¢) — (Y — o) + (0 — yo) ¥ desarrollando
el cuadrado obtenemos

E[X = Y] = E[IX = 2o|*] + E[[Y — yo[*] + |0 — yo|*
- QE[(X — o) - (Y — yo)]-
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Los tres primeros términos dependen tnicamente de las leyes marginales p y v: los
dos primeros son sus varianzas y el tercero mide la distancia entre sus medias. Al

variar el acoplamiento entre X e Y el tnico término que cambia es la covarianza
E[(X — ) - (Y — 49)]. Por lo tanto,

m E[|X-Y]] < ax E|(X — (Y — )
o Ef ] dx E[(X —a0) - (Y — o)
El transporte 6ptimo para el costo cuadratico puede interpretarse entonces como el pro-
blema de encontrar, entre todas las posibles estructuras de dependencia con marginales
fijadas, aquella que maximiza la covarianza entre las dos variables.

En dimension uno esta idea conduce al acoplamiento mondétono que sera estudiado
en el Capitulo [§ el acoplamiento que maximiza la covarianza es precisamente el que
empareja los valores de X e Y preservando su orden. En dimensiones superiores la
nocion de monotonicidad adquiere una forma més rica y se relaciona con la estructura
de los mapas 6ptimos como gradientes de funciones convexas, que estudiaremos en el
Capitulo [9]

7.2. Una primera mirada a la factorizacién polar

Antes de estudiar la estructura de los mapas 6ptimos en el caso general, es util
considerar el caso particular de aplicaciones lineales. En este contexto aparece una
descomposicion clasica que proporciona una motivacion geométrica para los resultados
de Brenier que veremos en el Capitulo [9

Por el Teorema [C.1.2] toda matriz invertible A € R?? admite una factorizacion
polar A = SU, donde S es simétrica definida positiva y U es ortogonal. Una aplicacion
lineal z — Ax puede escribirse entonces como Ax = S(Ux): primero se aplica la
rotacion o reflexion U, que preserva la medida de Lebesgue, y luego la transformacion
simétrica S.

La parte simétrica S tiene una estructura especialmente sencilla desde el punto
de vista del calculo diferencial: si definimos u(z) = %Sx - x, entonces u es convexa
y Vu(z) = Sz, de modo que Ax = Vu(Uxzx). Asi, la factorizacion polar separa la
aplicacion A en una parte que reorganiza los puntos sin modificar la medida y otra que

posee la estructura de un gradiente de funcion convexa.

Esta descomposicion tiene ademas una caracterizaciéon variacional que conecta di-
rectamente con el transporte 6ptimo. Recordemos el producto escalar de matrices
A: R=Tr(ART). Tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 7.2.1. Sea A € R4 invertible con factorizacion polar A = SU.
Entonces
A:U= max A:R.
ReRdxd
RRT=I

DEMOSTRACION. Sea R una matriz ortogonal. Como A = SU,
A:R=Tr(AR") = Tr(SUR").

Denotemos (Q = URT, que es ortogonal por ser producto de matrices ortogonales.
Entonces A : R = Tr(SQ). Como S es simétrica definida positiva, admite una des-
composicion espectral S = PAPT con P ortogonal y A = diag(A\i,...,\g), \i > 0.
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Entonces
Tr(SQ) = Tr(PAPTQ) = Tr(APTQP).

Sea, @ = PTQP, que también es ortogonal. Entonces
d
TT(A@) = Z )\z@u
i=1
Como @ es ortogonal, |QV“| < 1 para todo i, y por lo tanto
i=1 i=1

La cota se alcanza cuando @ = I, es decir, cuando Q = I, es decir, cuando R = U. Por
lo tanto A : U = Tr(S) > A : R para toda R ortogonal. O

La relaciéon con el costo cuadratico queda de manifiesto observando que, para toda
matriz ortogonal R,

IA=RII*=[AI* —2A: R+ ||RII* = A" —2A: R+d,

va que ||R||*> = Tr(RRT) = d. Maximizar A : R es entonces equivalente a minimizar
|A— R||*: la parte ortogonal U es la transformacion que preserva la estructura euclidea
y queda mas cerca de A para el costo cuadratico.

La factorizacion polar lineal constituye asi una primera manifestacion de una idea
que reapareceré en el teorema de Brenier: separar un mapa en una parte que preserva
la distribucion y otra que tiene la estructura de un gradiente de funciéon convexa. En
el caso general, esta intuicion conduce a la llamada factorizacion polar de Brenier,
que estudiaremos en el Capitulo [9] una vez que hayamos desarrollado las herramientas
necesarias.

7.3. Interpretacién econémica: problemas de matching

El problema de transporte 6ptimo admite una interpretaciéon natural en términos
de matching entre dos poblaciones. En este contexto, un plan w € II(u, v) no representa
el movimiento de masa sino una regla de asociaciéon: la cantidad 7(A x B) indica la
fraccion de agentes de tipo x € A emparejados con agentes de tipo y € B. Si U(z,y)
denota la utilidad total generada por la asociacién de los tipos = e y, el matching
socialmente 6ptimo resuelve

wi [ Uta.y) dn(a.y)
mell(p,v)
que es precisamente un problema de transporte 6ptimo con costo ¢ = —U.

Una nocion central en este contexto es la de matching estable: un matching 7 es
estable si ningtin par de agentes prefiere separarse de sus parejas actuales para asociarse
entre si. Esta condiciéon admite una formulacién en términos de los potenciales de
Kantorovich: 7 es estable si existen funciones ¢ y 1 tales que

U(r,y) < o(r)+9(y)  paratodo (z,y),

con igualdad 7-c.t.p. La desigualdad expresa que, para cualquier par (z,y) no asociado
en m, la utilidad que generarfa su uniéon no supera ¢(z) + 1(y); si asi no fuera, ambos
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agentes preferirian abandonar a sus parejas actuales para asociarse entre si, contra-
diciendo la estabilidad. La igualdad 7-c.t.p. garantiza que las parejas efectivamente
formadas agotan exactamente ese valor, de modo que ¢(x) y ¥ (y) pueden interpretarse
como la parte del excedente total que captura cada agente. Estas son precisamente las
condiciones de optimalidad del problema de transporte y su dual con costo ¢ = —U, lo
que establece la equivalencia entre matching estable y transporte éptimo. Los mismos
potenciales admiten ademéas una interpretaciéon como precios de mercado. Supongamos
que x representa un tipo de bien e y un tipo de consumidor, y que U(z,y) es la utilidad
bruta que obtiene el consumidor y al adquirir el bien z. Si ¢(z) es el precio del bien,
un consumidor de tipo y elige

" (y) € argg{aX{U(x,y) — o(z)}.

Un equilibrio de mercado exige que estas decisiones sean compatibles con las cantidades
disponibles: la distribucion de bienes adquiridos debe coincidir con la oferta u y la
de consumidores con v. Esta compatibilidad se traduce exactamente en que el plan
inducido por las decisiones individuales satisfaga las condiciones de optimalidad del
transporte 6ptimo, y los potenciales ¢ y ¥ actiian como los precios que coordinan a los
agentes y hacen posible el equilibrio.

En ambas interpretaciones, la estructura matemaética del transporte 6ptimo —una
desigualdad global y una igualdad sobre el soporte del plan 6ptimo— adquiere un
significado econémico preciso y natural.

7.4. Transporte multimarginal

Una generalizacién natural del problema de Kantorovich consiste en considerar
simultdneamente mas de dos marginales. Sean Xi,..., Xy espacios medibles y, para
cadai=1,..., N, sea u; € P(X;). Un plan de transporte multimarginal es una medida
de probabilidad 7 sobre X; x --- x Xy cuyas marginales estan prescritas:

(pi)#W:,ui, izl,...,N,
donde p;: X x---x Xy — X es la proyeccion canoénica. Denotamos por II(py, ..., uy)

al conjunto de todos estos planes. Dado un costo ¢: X; X -+ x Xy — RU {400}, el
problema de transporte multimarginal es

inf /c(ajl,...,:vN)dﬂ(xl,...,mN).
wEII(p1 e N )

La estructura del problema dual es analoga a la del caso de dos marginales: en lugar
de dos potenciales aparece un potencial ¢; por cada marginal, y el problema dual toma

la forma
N N
sup {Z/@Z dp; ng,(xz) < c(xq,. .. ,xN)} )
i=1 i=1

La desigualdad de admisibilidad que en el caso de dos marginales era ¢(z) + ¥ (y) <
c(x,y) se reemplaza simplemente por la suma de N potenciales.

Un ejemplo particularmente natural es el costo

C(l‘l,...,.I'N): Z ]mi—xj\27

1<i<j<N
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que mide la suma de las distancias cuadraticas entre todos los pares de puntos. El pro-
blema multimarginal busca entonces una distribucién conjunta de N variables con mar-
ginales prescritas que minimice esta interaccion total. Este ejemplo esta estrechamente
relacionado con los baricentros de Wasserstein [19], que estudiaremos més adelante:
en ese contexto el problema multimarginal describe la distribuciéon conjunta 6ptima de
N variables que realizan simultdneamente el transporte hacia un punto de equilibrio
comun.

La extension de dos a N marginales conserva asi la estructura fundamental del
problema de Kantorovich: se busca una medida conjunta con marginales prescritas, el
problema tiene una formulaciéon dual en términos de potenciales, y las condiciones de
optimalidad relacionan el soporte del plan 6ptimo con la saturacion de la desigualdad
dual. La principal diferencia es que ahora contamos con un potencial por cada marginal.

7.5. Transporte 6ptimo y discretizaciéon

Una pregunta natural, especialmente para quienes trabajan con datos, es la si-
guiente: en la préctica las medidas p y v se conocen a través de muestras finitas, y el
problema discreto puede resolverse directamente mediante programaciéon lineal, como
vimos en los Capitulos [3]y [| ;Para qué sirve entonces la teoria continua?

La respuesta es que la discretizacion y la programacion lineal resuelven el problema
numeérico puntual, pero no responden a las preguntas mas profundas que surgen en las
aplicaciones.

Sin la teoria continua no sabemos qué estamos aproximando. Cuando se discretizan
1y v en medidas empiricas
n

un:Zaidpi, szzbj(syj’
=1

=1

cona;,b; >0y > a; =) b; =1, el plan 6ptimo discreto m, ,, existe y puede calcularse
por programacion lineal. Pero m,,, depende de la muestra particular (zi,...,z,) y
(Y1, - -+, Ym) que se haya tomado — es una variable aleatoria, no un objeto determinista
asociado a p1 y v. Para entender qué propiedad de p1 y v estd estimando 7, ,,,, vy en qué
sentido m, ,, converge cuando n, m — 0o, es necesario saber que existe un plan éptimo
continuo 7* entre p y v, que 7* es tnico bajo hipotesis adecuadas, y que la convergencia
ocurre en una topologia razonable. Sin ese marco, la discretizaciéon es un procedimiento
ad hoc sin garantias de consistencia.

La estructura del objeto continuo guia la aproximacion discreta. Aun cuando el
tamano de la muestra esta fijo, la teoria continua revela propiedades del plan 6ptimo
que no son visibles en el caso discreto. Por ejemplo, el teorema de Brenier — que
estudiaremos en el Capitulo [J] — garantiza que cuando p es absolutamente continua,
el plan 6ptimo para el costo cuadratico estd concentrado en el grafico de un mapa
T = Vu. En el caso discreto, el plan 6ptimo en general no tiene esa forma: varios
puntos z; pueden enviar masa a varios destinos y; simultdneamente. Saber que el objeto
continuo es un mapa con esa estructura permite disenar métodos de aproximacion que
buscan ese mapa directamente, en lugar de conformarse con la matriz de transporte
discreta.
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En conclusion, la programacion lineal es una herramienta indispensable para el
calculo numérico, pero la teoria continua es la que da sentido a los resultados y garantiza
la consistencia de los métodos. Ambas perspectivas son complementarias.

Ejercicios

EJERCICIO 7.1 (Acoplamientos y covarianza). Sean u, v € P2(R) con medias m,,, m,

y varianzas o, 0., y sea (X,Y) un vector aleatorio con ley 7 € I(u, v).

(a) Probar que E|X —Y|* = (m,—m,)*+0+0,—2Cov(X,Y), de modo que mini-
mizar el costo cuadratico equivale a maximizar la covarianza (o la correlacion)
del acoplamiento.

(b) Probar la cota de Cauchy-Schwarz Cov(X,Y) < 0,0, y deducir que

min E|X —Y|* > (m, —m,)* + (0, — 0,)>.
well(p,v)

(c) Probar que hay igualdad en (b) si y solo si Y = aX + b casi seguramente con
a > 0; por lo tanto la cota de (b) se alcanza si y sélo si v es la imagen de p por
una afinidad creciente (por ejemplo, si ambas son gaussianas). En el Capitulo
se identifica el acoplamiento que realiza el minimo en general.

EJErcICIO 7.2 (Cotas de Fréchet—Hoeffding). Sean u, v € P(R) con funciones de
distribucion F),, F,, y m € II(p,v) con funcién de distribucion conjunta H(z,y) =
(=00, z] x (=00,y]).

(a) Probar que max{F,(z) + F,(y) — 1,0} < H(z,y) < min{F,(x), F,(y)} para
todo (z,y).

(b) Probar que ambas cotas son funciones de distribucion de elementos de IT(ju, v).
(La cota superior es el plan comondtono del Capitulo 8 la inferior, el “antimo-
notono”.)

EJERCICIO 7.3 (Matching estable: un ejemplo). Dos trabajadores {z1,z2} v dos
empresas {y1, 92} generan, al emparejarse, el excedente U(x;,y;) = u;j con u = (§ ?)

Todos los agentes tienen el mismo peso.

(a) Hallar el matching que maximiza el excedente total y compararlo con el mat-
ching “codicioso” que asigna primero el par de mayor excedente.

(b) Hallar un sistema de precios (¢, 1) (salarios y beneficios) con ¢; +1; > u;; para
todo par y con igualdad en los pares emparejados. Verificar que es un equilibrio:
ninglin par no emparejado puede repartirse su excedente de modo que ambos
mejoren.

(c) Describir todos los sistemas de precios de equilibrio y observar que forman un
segmento, aunque el matching 6ptimo sea tinico. ;Quién se apropia del exce-
dente en cada extremo del segmento?

EJERCICIO 7.4 (Un criterio de optimalidad multimarginal). Sean py,...,uxy €
P(R?) con soporte compacto y v € II(uy, ..., uy) un plan multimarginal concentrado
en el conjunto {(zy,...,7n): T1 + -+ 2y = v} para algin v € R%.

(a) Probar que necesariamente v = > [ @ dy,.
(b) Probar que « es 6ptimo para todo costo de la forma c(z1,...,2y) = h(z; +
-+ ay) con h: RY — R convexa. Sugerencia: desigualdad de Jensen.
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(c) Probar que y es 6ptimo para el costo c(z1,...,2x) = — 3, [ — ;] Suge-
rencia: expandir los cuadrados y observar que Y. |z;|* tiene integral fija sobre
(g, - -, pn), de modo que el problema equivale a (b) con h(z) = |2|*.

(d) ;Existe siempre un plan como ~? Estudiar el caso N = 2, uy = po = (0o + 1),
y el caso N = 2 con p; uniforme en [0, 1] y pg = dp.

EJeRrcICIO 7.5 (Discretizacion y estabilidad). Sean X, Y compactos, ¢ € C(X xY),
Y iy = by Uy — V.

(a) Dado v € II(u, v), probar que existen v, € I(u,,v,) con v, — 7. Sugerencia:
sean a, € I(u,, 1) y B € U(v,v,) planes 6ptimos para el costo d(z,2')? (o
cualquier costo continuo que se anule exactamente en la diagonal); pegar a,
vy B, con el Lema y proyectar sobre las coordenadas extremas. Probar
que [d(z,2")*da, — 0y usarlo para pasar al limite.

(b) Deducir que T.(pin,vn) — Te(p,v), donde 7. denota el costo 6ptimo, y mas
generalmente que Te, (ttn, Vn) — Te(p, V) si ¢, — ¢ uniformemente.

(¢) Concluir que si p,, v, son discretizaciones (por ejemplo, medidas empiricas)
de u, v, el costo 6ptimo discreto calculado por programacion lineal converge
al costo 6ptimo continuo, y que los planes discretos 6ptimos convergen, salvo
subsucesion, a planes 6ptimos continuos.






Capitulo 8
Transporte 6ptimo en dimensién uno

El caso unidimensional del transporte 6ptimo es especialmente rico: la estructura
ordenada de la recta real permite construir explicitamente el mapa de transporte 6ptimo
y probar su optimalidad de manera directa. Mas ain, a diferencia de lo que ocurre en
dimension superior, el mismo mapa resulta 6éptimo para toda una familia de costos
convexos simultdneamente.

En este capitulo desarrollamos la teoria del transporte 6ptimo en R. Comenzamos
introduciendo las herramientas fundamentales: la funcion de distribucion acumulada y
su pseudoinversa. A partir de ellas construimos el mapa de transporte mondtono, que
resulta ser el mapa Optimo para costos convexos. La herramienta clave para probar
la optimalidad es la nocién de c-monotonicidad ciclica, que presentamos en la tercera
seccion y que reaparecerd de manera central en el estudio del caso general.

8.1. Funcioén de distribucién y pseudoinversa

Empecemos con una definiciéon que nos serd de gran utilidad.

DEFINICION 8.1.1 (Funcién de distribucion acumulada). Dada una medida de pro-
babilidad 1 € P(R), su funcion de distribucion acumulada (FDA) es la funcion F,: R —
[0, 1] definida por

Fu(x) = p((=o00, 2]).

La FDA esta bien definida para toda medida de Borel y satisface las siguientes
propiedades inmediatas:

1. F,, es monotona no decreciente.
2. F), es continua por la derecha, es decir, lim,_,,+ F,(y) = Fj,(x).
3. lmy o Fl(z) =0y lim, o Fu(x) = 1.

La continuidad por la derecha se sigue de que los intervalos (—oo,x,] con =, \ =
tienen interseccion (—oo, x|, y la continuidad por la izquierda falla en los dtomos de p:
si u({z}) > 0, entonces

Fu(x) = lim F,(y) = p({z}) > 0.

Yy—xr—

En particular, F}, es continua en x si y sélo si p({z}) = 0.

OBSERVACION 8.1.2. La FDA caracteriza completamente a la medida p. En efecto,

conocer F), determina p sobre los intervalos de la forma (—oo,z], que generan la o-
algebra de Borel de R.

Cuando p no tiene dtomos, F), es continua y estrictamente creciente en el soporte
de pu, por lo que admite una inversa bien definida. En el caso general, sin embargo, F),

89
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puede ser constante en intervalos (cuando p no carga esa region) o tener saltos (en los

atomos de p), de modo que la inversa usual no existe. Para subsanar esto se introduce
la pseudoinversa.

DEFINICION 8.1.3 (Pseudoinversa). Sea F': R — [0, 1] mon6tona no decreciente y
continua por la derecha. Su pseudoinversa es la funcion FI=1: (0,1) — R definida por

FEU() = inf{z € R: F(x) > t}.

Ilustramos la definicion de la pseudoinversa mediante tres ejemplos representativos,

que cubren los casos més habituales: medida absolutamente continua, medida discreta
y medida mixta.

EJEMPLO 8.1.4 (Medida uniforme). Sea 1 = £]j9/2 la medida uniforme en [0, 2].
Su FDA es

0, z<0,
F(z) = g 0<z<2,
1, z>2.

Como F), es estrictamente creciente y continua en [0, 2], la pseudoinversa coincide con
la inversa usual:

—1
FlPU@) =2t,  te(0,1).

-1
F )
2
Fu(x)
1 1
1/2
i ; x t
1 2 % 1
F, FiY

EJEMPLO 8.1.5 (Medida discreta). Sea pn = 309 + 301 + 502. Su FDA es la funcion
escalera

x <0,
0<x <1,
1 <2 <2,
T > 2.
La FDA tiene saltos en z = 0,1,2 y es constante entre ellos. Su pseudoinversa es
0, te(0,1],
14 _ 12
FIt) =41, te (g,g],
2, te(31).

Fu(x) =

— W wli— O

Obsérvese que F,Efl] toma los valores 0,1,2 en intervalos de longitud 1/3 cada uno,

consistentemente con el hecho de que (F,Efl])#ﬁlko’l) = L.
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-1
Fi)
2 o—e
Fu(x)
1 — 11 o—e
2/3 — o
1/3
T — t
1 2 121
FE, F;[fl]

Este ejemplo ilustra una propiedad importante: la FDA de una medida discreta
tiene saltos y es constante entre ellos, mientras que su pseudoinversa es constante en
intervalos y tiene saltos. En cierto sentido, £}, y F,E_l] intercambian los roles de saltos
y tramos planos.

EJEMPLO 8.1.6 (Medida mixta). Sea p = 3L jo,1] + 302, es decir, la mitad de la
masa esta distribuida uniformemente en [0,1] y la otra mitad esta concentrada en el
punto x = 2. Su FDA es

0, =<0,

FM(IL’): ?, 0<x <1,
bY) 1§.T<2,
1, x>2.

La FDA tiene una parte estrictamente creciente en [0, 1], un tramo constante en [1,2)
(donde g no tiene masa) y un salto de tamano 1/2 en x = 2.

1
F[fl](t) — 2t, te€ (07§)v
" 2, telil).
Obsérvese que el tramo plano de F), en [1,2) da lugar a un salto en F,Efl] ent=1/2:
la pseudoinversa salta de lim;_,; /)- F,[fl}(t) =1la F,[fl](l/Q) = 2. Reciprocamente, el
salto de F, en z = 2 da lugar a un tramo plano de F,E_l] en [1/2,1).

Su pseudoinversa es

FyY()
2 ——
Fu(x)
1 *—— 1+
1/2 o i
| T t

1 2 % 1
F, By

Este ejemplo pone de manifiesto la simetria entre F), y F,Efl]: los tramos planos de
una corresponden a los saltos de la otra, y viceversa.
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Observemos que el conjunto {z € R: F(z) > t} es no vacio para todo t € (0,1)
(pues F(x) — 1 cuando z — +o0) y acotado por abajo (pues F(z) — 0 cuando
x — —00), asi que el infimo es finito. La continuidad por la derecha de F' garantiza
ademés que el infimo es un minimo.

La pseudoinversa satisface la siguiente relacion fundamental, que utilizaremos re-
petidamente:

(8.1.1) FEI) <z = F(z) >t

En efecto, si FI71(t) < 2, entonces x € {z: F(z) > t} por la continuidad por la derecha
de F, luego F(z) > t. El reciproco es inmediato por definicion del infimo.

PROPOSICION 8.1.7. Sea p € P(R) y sea F,, su FDA. Entonces
(FEM)y £Y01) = .
Es decir, si U es una variable aleatoria con distribucion uniforme en (0,1), entonces
F;[L_l](U) tiene distribucion p.
DEMOSTRACION. Por (8.1.1]), para todo x € R,
El ({t = (07 1) : F/.[L_l}(t> S SL’}) = ‘Cl({t < (07 1) : F#(SL’) Z t}) = FH(I)7

que es precisamente la FDA de p evaluada en x. Como la FDA caracteriza a la medida,
concluimos que (F}f”)# LYoy = p O

El siguiente lema es fundamental para la construccion del mapa monédtono.
LEMA 8.1.8. Si € P(R) no tiene dtomos, entonces

(Fu)wn= L

Ademds, para todo ¢ € (0,1), el conjunto {z: F,(x) = {} tiene u-medida cero.

(0,1)-

DEMOSTRACION. Como p no tiene atomos, F), es continua. Para a € (0,1), el
conjunto {z : F,(z) < a} = (—00,z,] donde F,(x,) = a (por continuidad y por los
limites en +o0). Entonces

p{z: Fu(z) < a}) = p((—00, z4]) = Fu(za) = a,
lo que prueba (F,)up = L1

Para la segunda afirmacion, si p({z: F,,(z) = (}) > 0, entonces la medida imagen
F,))xp tendria un atomo en ¢, lo que contradice que es la medida de Lebesgue. O
w)#

8.2. El mapa de transporte monétono

TEOREMA 8.2.1 (Mapa monotono). Sean p,v € P(R) con p sin dtomos. Entonces
existe un mapa medible mondtono no decreciente Tpon: R — R tal que (Thon)sp = v,
Y es unico ji-c.t.p.

Dicho mapa estd dado explicitamente por

Ton(z) = FU(F,(2)).

v
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DEMOSTRACION. Existencia. Definamos Tp,on(x) = Fy[fl](FM(x)).

Por el Lema8.1.8) F,(x) € (0,1) para p-casi todo z, asi que Tyon esta bien definido
p-c.t.p. Es mono6tono no decreciente por ser composicion de dos funciones monoétonas
no decrecientes.

Para verificar (Tjon)4p = v usamos la Proposicion [8.1.7 y el Lema [8.1.8}
(Toon) it = (Fy ) (B gn = (F )y L o) = v

Unicidad. Sea T' cualquier mapa mondétono no decreciente con Ty = v. De la
monotonicidad se tiene T ((—oo, T'(z)]) D (—o0, z], y por lo tanto

Fu(x) = p((—o00,z]) < (T~ (=00, T(2)])) = v((—o00, T(2)]) = F,(T(x)),

lo que por (8.1.1)) implica T'(z) > Fl[_l](F“(x)) = Trnon ().
Supongamos que T'(x) > Tyen(x) para algin x, y sea ¢ > 0 tal que T'(x) — e >

Toon(2) = Fo”(F, (). Por L),
F,(T(z) —¢) > F,(z).

Por otro lado, la monotonicidad de T da 77! ((—o0, T'(z) — €]) C (—o0, z): en efecto,
si z > x entonces T(z) > T'(z) > T'(z) — . Por lo tanto

FT(x) = 2) = u(T (=00, T(w) — ])) < pu((—00,2)) < Fulz).
En consecuencia F, (T (x)—e¢) = F,(z) y, como esto vale para todo ¢ > 0 suficientemente
pequeno, F, es constante con valor F,(z) sobre un intervalo no degenerado.

Ahora bien, los niveles ¢ € (0, 1) sobre los que F, es constante en un intervalo no
degenerado forman un conjunto a lo sumo numerable, pues los intervalos correspon-
dientes son disjuntos dos a dos. Para cada uno de esos niveles, el Lema [8.1.8| asegura
que p({x : F,(zr) = ¢}) = 0, y una unién numerable de conjuntos p-nulos es p-nula.
Concluimos que T'(z) = Tion(x) para p-c.t.p. x. O

El mapa mono6tono induce un plan de transporte especial entre p y v, pero tiene
interés independiente construir un plan de transporte monétono incluso cuando u tiene
atomos (en cuyo caso el mapa monoétono puede no existir).

DEFINICION 8.2.2 (Plan comonotono). Dados u,v € P(R), el plan comondtono
entre u y v es la medida

Ymon = (L, F ) L0,y € T, v).

Que Ymon € (i, v) se sigue de la Proposicion Cuando p no tiene atomos, el
plan comonétono esté inducido por el mapa mon6tono: Ymen = (id, Tinon )4 p- En efecto,
tenemos,

PROPOSICION 8.2.3. Si pu no tiene datomos, el plan comondtono estd inducido por
el mapa mondotono del Teorema |8.2. 1)

Ymon = (id>Tm0n)#:u'

DEMOSTRACION. Escribamos A\ = £1|(071). Recordemos que, por el Lema m

F,(z) € (0,1) para p-c.t.p. z, de modo que Tipon = Fi

la medida (id, Tinen ) tiene sentido.

o I, estd definido p-c.t.p. y
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Paso 1: Fj, 0 FIM=id en (0,1). Seat € (0,1) y xy = Fi (t). Como observamos
al introducir la pseudoinversa, la continuidad por la derecha de F), garantiza que el
infimo que la define es un minimo, de modo que F),(z;) > t. Por otra parte, si < z;
entonces © ¢ {z : F,(z) > t}, es decir, F,(z) < t. Como p no tiene atomos, F, es
continua, y haciendo x 1 x; obtenemos F),(x;) < t. Por lo tanto

FM(F}L_” (t) =t para todo t € (0,1).

Paso 2: conclusion. Por la Proposicion , = (F,E_l])#)\. Usando la regla de
composicién de medidas imagen, (S o R)4\ = Sy(Ry\), resulta

(id, Tinon )4t = (id, Trmon) (F 1)) = ((id, Ton)oFy 1) A = (FL7Y, F7WoF,0F ) A,

o
Por el Paso 1, Filo F,o F}f” =Y en (0,1), y por lo tanto
(ld7 Tmon)#:u - (F,E_Hv FV[_H)#)\ = Ymon
que es lo que queriamos demostrar. O

OBSERVACION 8.2.4. La hipotesis de que p no tenga atomos se usa tnicamente en
el Paso 1. Si p tiene un atomo en x, entonces F), salta en z¢ y FM(FP[L_” (t)) >t para

todo t en el interior del salto: la composicion F), o F,Efu «aplasta» todo ese intervalo de
valores de t en el tnico valor F),(x¢), y con ello Ty,on enviarfa toda la masa de zy a un
solo punto, mientras que ¥,,., la reparte. Es exactamente el fenémeno del ejemplo de
la Seccion 3b del cuaderno de computo.

El plan comonétono puede caracterizarse por una propiedad de monotonicidad de
su soporte:

PROPOSICION 8.2.5. Sea v € II(p, v) un plan de transporte que satisface
(x,y), (z',y) €sop(y), xz<a = y<y.

Entonces v = Ymon-

DEMOSTRACION. Veremos que
(8.2.1) Y((—o0,a] x (—00,b]) = min{F,(a), F,(b)} para todo a,b € R,

Y que Ymon verifica la misma identidad. Como los rectangulos (—oo, a] x (—oo, b] forman
un 7-sistema que genera los borelianos de R x R (ver |5]), dos medidas de probabilidad
que coinciden en ellos son iguales.

Escribamos A = (—o0, a] x (—o0,b]. Como ~ tiene marginales p y v,
7(A) <v((—o0,a] xR) = Fu(a),  7(A) <7(R x (=00,b]) = F,(b),
de modo que y(A) < min{F,(a), F,(b)}.
Para la desigualdad reciproca, consideremos
B = (—00,a] x (b, +00), C = (a,+00) X (—00,b],

y observemos que
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soporte monotono x < a' peroy >y

(x <2 =y <y) un cruce, prohibido

FiGurA 8.1. La condicién de monotonia del soporte y la demostracion
de la Proposicion [8.2.5 A la izquierda, un soporte que satisface la con-
dicion: al recorrerlo de izquierda a derecha nunca se baja. A la derecha,
el argumento por el absurdo: si tanto B = (—o00,a] x (b, +00) como
C' = (a,+00) X (—00,b] tuvieran masa positiva, habria un punto del so-
porte en cada una de ellas, y ese par formaria un cruce. Por lo tanto una
de las dos regiones es ~-nula, y 7y((—oo,a] x (—o0,b]) =
min{F),(a), F,(b)}.

Afirmamos que y(B) = 0 0 v(C) = 0. En efecto, supongamos que ambos son positivos.
Si un boreliano tiene v-medida positiva, necesariamente corta al soporte de v (de lo
contrario estaria contenido en el complemento del soporte, que es ~-nulo). Existen
entonces

(z,y) € sop(y) N B, («',y") € sop(y) N C,

es decir, x < a < 2’ e y > b > y'. Pero entonces x < 2’ e y > 4/, lo que contradice la
hipotesis de monotonicidad del soporte.

Por lo tanto min{ ¥),(a)—y(A), F,(b)—y(A)} = 0, es decir, v(A) = min{F,(a), F,(b)},
que es (8.2.1).
Resta ver que 7,0, satisface la misma identidad. Por definicion y por (8.1.1)),
Ymon(A) = L' ({t € (0,1) : F(t) <a, F7(t) <b})
= L' ({t € (0,1) 1t < Fu(a), t < F,(b)})
= min{F),(a), F,(b)}.

Esto concluye la demostracion. 0]

8.3. c-monotonicidad ciclica

La nocién de c-monotonicidad ciclica es la herramienta fundamental para caracte-
rizar los soportes de los planes 6ptimos. La definimos aqui en el contexto general de R,
pero la usaremos de manera esencial en la demostracion de la optimalidad del mapa
mono6tono.

DEFINICION 8.3.1 (c-monotonicidad ciclica). Sea ¢: R x R — R una funcién de
costo. Un conjunto I' C R x R se dice c-ciclicamente mondtono (o c-CM) si para todo
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N > 2y todo conjunto de puntos (z1,¥1), ..., (zn,yn) € I se tiene
N N
Zc(xiayz ZC xzvyoz
i=1 i=1

para toda permutacion o de {1,...,N}.

Intuitivamente, la condicion dice que no es posible reducir el costo total redistribu-
yendo los destinos entre los origenes de ninguna manera.

El resultado fundamental es que el soporte de todo plan 6ptimo es c-ciclicamente
mono6tono.

TEOREMA 8.3.2. Sean p,v € P(R) medidas con soporte compacto y sea c: RxR —
R continua. Si ~v* € Il(u,v) es un plan de transporte optimo para el costo ¢, entonces
sop(Y*) es c-ciclicamente mondtono.

DEMOSTRACION. Sean X = sop(u) e Y = sop(v), que por hipotesis son compactos,
y sea ¢ continua en X X Y. Por el teorema de existencia de potenciales de Kantorovich
del Capitulo [6] existe un par optimo (¢, 1)) para el problema dual, con ¢ € C(X) y

e CY).

Por la Proposicion —y es aqui donde se usa la compacidad— vale la inclusién

sop(7") C Ty = {(z, ) : o(x) + ¢(y) = clz, )},
es decir, la condicion de saturacion se verifica en todo punto del soporte de v*, y no

solamente y*-c.t.p.

Sean ahora (z1,1), ..., (zn,yn) € sop(7*) y sea o una permutacion de {1,..., N'}.
Por lo anterior, ¢(z;) + ¥ (y;) = c¢(x;,y;) para todo i. Sumando en ¢ y usando que o es
una biyeccion, de modo que Y, ¥(y;) = >, ¥(Yo(;)), obtenemos

N
Zc(xivyl ngxl +Z¢ yz :Z xz +1/J yaz

=1 =1 =1

Mz

C xl?gﬂ"t

donde la tltima desigualdad es simplemente la admisibilidad del par (¢, ). 0

OBSERVACION 8.3.3. La hipoétesis de soporte compacto interviene inicamente para
garantizar la existencia de potenciales de Kantorovich continuos y, con ella, la inclusion
sop(7*) C I'y 4. Sin continuidad, la saturaciéon vale y*-c.t.p. pero no necesariamente en
todo punto del soporte, y el argumento anterior se cae.

El teorema es cierto en total generalidad —para p, v € P(R) arbitrarias y ¢ conti-
nua— pero su demostracion en ese caso no puede apoyarse en la dualidad: se razona
directamente, construyendo a partir de una violacion de la c-monotonicidad ciclica un
plan competidor de costo estrictamente menor. Véase [19, Theorem 1.38|.

OBSERVACION 8.3.4. El reciproco también es cierto bajo hipotesis adecuadas: si
el soporte de un plan v € II(u, v) es c-ciclicamente mono6tono, entonces 7y es 6ptimo.
Este resultado, méas delicado, no lo demostraremos aqui; puede consultarse en [19]
Theorem 1.38-1.39].
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En dimensién uno, la c-monotonicidad ciclica tiene una consecuencia especialmente
concreta. Cuando el costo satisface la condicion de twist
82C( ) <0 todo (z,y) e R xR
— (, ara todo (x
ax ay y p Y y )

todo conjunto c-ciclicamente mondtono es mondtono en el siguiente sentido: si contiene
dos pares (z,y) y (2/,y') con x < 2/, entonces necesariamente y < y’. En particular,
el soporte de cualquier plan 6ptimo esta contenido en el grafico de una relacion no
decreciente.

PROPOSICION 8.3.5. Supongamos que c: R x R — R es de clase C? y satisface
0?c/0xdy < 0. SiT C R x R es c-ciclicamente mondtono, entonces

(z,y), (@, y)eTl, <’ = y<y.

DEMOSTRACION. Supongamos por contradiccion que (z,y), (z',y') € I' con z < 2
e y > 1. La c-monotonicidad ciclica con N = 2 y la permutacion no trivial da

c(z,y) + e, y') < cla,y') + (2’ y),
es decir, c(z,y) — c(z,y’) < c(2',y) — c(2',y'). Definamos ¢(s) = c(s,y) — ¢(s,y); la
desigualdad anterior dice ¢(x) < ¢(z'). Sin embargo, como c es de clase C% e y > v/,

, Oc Jc , v 9%
¢(S) = %(SW) - %(S,y) = \/y/ m(&t)dt < 0,

de modo que ¢ es estrictamente decreciente y ¢(x) > ¢(2'), contradiccion. O

OBSERVACION 8.3.6. Obsérvese que en la demostracion anterior sélo se uséd la c-
monotonicidad ciclica con N = 2. La condicion

c(z,y) +c(@'y) < clz,y) + (@, y)

se conoce como condicion de no cruce: dice que intercambiar los destinos de dos parti-
culas nunca reduce el costo. Es la forma més débil de la c-monotonicidad ciclica y, en
dimension uno, ya es suficiente para forzar la monotonia del soporte.

8.4. Optimalidad del mapa mondétono

TEOREMA 8.4.1 (Optimalidad del mapa mondtono). Sean p,v € P(R) con soporte
compacto y sea c: R x R — R continua. Supongamos que se satisface una de las dos
condiciones siquientes:

(i) c(x,y) = h(y — ) con h: R — R estrictamente conveza, o bien
(11) c es de clase C* y §%c/0xdy < 0.

Entonces el plan comondtono Ymen €s el Gnico plan de transporte optimo. Si ademds
no tiene atomos, Ymon = (id, Tion)zit Y Tmon €s el dnico mapa de transporte dptimo,

u-c.t.p.

DEMOSTRACION. Como g y v tienen soporte compacto y ¢ es continua, existe al
menos un plan 6ptimo; sea v* uno cualquiera de ellos. Por el Teorema 8.3.2] sop(7*) es
c-ciclicamente mond6tono.
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Veremos que, en ambos casos, el soporte de v* satisface la condicion de monotonia
(8.4.1) (z,y), (z',y") €sop(7y*), z<2 = y<y.

En el caso (ii), (8.4.1) es exactamente el contenido de la Proposicion [8.3.5]

Veamos el caso (i). Supongamos, por el absurdo, que existen (x,y), (',y’) € sop(7*)
con r < 2’ e y > y'. La c-monotonicidad ciclica con N = 2 y la permutacién no trivial
da

h(y — )+ h(y' —2') < h(y' — x) + h(y — 2°).
Escribamos a =y —z, b=9y — 2’y 6 =2’ — x > 0. Entonces
y—r=@-2)+ @ -2)=b+0s, y-=@y—2)-("—2)=a—9,
de modo que la desigualdad anterior se escribe
(8.4.2) h(a) + h(b) < h(b+0) + h(a — 6).
Notemos que b < a, pues b+d =y —x <y —x = a; y ademas

a—b=(y-—z)- (¢ -2)=W-y)+ @ -2)=(y—-y)+d>9
ya que y > y'. Por lo tanto 0 < < a — b, y el nimero
o
a—>b
pertenece a (0,1). Un calculo directo muestra que

b+6=(1—-1t)b+ta, a—0=tb+ (1 —t)a,

t =

es decir, b+ 0 y a — ¢ son combinaciones convexas propias de a y b, con pesos inter-
cambiados. Como h es estrictamente convexa y a # b,

h(b+6) < (1 —t)h(b) +th(a), h(a — &) < th(b) + (1 —t)h(a),
y sumando ambas desigualdades,
h(b+96) + h(a —§) < h(a) + h(b),
lo que contradice (8.4.2)). Queda probada ({8.4.1]).
Establecida (8.4.1), la Proposicion implica v* = Ymon. Como 7* era un plan

optimo arbitrario, Yo, €s el tnico plan 6éptimo.

Finalmente, si ¢ no tiene 4&tomos, ya vimos que Vpon = (id, Tinon ) 4- S1.S es un mapa
optimo, entonces (id, S)xu es un plan 6ptimo y por lo tanto coincide con (id, Tinon) 4 /4
de donde S = Ton p-c.t.p. O

OBSERVACION 8.4.2. Las hipotesis (i) y (ii) se superponen parcialmente pero nin-
guna contiene a la otra. Si ¢(z,y) = h(y — z) con h de clase C?, entonces
¢
oz Jy
de modo que (ii) equivale a h” > 0. La condicién (i) no pide regularidad alguna sobre
h —por ejemplo, h(z) = |z[>/? y h(z) = 2% +|z| son estrictamente convexas pero no de
clase C?—, mientras que (ii) se aplica a costos que no son de la forma h(y — z).

(z,y) = —h"(y —z),
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Queda pendiente el caso en que h es convexa pero no estrictamente. El argumento
anterior no sirve: sin convexidad estricta la desigualdad se verifica como igual-
dad y no hay contradicciéon alguna. El resultado sigue siendo cierto —aunque, como
veremos, la unicidad se pierde— y se obtiene por un argumento de aproximacion.

PROPOSICION 8.4.3 (Costos convexos no estrictos). Sean pu,v € P(R) con soporte
compacto y sea c(x,y) = h(y—x) con h: R — R conveza. Entonces el plan comondtono
Ymon €S OPtiMO.

DEMOSTRACION. Para ¢ > 0 definimos

he(z) = h(z2) + €22,

que es estrictamente convexa por ser suma de una funcién convexa y una estrictamente
convexa. Por el Teorema aplicado al costo c.(z,y) = h.(y — x), el plan Y,,0, —que
no depende de e— es 6ptimo para c.. Es decir, para todo m € II(p, v),

/h(y—x)dvmon+6/(y—x)2d7m0ng/h(y—x)ders/(y—x)de.

Como sop(u) y sop(v) son compactos, existe M > 0 tal que (y—x)* < M para todo
(x,y) € sop(u) x sop(v). Todo plan 7w € II(u, v) esta concentrado en ese producto, de
modo que

0< /(y —z)?dr <M para todo m € I(u,v).

Reordenando la desigualdad anterior,

/h(y—a:) AVmon < /h(y—x) d7r+5(/(y—x)2 dﬂ—/(y—x)2 d7m0n> < /h(y—x) dm—+eM.
Haciendo € — 0T obtenemos
/h(y — ) dYmon < /h(y —x)dr para todo m € II(u, v),

es decir, Y,,on €8 Optimo. O

OBSERVACION 8.4.4. Sin convexidad estricta la unicidad se pierde genuinamente.
El caso extremo es h afin, h(z) = az + (: en ese caso

/h(y—:v)dﬁza</Rde(y)—/Rﬂfdu(:v)>+ﬁ

no depende de 7w, de modo que todo plan admisible es 6ptimo. Esto muestra que la
hipotesis de convexidad estricta en el Teorema no es un artefacto de la demostra-
cion.

Una consecuencia importante del teorema anterior es una féormula explicita para el

costo de transporte 6ptimo en términos de las funciones de distribucién.

PROPOSICION 8.4.5 (Formula del costo 6ptimo). Sean u,v € P(R) con soporte
compacto y sea c(x,y) = h(y — x) con h convera. Entonces el costo de transporte
optimo satisface

mfn / Wy — 2) dr(z, y) = /0 R(F () — FI() dt.

mnell(p,v)
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En particular, para h(z) = |z|P con p > 1, el costo dptimo es

/I}Fy[—” (t) — FU(t)|" de.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion [8.4.3] el plan comonotono 7,0, €s 6ptimo. Por
definicién de v,,0n,

[ 1= )t = [ (EE0) = FE ) an

donde hemos usado el cambio de variables inducido por la definicion de 7,,,, como
imagen de la medida de Lebesgue en (0, 1). O

OBSERVACION 8.4.6. Para el costo h(z) = |z| la formula anterior admite ademas la

representacion
1
/\FVH]( FIPU()| dt = /|F ()| dz,
0

que expresa el costo 6ptimo como el area entre las graficas de las dos funciones de
distribucion. Esto se verifica mediante el teorema de Fubini, intercambiando el rol
de las funciones directas e inversas (ver la Proposicion 2.17 de [19]). Las expresiones

fol \F,Efl] (t) — F P (t)|P dt reapareceran mas adelante como definicion de las distancias
de Wasserstein W,(p, v).

Ejercicios

EJERCICIO 8.1 (Mapas mono6tonos explicitos). Hallar Ty, v el plan comon6tono
Ymon €1 los siguientes casos, y decidir cudndo v,,., esta inducido por un mapa.

(a) p= L L[o 1, V= e YL L[o,oo)-

(b) =L, ¥ = 300 + 301.

(C) ((50 + (51) V= El L[O,l]-

(d) u = N(mo,0?), v = N(my,o?); verificar que Tpo, es afin y comparar con la
Secc1on 0.2

EJERCICIO 8.2 (Propiedades de la pseudoinversa). Sea u € P(R) y Fl[fl] su pseu-

doinversa.
(a) Probar que F}f” es no decreciente y continua por la izquierda en (0,1), y que
F[_l]( t) <z <= t < F,(x) (desigualdad de Galois).
(b) Probar que [ gdu = fo F[ 1]( t)) dt para toda g > 0 medible; en particular
p € Py(R) siy solo si F e re(o,1).
(c) Probar que si G: (0,1) — R es no decreciente y continua por la izquierda,
entonces G = F}L_H para i = G L' (0,1)- (Esto se usa en la Proposicion )
(d) Deducir que p +— F}f” es una biyeccion de P(R) sobre el conjunto de funciones
no decrecientes y continuas por la izquierda en (0, 1).

EJERCICIO 8.3 (Dominancia estocastica). Sean pu,v € P(R) sin a&tomos y con so-
porte igual a R (para simplificar). Probar que son equivalentes:

(a) F,, > F, en R;
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(b) existe v € II(u, v) concentrado en {(z,y) : y > z};
(c) existe T con Tiypp = vy T(x) > x para todo z;
(d) Timon(x) > x para todo .

., Qué hay que modificar si u tiene atomos o el soporte no es todo R?

EJERCICIO 8.4 (Costos con 9%c/dxdy > 0). Sea ¢ € C*(R x R) con §%c/dxdy > 0
y sean p,v € P(R) con soporte compacto.

(a) Probar el analogo de la Proposicion [8.3.5} si I' es c-ciclicamente monétono,
entonces (z,y), (¢/,y") € 'y x < 2/ implican y > v/

(b) Definir el plan antimondtono ~an; (el plan comonétono entre p y Ryv, con
R(y) = —y, compuesto con R; o bien la cota inferior del Ejercicio y probar
que es el tnico plan 6ptimo para c.

(c) Aplicarlo a c(x,y) = —|z — y|* v a ¢(x,y) = xy: el problema de mazimizar
[ |z — y|*dm (0 de minimizar la covarianza del acoplamiento, Ejercicio se
resuelve con vuuy;-

EJERrCICIO 8.5 (Costos concavos: el plan monotono no es 6ptimo). Sea c(x,y) =
|l‘ - y|1/2> m= %(50 + 51) yv= %(51 -+ 52)

(a) Calcular el costo de Yo, v €l del otro plan extremal de II(p, v), y concluir que
Yimon NO €8 OPtimo.

(b) Explicar qué hipotesis del Teorema falla, y verificar directamente que
SOP(Ymon) 1O es c-ciclicamente monotono.

(c) Probar que para c(z,y) = h(|z — y|) con h estrictamente concava y creciente,
la masa comiin de p y v conviene dejarla quieta: si u A v # 0, todo plan 6éptimo
coincide con (id, id)4(puAv) sobre la diagonal. (Ver [19] Sec. 3.3.2] para la teoria
general de costos concavos.)

EJERCICIO 8.6 (Densidades sin soporte pleno). (a) Construir un boreliano A C
0,1] tal que 0 < L}(I N A) < LY(I) para todo intervalo abierto I C [0, 1]. Su-
gerencia: unidon numerable de conjuntos “de Cantor gordos” centrados en los
racionales, con medidas que sumen menos que 1.

(b) Sea u = L' 4/L'(A). Probar que F), es continua y estrictamente creciente en
[0,1], de modo que Tion: pt — L' [jo,1] €s un homeomorfismo de [0, 1], aunque
1 no tenga densidad positiva en ningin intervalo. ;Es T, Lipschitz? ;Y su
inversa?

EJERCICIO 8.7 (% Un costo singular en la diagonal). Sea u € P(R) sin dtomos y
con soporte compacto, y ¢(z,y) = 1/|z — y| (con ¢ = +00 en la diagonal).

(a) Probar que existe un plan 6ptimo v € II(u, ) con costo finito.

(b) Probar que v esta concentrado en la union de a lo sumo dos graficos de funciones
crecientes, uno por encima y otro por debajo de la diagonal, y que estos graficos
no se superponen; concluir que 7y estd inducido por un mapa 7. ;| Es T creciente?

(¢) Para = L'|[o 1], hallar T" explicitamente.

Ver los ejercicios del Capitulo 2 de [19] para indicaciones.
Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cua-

derno OT en dimension uno (véase el Apéndice ; los enunciados figuran también al
final del cuaderno. Las referencias a secciones son a las del cuaderno.
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EJERCICIO 8.8 (Mapas monotonos explicitos). Calcular numéricamente T},0, para
p= L1 y v exponencial, para p uniforme y v = 18y + 261, y para = 3(6 + 1) y
v uniforme, y comparar con las formulas del Ejercicio En el altimo caso, verificar
que el plan comonétono no estd inducido por un mapa y describirlo.

EJERCICIO 8.9 (Dominancia estocéstica). Para pares (u,v) de muestras, verificar
numéricamente la equivalencia entre F, > F, y T, > id del Ejercicio : graficar
ambas condiciones para y = N(0,1) y v = N(m,0?) con varios (m, o), y hallar la
region del plano (m, o) donde valen.

EJErcICIO 8.10 (Cotas de Fréchet-Hoeffding). Para p, v discretas con n atomos,
calcular la funcion de distribucion conjunta H(x,y) = w((—o0, z] X (—00,y]) de varios
planes (el comondtono, el antimonotono, el producto y planes aleatorios) y verificar las
cotas max{F,, + F, — 1,0} < H <min{F}, F,} del Ejercicio con igualdad para los
planes extremos.

EJERCICIO 8.11 (Costos concavos). Con p = 3(8o+01) y v = (61 + d2), calcular el
plan 6ptimo de |z — y|? para p € {0,25, 0,5, 1, 2} y determinar para qué p deja de ser
6ptimo el plan monétono. Repetir con dos densidades continuas que se superpongan y
medir la masa que el plan 6ptimo deja en la diagonal como funcion de p (Ejercicio .

EJercicio 8.12 (La formula del area y p > 1). Verificar numéricamente que
Wi, v) = [ |F, — F,| de para muestras de distintas distribuciones, y que en cambio
Wi(p,v) # [o|Fu — F,|* dz (Ejercicio [10.5). Explicar la diferencia geométricamente
con las figuras de la Seccion 6 del cuaderno.



Capitulo 9
El teorema de factorizacion polar de Brenier

En los capitulos anteriores estudiamos el problema de Kantorovich con costos ge-
nerales en espacios polacos y vimos que, si un plan 6ptimo 7* esta inducido por un
mapa 1T —es decir, 7* = (id, T') 4 i—, entonces ese mapa resuelve el problema original
de Monge.

En el Capitulo[6] Seccion estudiamos el caso X =Y = R? con costo cuadratico
c(z,y) = |z — y|%. Vimos que si ¢, son potenciales de Kantorovich y definimos

|z* — ¢(2) lyl* — ¥(y)
uz) ="——5——,  uy)=—75—"7,
2 2
entonces v y v son convexas, v = u y u = v, donde u denota la transformada de
Legendre de u. Mas aiin, la condicion de saturacion se reescribe como

wz)+aly)=z-y  7-c.t.p.,
y, si u es de clase C*, esta identidad fuerza y = Vu(z) para n*-c.t.p. par (z,vy).

En esa misma seccion vimos ademas que, si el plan 6ptimo 7* esta inducido por
un mapa T', entonces forzosamente 7' = Vu: el mapa de transporte 6ptimo, de existir,
debe ser el gradiente de una funciéon convexa. Pero ese argumento era condicional, y
dejaba abierta la pregunta central: ;existe efectivamente tal mapa?

Lo que faltaba, entonces, era mostrar que el plan 6ptimo estd inducido por un
mapa. Ese es el contenido del teorema de Brenier: bajo la hipotesis de que p < £, el
problema de Monge admite una tnica soluciéon, dada por el gradiente de una funcion
convexa.

9.1. El teorema de Brenier

En esta secciéon demostraremos el teorema de Brenier. Por razones de simplicidad
haremos la demostracion bajo la hipotesis adicional de que el potencial convexo u es
de clase C!; como veremos, en ese caso el argumento es completamente elemental y
contiene ya todas las ideas esenciales. Al final de la seccién discutiremos qué hay que
modificar para tratar el caso general.

Trabajaremos con medidas de soporte compacto, que es el marco en el que demos-
tramos la existencia de potenciales de Kantorovich en el Capitulo [} En la Observa-
cion [9.1.7 comentaremos el caso general. Como el costo cuadratico involucra momentos
de orden dos, conviene introducir la siguiente notacion.

DEFINICION 9.1.1. Dado p > 1, denotamos por P,(RY) el espacio de medidas de
probabilidad en R? con momento de orden p finito:

P,(RY) = {u € P(RY): /Rd 2| dp(z) < OO}-
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Observemos que toda medida de probabilidad con soporte compacto pertenece a
P,(RY) para todo p > 1.

El siguiente lema es el paso técnico que nos faltaba: nos permite pasar de saber
que un plan vive en el grdfico de un mapa a saber que esta inducido por ese mapa.
Es un resultado puramente teérico-medida, que no usa nada de la teoria de transporte
optimo.

LEMA 9.1.2. Sean p € P(RY), v € P(RY), m € I(u,v) y sea T: R* — R? una
funcion boreliana. Denotemos por
Iy ={(z,y) e R xR : y =T(z)}
al grifico de T. Si w(I'y) = 1, entonces
= (id, T) xp.
En particular, Typ = v.

DEMOSTRACION. Notemos primero que I'r es boreliano: la funcion (x,y) — y —
T(x) es boreliana y I'r es la preimagen del cerrado {0}.

Sea f € Cy(RY x RY). Como 7(I'r) = 1, el complemento de I'y es w-nulo y por lo
tanto

/ far= [ fay)dn(zy).
Rd xR r

Ahora bien, sobre I'r se tiene y = T'(z), de modo que alli f(z,y) = f(x,T(x)). En
consecuencia,

fay)dn(e,y) = | fla,T(@)) dn(z,y) = / f(2,T(x)) d(z, ),

FT FT R4 x R4
donde en la ultima igualdad volvimos a usar que el complemento de I'r es m-nulo.

La funcion (x,y) — f(z,T(x)) depende tnicamente de la variable x. Como la
primera marginal de 7 es 1, es decir (py)xm = p, resulta

/Rd y fla,T(x))dn(z,y) = g flz, T(z)) du(z).

Por otra parte, por definicion de medida imagen,

/Rd Rdfd((id, T)#M) = /Rdf(:c,T(:c))du(x)_

Hemos probado entonces que

/fdw = /fd((id,T)#u) para toda f € Cy(R? x R?),

y como dos medidas de probabilidad borelianas en un espacio polaco que integran
igual a toda funcion continua y acotada coinciden (cf. Lema [2.3.7)), concluimos que
™= (ld,T>#ILL

Finalmente, como la segunda marginal de 7 es v,

v = (P2)gm = (P2) ((id, T)gp) = (P20 (id, T)) w10 = Typs,

que es lo que queriamos ver. O
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Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal.

TEOREMA 9.1.3 (Brenier, 1991). Sean p,v € P(R?) medidas con soporte compacto
y supongamos que u < L% Entonces:

1. Eziste una funcion conveza w: R® — R tal que el mapa T = Vu, definido
p-c.t.p., verifica Tyup = v y resuelve el problema de Monge:

Agx—fmm%ww>=gﬁ & — S(2)[? du(x)

#H=V JRd
2. El plan de Kantorovich dptimo es unico y estd dado por m* = (id, T') xp.
3. Bl mapa optimo es inico: si Sy = v es optimo, entonces S =T p-c.i.p.

DEMOSTRACION. Demostraremos el resultado bajo la hipétesis simplificadora de
que u € C1(R?). El caso general requiere reemplazar el gradiente por el subdiferencial
de u y usar el teorema de Rademacher; las herramientas necesarias estan reunidas en
el Apéndice [D] y el argumento se completa en la Observacion [9.1.5

Paso 1: existencia de plan y potenciales 6ptimos. Sean X = sop(p) e Y =
sop(v), que por hipotesis son compactos, y consideremos el costo c(x,y) = |r —y|?, que
es continuo en X X Y. Por el teorema de existencia de planes 6ptimos existe un plan
optimo 7* € II(u, v), y por el teorema de existencia de potenciales de Kantorovich del
Capitulo @ existe un par 6ptimo (p, ) para el problema dual, con 1) = ¢°y ¢ = 9)°.

Definimos, como en la Seccion [6.4]

_ 2] — o(x) o(y) = yI* — ¥(y)
2 ’ 2 '

Alli vimos que u y v son convexas y que v = U, u = 0.

Paso 2: el plan 6ptimo vive en el grafico de Vu. Por la Proposicion [6.3.2]
el plan 6ptimo 7* esta concentrado en el conjunto de saturacion asociado a (¢, 1), es
decir

o(x) +¥(y) = v —yl m*-c.t.p.
Como vimos en la Seccion [6.4], en términos de u y @ esto equivale a

w(z)+uly) =x-y T-c.t.p.,
y, siendo u de clase C1, esta identidad implica
y = Vu(x) T-c.t.p.
Definiendo T' = Vu, lo anterior dice exactamente que 7*(I'r) = 1.

Paso 3: el plan 6ptimo esta inducido por 7. Como u € C', el mapa T = Vu
es continuo y en particular boreliano. Por el Lema [9.1.2]

w=(dDen v Tyn=v.

Paso 4: T resuelve el problema de Monge. Sea S cualquier mapa admisible,
es decir Syp = v. Entonces mg = (id, S)4xp es un plan admisible, y como 7* es dptimo,

/Rd v — T () du(z) = / |z —yf? dr* < /|x —y|*drs = /Rd lz — S(2)[? du(z).

Como T es admisible, T realiza el infimo del problema de Monge.
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Paso 5: unicidad del plan 6ptimo. Sea 7 otro plan 6éptimo cualquiera. El punto
clave es que la Proposicion [6.3.2) vale para cualquier plan 6ptimo enfrentado a cualquier
par dual 6ptimo; en particular, podemos aplicarla a 7 con el mismo par (p,) del
Paso 1. Obtenemos asi que 7 estd concentrado en el mismo conjunto de saturacién y,
repitiendo los Pasos 2 v 3,

7= (d, Vu)gp = 7"

Paso 6: unicidad del mapa éptimo. Si Syp = v es 6ptimo, entonces (id, S)xpu
es un plan 6ptimo y, por el Paso 5, (id, S)zp = (id, T') zp. Evaluando ambas medidas
en el boreliano (I'r)¢ obtenemos

u({x s S(a) # T@)}) = (d. S)pn((Cr)) = (1, T)pp((Tr)) =0,
es decir, S =T p-c.t.p. O

OBSERVACION 9.1.4. Es instructivo observar dénde se uso6 la hipotesis u < £% en
la demostracion anterior: en ningiin lado. Bajo la hipotesis u € C! el argumento cierra
sin necesidad de continuidad absoluta. Esto no es una casualidad ni un descuido: como
veremos en la Observacion la hipotesis u € C* es incompatible con los ejemplos
en los que el teorema falla. La continuidad absoluta de u es precisamente lo que permite
reemplazar la hipotesis de regularidad u € C! en el caso general.

OBSERVACION 9.1.5 (El caso general). Sin la hipotesis u € C, la demostracion se
modifica en un tnico punto: el Paso 2. La condicién de saturacion

u(@) +uly) ==y
equivale, como vimos, a
u(z) > u(x)+y-(z—x) para todo z € R?,

es decir, a que y pertenezca al subdiferencial Ou(x) (Definicion [D.2.1)); esta equivalencia
es exactamente la Proposicion [D.3.1]

Sin regularidad adicional, el subdiferencial puede contener méas de un punto —es no
vacio, convexo y compacto (Proposicion , pero no necesariamente un singleton—
y la condicién de saturacion no determina un dnico y. Aqui es donde entra en juego
la continuidad absoluta, a través del Corolario [D.5.2} como u es convexa, existe un
boreliano D con £4(R?\ D) = 0 en el que u es diferenciable y du(z) = {Vu(x)}, y Vu
es boreliana en D.

Como pu < L4, se tiene u(R?\ D) = 0. Por lo tanto, para p-c.t.p. x la tinica eleccién
posible es y = Vu(z), y se recupera 7*(I'y,) = 1 con T' = Vu definido en D y boreliano.
El Lema [9.1.2] sigue siendo aplicable y los Pasos 3 a 6 no se modifican.

OBSERVACION 9.1.6 (La hipotesis 1 < £¢ es necesaria). Si u tiene dtomos, el plan
optimo puede no estar inducido por ningtin mapa. El ejemplo mas simple: sean p = d,,
yuv= %5% + %53,1 con yy # 1. El tnico plan admisible —y por lo tanto el 6ptimo— es

= %5(360@0) + %5(960,?11)’

que no estd inducido por ninglin mapa, pues el punto xy debe repartir su masa entre
Yo € Y-
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Vale la pena conectar este ejemplo con la Observacion [9.1.4. Como 7 esta concen-
trado en el conjunto de saturacion, la condicion

u(o) + uly) = zo -y
debe valer tanto para y = yo como para y = y;. Es decir, {yo,y1} C Ou(z) y, por
la Proposicion el potencial u no es diferenciable en zy. Esto muestra que la

hipotesis u € C! del teorema no es una restriccién inocua: excluye exactamente los
casos patologicos.

OBSERVACION 9.1.7 (Medidas de soporte no compacto). El teorema de Brenier vale,
més generalmente, para u, v € Py(R?) con p < L, sin hipotesis de compacidad sobre
los soportes. Sin embargo, la demostracion del teorema de existencia de potenciales de
Kantorovich que dimos en el Capitulo [ usa de manera esencial la compacidad de X
e Y (via Ascoli-Arzela), de modo que el caso general requiere una extension de ese
resultado. Dicha extension es estandar pero técnica: se demuestra que, para el costo
cuadritico y medidas en Py(IR%), los potenciales c-concavos son localmente Lipschitz
y admiten cotas de crecimiento cuadratico que permiten reemplazar el argumento de
compacidad. Puede consultarse, por ejemplo, en [2I] o [19]. Una vez disponible la
existencia de potenciales, los Pasos 2 a 6 de la demostracion anterior se aplican sin
cambios.

El siguiente corolario es el reciproco del teorema: nos dice que para verificar que
un mapa es 6ptimo basta comprobar que es el gradiente de una funcién convexa y que
transporta p en v. Lo usaremos repetidamente en las secciones siguientes.

COROLARIO 9.1.8 (Criterio de optimalidad de Brenier). Sean u,v € P2(RY) y sea
u: RY — R conveza y de clase C'. Si T = Vu verifica Typu = v, entonces T es el mapa
de transporte dptimo entre u y v para el costo cuadrdtico, y m = (id,T)xp es un plan
optimo.

DEMOSTRACION. Definimos
p(r) = [aff —2u(z),  P(y) = |y* — 2u(y).
La desigualdad de Fenchel-Young,
-y <u(x)+u(y) para todo z,y € R,

que es consecuencia inmediata de la definicién de la transformada de Legendre, equivale
a
@)+ () < le =y para todo z,y € RY,
de modo que el par (p,1)) es admisible para el problema dual.
Por otra parte, en la Seccion vimos que, para u convexa y C!, vale la identidad

u(Vu(x)) =z - Vu(z) — u(z),

es decir, u(z) + a(Vu(x)) = x - Vu(x) para todo x. Esto dice que la saturacion ¢(x) +
Y(y) = |z —1y|? se verifica en todo punto del grafico de T = Vu, y en particular 7-c.t.p.,
pues 7 esta concentrado en dicho grafico.

Por el criterio de optimalidad (Proposiciéon , ™ es un plan 6ptimo y (¢, 1) es un
par dual 6ptimo. Como 7 = (id, T")xu, el mapa T resuelve el problema de Monge. [J
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OBSERVACION 9.1.9. Obsérvese que el Corolario no requiere p < £¢ ni com-
pacidad de los soportes: s6lo usa el criterio de optimalidad, que es valido en total
generalidad. La continuidad absoluta es necesaria para la existencia del mapa, no para
verificar la optimalidad de un mapa dado.

9.2. El caso gaussiano

El teorema de Brenier garantiza la existencia del mapa 6ptimo, pero no da una
formula para calcularlo. Hay, sin embargo, una familia de ejemplos en la que el mapa
puede determinarse explicitamente: el de las medidas gaussianas. Aqui el Corolario|9.1.8
hace todo el trabajo: proponemos un candidato y verificamos las dos condiciones del
criterio.

EJEMPLO 9.2.1 (Gaussianas isétropas). Sean pu = N(0,021) y v = N(0,0%1), con
09,01 > 0. Afirmamos que el mapa 6ptimo es la homotecia

T(z) = 2 a.
00
En efecto, consideremos la funcion
2
o1 |T
u(w) = 2120
o) 2

que es convexa (es un miltiplo positivo de |z|?/2) y de clase C™, y verifica Vu = T.
Por el Corolario [9.1.8] basta comprobar que Ty = v.
Esto es inmediato: si X ~ N (0,037), entonces T'(X) = 2LX es gaussiana centrada
con matriz de covarianza ,
o
<—1) ool = a3l

00
es decir, T(X) ~ N(0,0%1) =
Por lo tanto 7T es el mapa optimo. El costo 6ptimo resulta

[t =@ ) = (1=2)° [ e aute) = aoo =0

0o
donde usamos que [ |z|*dp = dog.

OBSERVACION 9.2.2 (Gaussianas generales). Para gaussianas centradas arbitrarias
w=N(0,%) y v=N(0,%), con 3y, ¥; matrices de covarianza definidas positivas, el
mismo razonamiento funciona y el mapa 6ptimo es la transformacion lineal T'(x) = Az,
donde

A— 251/2 (E(l)/Qzlzé/g)l/zzgug
Aqui £/2 denota la tnica raiz cuadrada simétrica definida positiva de una matriz

simétrica definida positiva ¥ (véase el Lema |C.1.1]). Verifiquemos las dos hipotesis del
Corolario 0.1.8

T es el gradiente de una funcion convera. Escribamos M = 2[1)/2212(1)/2, que es
simétrica y definida positiva: es simétrica por ser de la forma BC B con B y C simé-
tricas, y para x # 0 se tiene 7 Mx = (Eémx)TEl(Eé/Zx) > 0, pues 2(1)/21: # 0. Por lo
tanto M'/? esta bien definida, y el mismo argumento aplicado a A = 281/2M1/2261/2



9.3. LA INTERPOLACION DE MCCANN 109

muestra que A es simétrica y definida positiva. En consecuencia, u(z) = 5 (Ax,z) es

convexa y, por la simetria de A, Vu(x) = Az = T(z).

[

Tup = v. Si X ~ N(0,%), entonces AX es gaussiana centrada con matriz de
covarianza AX AT = A¥(A. Ahora bien, usando 261/220251/2 =1y MP2MV? =M,

ATpA = 55 PMY? (57178020 M2 = st Mgt
=, PP Ayt = 5y
Luego AX ~ N(0,%) = v, y el Corolario concluye que T es Optimo.

En el caso isotropo ¥; = o2l se recupera A = oI, es decir, el Ejemplo
Obsérvese ademés que si Xy y 27 conmutan la formula se simplifica a A = 251/221 2,
pero en general el orden de los factores importa: la expresion de A es la inica «media
geométrica» de ¥j' y X que resulta simétrica. Esta formula tiene aplicaciones directas
en estadistica y aprendizaje automatico, donde el transporte entre gaussianas aparece

como componente bésica de modelos mas complejos.

9.3. La interpolacién de McCann

Una consecuencia notable del teorema de Brenier es que permite construir una
interpolacion canoénica entre 1y v, debida a McCann [15]. La idea es simple: en lugar de
interpolar entre las medidas, interpolamos entre los puntos, desplazando cada particula
a lo largo del segmento que une z con 7'(x).

DEFINICION 9.3.1 (Interpolacion de McCann). Sean pu, v en las hipotesis del Teore-
ma[J.1.3y sea T = Vu el mapa 6ptimo de Brenier entre ellas. Para t € [0, 1] definimos
el mapa de interpolacion

Ti,=(1—1t)id+¢tT, es decir, Ti(z) = (1 — t)x + tT'(z),
y la interpolacion de McCann entre p y v como la curva de medidas

He = (Tt)#:u’ le [0’ 1]'

Observemos que Ty =id y 77 =T, de modo que po = p 'y pp = v: la curva t —
une efectivamente p con v.

PROPOSICION 9.3.2. Con las notaciones de la Definicion para cada t € [0, 1]
el mapa Ty es el gradiente de la funcion conveza
|z?
w(z) = (1 — t)T + tu(x),

y es el mapa de transporte dptimo entre oy .

DEMOSTRACION. La funcién wu; es convexa por ser combinacién convexa de las
funciones convexas |x|?/2 y u, ambas con coeficientes no negativos. Derivando,
Vui(z) = (1 —t)x + tVu(z) = (1 — t)ax + tT(z) = Ty(x).
Ademés pi; = (T3)p por definicion. Por el Corolario T; es el mapa 6ptimo entre
wy fe 0
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OBSERVACION 9.3.3. La interpolacién de McCann tiene una interpretaciéon geomé-
trica muy precisa: es la geodésica entre p y v en el espacio de medidas de probabilidad
dotado de la distancia de Wasserstein Ws, que estudiaremos en el Capitulo [I0] Méas
concretamente, se verifica que

Walpes i) = It — 5| Wa(,v)  para todo s,t € [0, 1],

es decir, la curva t — pu; recorre la distancia entre  y v a velocidad constante. Es-
to justifica el nombre de «interpolacion» y convierte a (Py(R?), W,) en un espacio
geodésico.

EJEMPLO 9.3.4 (Interpolacion entre gaussianas). Retomando el Ejemplo con
= N(0,031), v =N(0,0I) y T(x) = %z, el mapa de interpolacion es

Ty(z) = ((1 —t)+ t%)x = (1= t)(j;) o x

y por lo tanto
2
e =N(0, (1 = t)oo + toy)I).
Es decir, la interpolacion de McCann entre dos gaussianas isoétropas es la curva de
gaussianas cuya desviacion estandar varia linealmente entre og v o1.

Conviene contrastar esto con la interpolacion lineal entre las medidas,
ﬁt = (1_t)lu+tl/7

que en general no es gaussiana: para 0 < t < 1 es una mezcla de dos gaussianas, con
densidad bimodal si oy y o1 son suficientemente distintos. La interpolacion de McCann
respeta la estructura geométrica del problema; la lineal, no.

9.4. El teorema de Gangbo—McCann

El teorema de Brenier se apoya de manera esencial en la estructura del costo cuadra-
tico: es ella la que hace aparecer la transformada de Legendre y las funciones convexas.
Cabe preguntarse qué queda para otros costos.

La respuesta la da el teorema de Gangbo y McCann [12], que trata costos de la
forma c(x,y) = h(x — y) con h estrictamente convexa. Enunciamos el caso modelo.

TEOREMA 9.4.1 (Gangbo-McCann, 1996). Sea c(z,y) = |z —y[’ con p > 1, y sean
p,v € Pp(RY) con p < L. Entonces existe un unico plan éptimo 7, y estd inducido
por un mapa de transporte T, es decir, * = (id, T') xp.

El mapa T ya no es, en general, el gradiente de una funcién convexa: esa propiedad
es especifica del costo cuadratico. Admite en cambio una caracterizaciéon en términos
de la c-concavidad. Escribamos c(z,y) = h(x —y) con h(z) = |z|P, y denotemos por h la
transformada de Legendre de h. Si ¢ es un potencial de Kantorovich 6ptimo, entonces

T(z) =z — Vh(Vep(z)) p-C.5.p.
En efecto, la condicion de saturacion p(x) + ¢%(y) = h(x — y) en y = T'(z), junto
con la desigualdad ¢(z) < h(z — T'(x)) — ¢°(T'(z)) valida para todo z, dice que z —
h(z—T(x)) — ¢(z) alcanza su minimo en z = x; en los puntos de diferenciabilidad de ¢
esto fuerza Vo (z) = Vh(x —T(x)), y como h es estrictamente convexa, Vh = (Vh)™L.
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Para p = 2 se tiene h(w) = |w|?/4 y se recupera T(z) = z — $V¢(z) = Vu(z) con
u = $(|z|> — ), en consonancia con el teorema de Brenier.

Vale la pena aislar cudl es la propiedad estructural que hace funcionar el argumento.
En la demostracion de Brenier, el paso decisivo fue que la condicién de saturacion
determinaba univocamente el punto y a partir de z. En el caso general, ese paso se
apoya en la llamada condicion de twist: que para cada x fijo, la aplicacion

y — Vac(z,y)
sea inyectiva. Para c¢(z,y) = |z — y|[P con p > 1 se tiene

V:EC(.I', 3/) =p |CL' - y|p72(‘r - y)?

que efectivamente es inyectiva en y para cada z fijo: conocer Vc(z, y) permite recuperar
la direccion y el médulo de x — gy, v por lo tanto el punto y. Esta inyectividad es la que
reemplaza al rol de la biyeccion x — Vu(x) en el caso cuadratico.

Para p = 1 la condicion de twist falla: V c(z,y) = ;:;
de x — y, no de su modulo, y por lo tanto no es inyectiva. Esto no es un defecto del
método: el problema de Monge con costo |x — y| es genuinamente més dificil, el plan
6ptimo no es inico en general, y su resolucion —debida a Evans-Gangbo y a Trudinger—

Wang, entre otros— requiere técnicas completamente distintas.

depende so6lo de la direccion

Ejercicios
EJERCICIO 9.1 (Traslaciones, dilataciones y gradientes). Sea p € Py(R?).

(a) Probar que la traslacion T'(z) = x + v es el mapa 6ptimo entre py Typ, y que
la dilatacion T'(z) = Az lo es si y s6lo si A > 0 o p es una masa de Dirac. Mas
generalmente, T'(z) = Az + b con A simétrica definida positiva es 6ptimo entre
1y Typ.

(b) Probar que la reflexién R(x) = —z es Optima entre py Rup siy solo si p
es una masa de Dirac. Sugerencia: el soporte de un plan 6ptimo para el costo
cuadratico es c-ciclicamente monoétono; escribir la condicién para dos puntos
(x,—x), (', —2).

(¢) Si u es convexa y C* con Vuyp = v, probar que Vi es el mapa 6ptimo de v a
p cuando @ € C, y que Vo Vu = id p-c.t.p. (Apéndice D).

EJercicio 9.2 (El problema de maximizacion). Sean u,v € P(R?Y) con soporte
compacto y u < L4, Probar que el problema

méx{/ |z —T(x)Pdp: Typ = l/}

admite solucion, que es tinica y que toda solucion es el gradiente de una funcion concava.
Sugerencia: maximizar [ |z —y|*dr equivale a minimizar [ z-ydm, o bien a minimizar
el costo cuadratico entre puy Ryv con R(y) = —y.

EJERCICIO 9.3 (Un mapa radial). Sean 1= t1p01)L% y v = &= (4 — |[y|*) 1502 L
en R?.
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(a) Buscar el mapa 6ptimo para el costo cuadratico en la forma radial T'(z) =
o(|z|)Z: imponer u(B(0,7)) = v(B(0,4(r))) y resolver para ¢ (se obtiene

Elh
o(r) =2v1—+v1—-12).
(b) Probar que T = Vu con u(z) = fom ¢(s) ds convexa, y concluir con el Corola-
rio que T es 6ptimo.
(c) Generalizar: si uy v son radiales en Ry u < £%, el mapa 6ptimo es radial y est4,
dado por el transporte mondtono entre las leyes de |z| bajo py v (Capitulo .

EJERCICIO 9.4 (Iméagenes afines de una medida invariante por rotaciones). Sea
p € Pa(RY) con Ryp = p para toda matriz ortogonal R (por ejemplo, una gaussiana
isotropa o la uniforme en una bola). Sean A, B simétricas definidas positivas, a,b € R,
La(x)=Ax+a, Lg(x) = Bx + b,y p=(La)xp, v = (Lp)xp.

(a) Probar que Lo L' transporta u en v pero en general no es 6ptimo (;cudndo
lo es?).

(b) Hallar el mapa 6ptimo. Sugerencia: buscar T(x) = b+ M(x — a) con M simé-
trica definida positiva tal que (M A)yxp = Byp; usar la invariancia de p y la
factorizacion polar (Apéndice C)) para reducirlo a M AQ = B con @ ortogonal,
y resolver M = A=Y (AB2A)Y/2 AL,

(¢) Comparar con la Observacion [9.2.2] (X9 = A%, ¥, = B?).

EJERCICIO 9.5 (Una reflexion que no es 6ptima). Sea 1 € Pa(R?) y sea S la reflexion
S(Ih . ,.Cl}d) = (I‘l, R oY, A —xd).

(a) Probar que si S es 6ptimo entre py Sxp para el costo cuadratico, entonces

esta concentrada en el grafico {xqg = f(x1,...,24-1)} de una funciéon 1-Lipschitz
f. Sugerencia: la c-monotonia ciclica de dos puntos del soporte da |24 — x}| <
| —&'| con & = (x1,...,24-1)-

(b) Deducir que S no puede ser 6ptimo si u < £¢ (un grafico Lipschitz tiene medida
de Lebesgue nula).
(c¢) Dar un ejemplo de pu, no Dirac, para el cual S si es 6ptimo.

EJERCICIO 9.6 (Knott—Smith y un ejemplo de no unicidad). (a) (Criterio de Knott—
Smith.) Sean p,v € Po(R?), 7 € H(p,v) y u: RY — R convexa, con 4 finita
sobre sop v y tal que

u(z)+uly) =x-y para m-casi todo (z,y).

Probar que 7 es 6ptimo para el costo cuadratico. (Es la version “con planes” del
Corolario la desigualdad de Fenchel-Young da la admisibilidad.)

(b) Sean 1 = 5(8-1,-1) + d1,1)) ¥ ¥ = 5(0-1,1) + 0a,—1)) en R%, y u(x) = |21 — 22].
Calcular @ (vale 0 en el segmento {t(1,—1) : |t| < 1} y 400 fuera) y verificar
que los dos planes extremales de II(yu, v) saturan la igualdad de (a) (de hecho,
x -y = 0 para los cuatro pares posibles). Concluir que ambos son 6ptimos, que
todo II(u,v) es 6ptimo, y que la hipotesis p < L del Teorema no puede
suprimirse.

(c) Comparar con el ejemplo de no unicidad de baricentros de la Seccion [12.3]

EJERCICIO 9.7 (La convexidad como condicion de segundo orden). Sea 2 C R? un
dominio suave, f una densidad suave y positiva en ), y T'= Vu un mapa suave con
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Ty(fdr) =v. Sea v un campo suave con V- (fv) =0en Qy v-n =0 en 052, Y; su
fluyjoy T, =T oY;.

(a)

(b)

Probar que (Y;)x(f dz) = fdx para todo t (usar la ecuaciéon de continuidad
Opr + V- (pv) = 0 para p = (Y;)4(f dx) y la unicidad de su soluciéon), y por
lo tanto (1;)4(f dx) = v: los T; son competidores admisibles en el problema de
Monge.

Sea j(t) = [, |Ti(x) — x| f(x) dz. Usando (a) para escribir

j(t) = cte — 2 / (Vay), Yorly)) £ () dy,

probar que 5'(0) =0y que

J(0) = —2 / (Vu, (Do) v)fdy =2 / (D?uy) v(y), v(w)) £ (y) dy.

donde la segunda igualdad sale de integrar V(Vu - v) - v f usando V - (fv) = 0.
Deducir que si u es convexa entonces 7”(0) > 0 para todo campo admisible: la
convexidad del potencial de Brenier es la condicién de segundo orden del proble-
ma de Monge. (%) Reciprocamente, probar que si D?*u(xq) tiene un autovalor
negativo, existe un campo admisible v, concentrado cerca de z, con j”(0) < 0.

EJERCICIO 9.8 (% Costos concavos de la distancia). Sea c¢(x,y) = arctan |z —y| en
R? y sean u,v € P(R?) con soportes compactos y disjuntos, u < £4.

(a)
(b)

(c)

Probar que las c-transformadas son Lipschitz y describir su médulo de conti-
nuidad.

Probar que existe un tnico plan 6ptimo y que esta inducido por un mapa T
expresarlo en términos del gradiente de un potencial de Kantorovich ¢, como
en el Teorema [0.4.11

.Donde se usa que los soportes son disjuntos? Ver [19, Sec. 3.3.2].






Capitulo 10
Distancias de Wasserstein

A lo largo de las notas hemos usado el costo 6ptimo de transporte como un ntimero
asociado a un par de medidas. En este capitulo cambiamos el punto de vista: para los
costos ¢(x,y) = |z — y|? el costo 6ptimo, elevado a la 1/p, define una distancia entre
medidas de probabilidad, y el espacio de medidas con momento de orden p finito se
convierte en un espacio métrico completo y separable, con una geometria propia. Este
espacio métrico es el objeto central de la teoria moderna del transporte 6ptimo y el
marco de las aplicaciones que veremos en los capitulos siguientes.

El capitulo cobra varias promesas hechas antes. La férmula fol |FV[71] — F,[fl]]p dt
del Capitulo[§y el transporte entre gaussianas del Capitulo[Jse convierten en calculos
explicitos de distancias; la interpolacion de McCann de la Seccion resulta ser una
geodésica; y la dualidad de Kantorovich (Teorema toma, para p = 1, la forma
particularmente util de Kantorovich—Rubinstein.

Trabajaremos en X = Y = R? con su distancia euclidea. Casi todo lo que sigue vale,
con las mismas demostraciones, en un espacio polaco arbitrario con c(z,y) = d(z, y)?;
sefialaremos los pocos lugares donde se usa la estructura de RY.

10.1. Definicién y primeros ejemplos

Recordemos (Definicion que, para p > 1, P,(R?) denota el conjunto de medi-
das de probabilidad en R? con [ |z[P du < oo. Por la desigualdad de Jensen, si1l < ¢ <p
entonces P,(R?) C P,(R?), y toda medida con soporte compacto pertenece a P,(R?)
para todo p.

DEFINICION 10.1.1 (Distancia de Wasserstein). Sean p > 1y p,v € P,(R?Y). La
distancia de Wasserstein de orden p entre uy v es

1/
W,(p,v) = ( min / |z —y|? dw(x,y)) "
R x R4

mell(p,v)

Dos comentarios sobre la definicion. En primer lugar, el minimo existe: el costo
c(x,y) = |x —y? es continuo y no negativo, de modo que se aplica el Teorema En
segundo lugar, W,(u, v) < oo para u, v € P,(R?). En efecto, por convexidad de ¢ +— 7,

(10.1.1) =yl < 227 (JalP + [yPP),

de modo que para cualquier m € I (p,v),

/]x —y|Pdr < 2p1</]x]pd,u+/\y]pdl/> < 0.

Fuera de P,(R?) la definicion sigue teniendo sentido pero puede dar +00; por eso nos
restringimos a ese espacio.

115
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Un plan m € II(p,v) que realiza el minimo se llama plan dptimo para W,; en
general no es unico (Capitulo 8, Observacion tras la Proposicion , aunque lo es,
por ejemplo, para p > 1 en dimensién uno o bajo las hipotesis del teorema de Brenier
para p = 2.

EJEMPLO 10.1.2 (Deltas de Dirac). Si p = d,,, el tnico plan admisible entre p y
cualquier v es ¢, ® v, de modo que

1/p
Wy (g, v /|x0—y|pdu )) )

En particular W,(04,, dy,) = |0 —yo| para todo p: la aplicacion x — d, es una isometria
de R en (P,(R ), W,). Tomando zy = 0 obtenemos la identidad

1/p
(10.1.2) W,(do, V) /\y[p dv(y :
que usaremos repetidamente: el momento de orden p es la distancia a J,.

EJEMPLO 10.1.3 (Dimension uno). Si d = 1 y p,v tienen soporte compacto, la
Proposiciéon da

1
W (1) = / (FEU() — EFN )| .

y para p = 1, ademés, Wi (u,v) = [ |[Fu(x) — F,(x)| dz. Es decir, en la recta W), es la
distancia L”(0, 1) entre las pseudoinversas de las funciones de distribucion. La formula
vale para y, v € P,(R) arbitrarias [19, Proposition 2.17].

Para el caso gaussiano necesitamos primero observar como se comporta Wy frente
a traslaciones.

LEMA 10.1.4 (Descomposicion media-centrado). Sean u,v € Py(RY) con medias
m,, = [xduym, = [ydv, y sean [i,v las medidas centradas, imdgenes de j1 y v por
T x—my, ey y—m, respectivamente. Entonces

W22<:U’7 V) - |mu - mV|2 + W22<ﬁ7 ;j)

DEMOSTRACION. Para todo 7 € II(y, v), escribiendo z —y = (v —m,) — (y —m,) +
(m, —m,) y desarrollando el cuadrado,

/|x—y|2d7r = /}(az—mu)—(y—my)fd7r+]mu—m,,\2+2 (mﬂ—m,,)-/((x—m“)—(y—m,,)) dm,

y la dltima integral es nula porque las marginales de 7 son p y v. Ademas, la aplicacion
m = (z —my,y —m,)xm es una biyeccion entre II(p, v) y II(12, 7) que transforma la
primera integral del miembro derecho en [ |z —y|? d7. Tomando minimo en 7 se obtiene

la identidad. O

EJEMPLO 10.1.5 (Gaussianas). Sean p = N (mg, Xo) y v = N(my,2;) con Xo, Xy
definidas positivas. Entonces

(1013) W22<,u7 y) o |m0 _ m1’2 + tI‘(EO + 21 — 2(2(1)/2212(1)/2)1/2>
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En efecto, por el Lema [10.1.4] basta tratar el caso centrado. En la Observacion
vimos que el mapa 6ptimo es T'(x) = Az con A = 2_1/2M1/22_1/2 M = 21/22 Z{l) 2
v que A es simétrica con AXgA = 3. Si X ~ N(0, EO)

W3 (p,v) =E[X — AX]? =E[X"(I — A)°X] = tr((I — A)Zo({ — A))
= tr¥y — 2tr(A%y) + tr(AXpA),
y tr(A¥XgA) = tr X, mientras que por la ciclicidad de la traza
tr(A%) = tr(Sy PMY2S P 80) = to(MY2Eg P8 P) = tr(MY?).

En el caso isotropo X; = 21 la formula se reduce a W3 = |mg — my|? + d (09 — 01)?,
en acuerdo con el Ejemplo y en dimension uno, W3 (N (mg, 03),N'(my,0%)) =
(mg—my)?+(09—01)?: la distancia Wy entre gaussianas unidimensionales es la distancia
euclidea entre los pares (m, o).

10.2. W, es una distancia

TEOREMA 10.2.1. Para todo p > 1, W, es una distancia en P,(R?).

DEMOSTRACION. Ya vimos que W, toma valores finitos y no negativos.

Simetria. La aplicacion (z,y) — (y,z) transforma biyectivamente II(u,r) en
II(v, i) y preserva el costo |z — y|P; por lo tanto W, (p,v) = Wy,(v, ).

W,(p,v) =0 siy sélo si p=wv.Sipu=v,elplan (id,id)gp € H(x, 1) tiene costo
cero. Reciprocamente, si W, (i1, ) = 0 y 7 es un plan optimo, entonces [ |z—y|P dr = 0,
luego = = y para m-c.t.p. (z,y): el plan esta concentrado en el grafico de la identidad.
Por el Lema , 7 = (id,id) g, y su segunda marginal es v = idy u = p.

Desigualdad triangular. Sean i, s, i3 € P,(R?) y sean mo € II(py, o) y
ma3 € (2, 13) planes optimos. Por el Lema de pegado existe 7 € P(RYxRYxR?)

con (p1,P2)47 = M2y (P2, P3)#7 = a3, y por el Corolario|A.3.4} 713 = (p1, P3)#7 per-
tenece a I1(juy, iu3). Entonces, usando la desigualdad triangular en R? y la desigualdad

de Minkowski en LP(v),

1/p 1/p
#1 13) </ |1 — @slP dWls) = (/ |1 — x3lP dV)
1/p

(/ |x1 — o] + |22 — $3’)pd7>

/p 1/p
( |z — xof? d”y + ( |zg — x3|" dfy)

l/p 1/p
/|$1 — $2|pd7T12 + (/ |zg — $3|pd7T23)

= Wy (p1, p2) + Wy(pa, p3),

donde en la pentltima igualdad usamos que |27 — x2|P depende solo de (z1,x9) y que
(p1,P2)#7Y = T2, y andlogamente para el otro término. O

IN

IN
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OBSERVACION 10.2.2. La demostracion de la desigualdad triangular es el tnico
lugar del capitulo donde interviene el lema de pegado, y por lo tanto el teorema de
desintegracion. Notese que la construccion de v es exactamente lo que en el Capitulo
hicimos «a mano» al componer los mapas monotonos: si mo y 73 estdn inducidos
por mapas T1o y Th3, entonces v = (id, Tia, Toz 0 Tho)ppn v ms = (id, Tag © Tho)x ity

(Observacion [A.3.3)).

PROPOSICION 10.2.3 (Comparacion entre las W,). Sean 1 < q < p y u,v € P,(RY).
Entonces

WQ(IM? V) S Wp(lu’v V)'

St ademds p y v estdn concentradas en un conjunto de didmetro D < oo, wvale la
desigualdad reciproca

Wy (p, v)? < DP7 W, (p, v)*.

DEMOSTRACION. Sea 7 un plan 6ptimo para W),. Por la desigualdad de Jensen (o
de Holder) aplicada a la medida de probabilidad ,

/
Wyl < [[fo=yftan < ([ lo =g an)"" = Wyiuoy

Para la segunda afirmacion, todo plan 7 € II(u, v) esta concentrado en K x K, donde K
es el conjunto de didmetro D, de modo que |z—y| < D m-c.t.p. y |z —y[P < DP~9|z—yl9.
Tomando 7 6ptimo para W, e integrando se obtiene la desigualdad. 0

Asi, para medidas con soporte en un compacto fijo, todas las distancias W, son
equivalentes en el sentido de que definen la misma nocién de convergencia. En P,(R?)
en general no es asi: las distancias de orden alto penalizan mas el transporte de masa
a grandes distancias.

Cerramos la seccién con una cota que dice que W), es localmente acotada: la distancia
entre dos medidas estd controlada por sus momentos.

PROPOSICION 10.2.4. Para p,v € Py(R?),

W) < ([1aldn) "+ ([lopar)”

DEMOSTRACION. Es la desigualdad triangular W,(p,v) < Wy,(u,d0) + Wp(do, v)
junto con ((10.1.2)). U

10.3. Convergencia en W),

QQueremos entender qué significa que W, (1, 1) — 0. La respuesta completa es la
siguiente.

TEOREMA 10.3.1 (Caracterizacion de la convergencia en W,). Sean i, i € P,(R).
Entonces W(fin, 1t) — 0 si y sdlo si

fin =Y /\ﬂflpdun—>/lml”du-
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Demostraremos completamente la implicacién directa, que es la que se usa en el
resto de las notas, y la reciproca en el caso en que todas las medidas estdn concentradas
en un compacto fijo, donde la condicién sobre los momentos es automaética. La reciproca
en general requiere un argumento adicional de truncamiento; puede consultarse en [21],
Theorem 6.9 o [19, Theorem 5.11].

Necesitaremos una parte del llamado teorema de Portmanteau, que caracteriza la
convergencia débil de varias maneras equivalentes. Enunciamos y demostramos solo lo
que vamos a usar; el enunciado completo esta en [5, Theorem 2.1].

LEMA 10.3.2 (Portmanteau, parcial). Sean p,, u € P(R?).
1. 8i [ fdu, — [ fdp para toda f: R — R Lipschitz y acotada, entonces i, —

L.
2. 8t u, — u, entonces para todo abierto G, todo cerrado F y todo boreliano C
con p(0C) = 0,

lminf i,(G) > p(G),  lmsupp,(F) < p(F),  limu,(C) = u(C).

n

DEMOSTRACION. Paso 1: de Lipschitz acotadas a abiertos. Supongamos que
las integrales convergen para toda f Lipschitz acotada y sea G abierto. Las funciones
fr(z) = min{1, k d(z, G°)} son Lipschitz, acotadas, y fi T 1¢ (como en la demostracion

del Lema [2.3.7)). Como f;, < 1¢,
lim inf y,,(G) > lim inf/fk dp, = /fk du para todo k,

y haciendo k — oo, por convergencia monétona, liminf, u,(G) > u(G).

Paso 2: de abiertos a C}. Supongamos que liminf, u,(G) > pu(G) para todo
abierto G, y sea f € Cy(R?). Reemplazando f por f+ | f| s podemos suponer 0 < f <
M. Por la formula de la «torta en capasy y el lema de Fatou,

M
liminf/fdun = h’minf/ pn({f >t})dt
n n 0
M
> / liminf p, ({f > t}) dt
0 n

z/oMu({f>t})dt:/fdu,

donde usamos que {f > t} es abierto por la continuidad de f. Aplicando lo mismo a
M — f, que también es continua con valores en [0, M], obtenemos limsup,, [ f du, <
[ fdu. Luego [ fdu, — [ fdpu, es decir, p1,, — p. Junto con el Paso 1, esto prueba el
item 1.

Paso 3: el item 2. Si p,, — p, en particular las integrales convergen para toda
f Lipschitz acotada, y el Paso 1 da la desigualdad para abiertos. Para F' cerrado,
aplicamos lo anterior a G = F°: limsup,, pun(F) = 1 — liminf, p,,(F°) < 1 — p(F°) =
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w(F). Finalmente, si (0C) = 0 entonces pu(int C') = u(C) = u(C), y
pu(C) = p(int C') < liminf p, (int C)
< liminf p, (C) < limsup u, (C)

n

< limsup 1 (C) < u(C) = ().

DEMOSTRACION DE LA IMPLICACION DIRECTA. Supongamos W, (p,, u) — 0.

Convergencia débil. Sea f Lipschitz con constante L y acotada, y sea m, €
(g, pt) Optimo para W,. Entonces

[ sawn= [ ran]=| [ (10 = 1)) amaew)] < L [ 12 = sl ar,

1/p
< L(/|:B—y|pd7rn> = LW,(tn, ) — 0,
donde la desigualdad del medio es Jensen. Por el item 1 del Lema [10.3.2) u,, — p.
Convergencia de los momentos. Por (10.1.2) y la desigualdad triangular,

\(/Wdun)l/p— (/\:c|pdu)l/p] = | Wy (pns 60) = Wi(p, 00)| < Wy(pm, 1) — 0.
]

Para la reciproca en compactos necesitamos un lema elemental sobre medidas con
soporte finito, que volvera a servirnos al probar la separabilidad.

LEMA 10.3.3 (Medidas con el mismo soporte finito). Sean z1,...,zy € R? puntos
contenidos en un conjunto de diametro D, y sean o =) . ,;0,,, B =), ;0,, medidas
de probabilidad. Entonces

DP

N
W,(a Z i — Bil

DEMOSTRACION. Sea m; = min{a;, 3} y 0 = > (o, —my) = > (B —my) =
2> los — B;] (las dos sumas coinciden porque > a; = > f; = 1). Si § = 0 entonces
a = [ y no hay nada que probar. Si # > 0, definimos el plan

™= Z m; 5(z7 2i) 9 Z m]) 5(27;,7;]-)7

que deja en su lugar la masa comin m; y reparte el excedente de o proporcionalmente
sobre el defecto de 3. Sus marginales son a y (: la primeraes ) . (mi+(ai—mi))52i = a,
y analogamente la segunda. El primer sumando no tiene costo, y el segundo transporta
masa total 6 a distancia a lo sumo D, de modo que [ |z — y|P dr < 6DP. 0

DEMOSTRACION DE LA RECIPROCA EN COMPACTOS. Supongamos que fi, — [t ¥
que existe i > 0 tal que todas las medidas p,, y ¢ estdn concentradas en la bola cerrada
K = B(0, R). Fijemos ¢ > 0.
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Paso 1: una particién sin masa en los bordes. Para cada coordenada k =
1,...,d, el conjunto de valores s € R tales que pu({z : zx, = s}) > 0 es a lo sumo
numerable (los hiperplanos {z; = s} son disjuntos para distintos s y p es finita).
Podemos entonces elegir, en cada coordenada, una sucesion finita de valores s§ < sb <
. < shcon sk < —R, sk >R, sf, — s <e/Vdy p({zi = sf}) = 0 para todo L.
Los productos de intervalos C; = [], [sfk,sfkﬂ), i =1,...,N, forman una particién
finita de un conjunto que contiene a K en celdas de diAmetro menor que ¢, y 0C; esta
contenido en una union finita de hiperplanos p-nulos, de modo que p(9C;) = 0.

Paso 2: discretizacién. Elijamos un punto z; € C; en cada celda, y sea @ la
aplicacion, definida en la union de las celdas, que envia cada punto de C; a z;. Para
toda medida o concentrada en K, el plan (id, Q)40 € II(0,Q40) mueve cada punto
menos de ¢, de modo que

WP<O-> Q#U) <e.

Por la desigualdad triangular,

Wp(#na M) S Wp(,una Q#Mn) + Wp(Q#Mn» Q#NJ) + WP(Q#Ma M) <2+ Wp(Q#Mn7 Q#NJ)

Paso 3: convergencia de las medidas discretizadas. Las medidas Quu, =
Yoitn(Ci)os, v Qup = >, 1(C;)6,, tienen el mismo soporte finito, contenido en un
conjunto de didmetro D < 2R + 2¢. Por el Lema [10.3.3]

pr &
Wi Quetin, Q)" < —- > un(Ci) = (G,
=1

y como u(0C;) = 0, el item 2 del Lema [10.3.2| da p,(C;) — p(C;) para cada i. Siendo
la suma finita, W,(Qxpn, Qup) — 0.

Combinando, lim sup,, W,(pn, i) < 2¢, y como ¢ es arbitrario, W, (p,, ) = 0. O

OBSERVACION 10.3.4. La demostracioén anterior no usa nada especifico de R? salvo
la existencia de particiones finitas en celdas pequetias con bordes p-nulos, que en un
espacio métrico compacto arbitrario se reemplaza por un cubrimiento finito por bolas
de radio £/2 cuyos bordes sean p-nulos (los radios «malosy» son a lo sumo numerables).
El punto esencial es que sobre un compacto la convergencia débil ya contiene toda la
informacion métrica: no hay masa que pueda escaparse al infinito. En P,(R?) general
ese escape es posible —por ejemplo p,, = (1— %)50 + %571 converge débilmente a dy pero
Wi (pin, d0) = 1— y la condicion sobre los momentos es exactamente lo que lo impide.

10.4. Completitud y separabilidad

El espacio (P,(R?), W,) hereda de R? las dos propiedades que hacen manejable un
espacio métrico. Necesitamos un lema previo de semicontinuidad inferior, que dice que
W, s6lo puede bajar en el limite débil.

LEMA 10.4.1 (Semicontinuidad inferior de W,). Sean u € P,(RY) y (1) C P,(R?)
con v, — v y supy, [ |y|P dv, < oco. Entonces v € Py(R?) y

Wy(p,v) < h’;n inf W, (1, v).
—00
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DEMOSTRACION. Que v € P,(RY) se sigue de la semicontinuidad inferior del fun-
cional o — f ly|P do respecto de la convergencia débil, que es el Teorema aplica-
do en un solo factor (o, directamente: [ min{|y[?,m}dv = limy, [ min{|y|?, m} dvy <
supy, [ |y|P dvy para todo m, y se hace m — o).

Pasando a una subsucesion, podemos suponer que W, (i, v) converge al liminf.
Sea my, € II(u, ;) Optimo. La familia () es ajustada: dado € > 0, elegimos R tal que
w(B(0, R)¢) < €/2y, por la desigualdad de Markov,

1
vp(B(0, R)°) < —sup/ [yl dvy, < ° para todo k;
Rr 2

entonces 7, ((B(0, R) x B(0, R))) < ¢ para todo k. Por el Teorema de Prokhorov
una subsucesion 7, converge débilmente a cierto 7, y por el mismo argumento del Le-
ma [2.3.8] —cuya demostracién no usa que las marginales sean fijas, sino s6lo que con-
vergen débilmente, aqui a uy a v—, ™ € II(p, v). Finalmente, por la semicontinuidad

inferior del funcional de Kantorovich (Teorema [2.3.6)),

Wyl < [ fo =yl dr < timint [ lo = ol dme, = i W 0
j
0J
TEOREMA 10.4.2 (Completitud). El espacio métrico (P,(R%), W,,) es completo.

DEMOSTRACION. Sea (u,,) una sucesion de Cauchy para W,,.

Paso 1: momentos acotados y ajuste. Como la sucesion es de Cauchy, es aco-
tada: existe M tal que W,(p,, 1) < M para todo n, y por (10.1.2) y la desigualdad

triangular,

1/p ,
(/ |z|? d,un) = Wy (ttn, 00) < Wplttn, pt1) + Wy(p,00) < M,

con M’ independiente de n. Por la desigualdad de Markov, u,(B(0, R)¢) < M'?/RP
para todo n, de modo que (u,) es una familia ajustada.

Paso 2: limite débil de una subsucesion. Por el Teorema de Prokhorov
existe una subsucesién p,, — pu para cierta p € P(R?), y por el Lema [10.4.1, pu €
P,(RY).

Paso 3: la sucesién completa converge a ;1 en W,. Fijado n, aplicamos el

Lema (10.4.1) con vy, = iy, :
W (ins i) < Yim inf Wy (pin, finy,) < sup Wb, tim),

y el miembro derecho tiende a cero cuando n — oo porque la sucesion es de Cauchy. [

TEOREMA 10.4.3 (Separabilidad). El espacio métrico (P,(RY),W,) es separable.
Mds precisamente, el conjunto de medidas de la forma Zfil qi0., con N € N, z; € Q¢
y ¢ € Qs0, Y. qi =1, es denso.

DEMOSTRACION. Ese conjunto es numerable. Sean y € P,(R?) y ¢ > 0; construi-
mos una medida del conjunto a distancia menor que 3¢ de p, en tres pasos.
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Paso 1: truncar. Para R > 0, sea pup = plggg + #(B(0, R)%) b, la medida que
deja fija la masa de la bola y concentra en el origen la masa exterior. El plan que actia
como la identidad en la bola y envia el exterior a 0 es admisible entre u y pug, vy su
costo es fB(O,R)C |z|P d1, que tiende a cero cuando R — oo porque pu € P,(R?). Fijamos

R con W, (i, ur) < €.

Paso 2: discretizar. Como en la demostracion de la reciproca del Teorema [10.3.1
partimos B(0, R) en finitas celdas C1, ..., Cx de didmetro menor que ¢, y elegimos en
cada celda un punto z; € C; N Q? (posible porque las celdas tienen interior no vacio).

La medida o = Qupr =Y, ur(C;) 0, verifica Wy(ug, o) < €.

Paso 3: racionalizar los pesos. Elegimos ¢; € Qsocon ) . q¢; =1y > . |ur(Ci) —
¢i| < 2e?/DP, donde D es el diametro de {z1,...,2zn} (esto es posible: se aproximan
N — 1 de los pesos por racionales y se ajusta el ultimo para que la suma dé uno). Por

el Lema [10.3.3 la medida 5 = ), ¢;0,, satisface Wy,(a, B) < e.
Por la desigualdad triangular, W,(u, 3) < 3e. O

OBSERVACION 10.4.4. Los dos teoremas anteriores dicen que (P,(R?),W,) es un
espacio polaco. Esto no es una curiosidad: significa que toda la teoria de los Capitulos [f]
y siguientes puede aplicarse tomando como espacio base al propio P,(R?), es decir, que
se puede hacer transporte 6ptimo entre medidas sobre medidas. No exploraremos esa
direccion, pero la usaremos implicitamente en el Capitulo 12| al minimizar funcionales
sobre Py(R?) por el método directo.

10.5. Geodésicas

En un espacio métrico (E,p), una curva t — e, t € [0,1], es una geodésica de
velocidad constante entre eg y eq si
ples,er) = |t — s| p(eo, 1) para todo s,t € [0, 1].

En R? las geodésicas son los segmentos z; = (1 — t)zo + tz;. La construccién que sigue
traslada esa idea a P,(R%): en lugar de interpolar linealmente las medidas —lo que
darfa la mezcla (1 — t)u + tv, que no es una geodésica— interpolamos linealmente las
posiciones de las particulas a lo largo de un plan 6ptimo.

DEFINICION 10.5.1 (Interpolacion por desplazamiento). Sean p,v € P,(R?) y sea
7 € II(p, v) un plan 6ptimo para W,,. Para t € [0, 1] definimos

e RY x R* - RY, ez,y) = (1 —t)r +ty, y pe = (€p) .
Notese que ey = p1 y €1 = p2 son las dos proyecciones, de modo que pg = p y
Mm1 = V.

TEOREMA 10.5.2 (Las interpolaciones por desplazamiento son geodésicas). Con las
notaciones de la Definicion |10.5.1, pu; € P,(R?) para todo t, y

Wy (s, 1) = [t — s| Wy(p, v) para todo s,t € [0, 1].

En particular, (P,(RY),W,) es un espacio geodésico: dos puntos cualesquiera estdn
unidos por una geodésica de velocidad constante.
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DEMOSTRACION. Sean 0 < s < ¢t < 1. La medida 7y = (es, €;)xm pertenece a
II( s, p1t), pues sus marginales son (€;) #m = s y (€:) 27 = . Como e(z,y)—es(z,y) =

(t—s)(y — o),
W (o )P < / fu — vfP drg(u, v) = / lex(z, ) — ez, )l dn(z,y)

— (=5 [ o=yl dm = (t = 5P Wy

Con s = 0 esto muestra en particular que j; € P,(R?) (por la Proposicion [10.2.4| leida
al revés, o directamente por (10.1.1), y que W, (s, pe) < (t — s)W, (i, v).

Para la desigualdad opuesta usamos la desigualdad triangular tres veces:

W, v) < Wi(ps pis) W tass i) + Wy (pa, v) < 8 W, v)+W(pas, i) +(1—8) Wy (1, v),
de donde W, (ps, p1r) > (t —s) Wy, v). O]

OBSERVACION 10.5.3 (Relacion con la interpolacion de McCann). Bajo las hipotesis
del Teorema m —p = 2, soportes compactos, y < L£%— el plan 6ptimo es tinico y
esta inducido por el mapa de Brenier, 7 = (id, T') 4p+. Entonces

= (e0) 4 (. T) g = (1 — 1) id +4T) .

que es exactamente la interpolacion de McCann de la Definicién El Teore-
ma demuestra asi la afirmacién que dejamos pendiente en la Seccion 0.3} la
interpolacion de McCann es una geodésica de (Po(R?), Ws). La ventaja de la construc-
cion por planes es que no requiere ni la unicidad del plan 6ptimo ni que esté inducido
por un mapa, y vale para todo p > 1.

OBSERVACION 10.5.4. Dos comentarios mas. Primero, cuando el plan 6ptimo no es
unico, distintos planes 6ptimos dan distintas geodésicas; y aun cuando el plan es tnico,
pueden existir geodésicas que no provienen de esta construccion si p = 1. Para p > 1,
en cambio, toda geodésica de velocidad constante en P,(R?) es una interpolacion por
desplazamiento a lo largo de algin plan 6ptimo; véase [3, Theorem 7.2.2]. Segundo,
la interpolacion lineal (1 — ¢)u + tv no es una geodésica salvo en casos triviales: para
=0y, v =20, con x # y se tiene W,((1 —t)d, +td,,8,) = t'/?|x — y|, que no es lineal
entsip>1(ypara p =1 la mezcla es geodésica, pero distinta del desplazamiento
d(1—t)atty: 12 geodésica no es tnica).

10.6. La dualidad de Kantorovich—Rubinstein

Para p = 1 el problema dual de Kantorovich adopta una forma especialmente
simple, que es la manera en que W; aparece en la mayoria de sus aplicaciones en
estadistica y aprendizaje automatico. La razén es que, para el costo c(x,y) = | — y|,
la c-transformada de una funcién es esencialmente la funciéon cambiada de signo.

LEMA 10.6.1. Sea c(z,y) = |v — y| en R? x RY,

1. 8i p: RY — R es 1-Lipschitz, entonces ¢ = —.
2.9 C:RY = RU{—o0} es tal que (¢ es finita en todo punto, entonces (¢ es
1-Lipschitz. En particular, toda funcion c-concava finita es 1-Lipschitz.
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DEMOSTRACION. Para el item 1, por definicion ¢°(y) = inf.{|z — y| — o(x)}.
Tomando = = y obtenemos ¢°(y) < —p(y). Por otra parte, la condicion de Lipschitz
da p(z) < p(y) + |z — y|, es decir, |z — y| — p(z) > —p(y) para todo z, y tomando
infimo, ¢*(y) = —¢(y).

Para el item 2, sean z,2’ € RY Para todo y con ((y) > —oo, la desigualdad
triangular da |z —y| — ((y) < |2’ —y| — ((y) + | — 2'|; tomando infimo en y (los y con

C(y) = —oo no contribuyen al infimo), (“(x) < ¢°(2') + |x — 2/|. Intercambiando = y 2/,
|C(z) — ¢°(2")] < |z — 2'|. Es el mismo argumento de la proposicién sobre modulos de
continuidad del Capitulo [6] con w(r) = r. O

TEOREMA 10.6.2 (Kantorovich-Rubinstein). Sean u,v € Pi(R?). Entonces
Wi(u,v) = sup{/ odu — / odv: p:RT SR 1—Lz’pschitz}.
Rd Rd

Observemos que las integrales tienen sentido: si ¢ es 1-Lipschitz, entonces |p(z)| <
l0(0)] + |x|, de modo que p € L*(u) N LY(v) para u,v € P(R?).

DEMOSTRACION. Desigualdad >. Sea ¢ 1-Lipschitz y © € II(u, ) cualquiera.
Como las marginales de 7 son p y v,

/sodu /sodV—/ ) dn(z,y) < /!m—y!dﬂ(m,y)-

Tomando minimo en 7 en el miembro derecho, y luego supremo en ¢ en el izquierdo,
obtenemos que el supremo del enunciado es menor o igual que Wi (u, v).

Desigualdad <. Por el Teorema de dualidad de Kantorovich aplicado al costo
c(x,y) = |x — y|, que es continuo y no negativo,

Wi(p,v) = sup {/gpdu—i—/wdy}.

(Spﬂp)e'AC
Basta entonces ver que el valor de cualquier par admisible esta dominado por el de algiin
par de la forma (o, —¢) con ¢ 1-Lipschitz. Sea (p, 1) € A, es decir, p(z)+¢(y) < |z—y|
para todo z,y, con ¢ € L'(u) y v € L'(v) a valores reales.
Primero, ¢° es finita: fijado yo, la admisibilidad da ¢(z) < |z — yo| — ¥ (yo) para
todo z, luego para todo vy,

¢ (y) = mf{|z —y[ = p(x)} = mf{le —y| —|z —yo[} +¥(v0) = —[y —yo[ +?(y0) > —o0,

v ©°(y) < |yo —yl — ( 0) < +o00. Por el item 2 del Lema [10.6.1 (con los roles de x
e y intercambiados), ¢° es 1- Llpschltz y por el mismo argumento ¢ = ¢ es finita y
1-Lipschitz. Por el item 1, p¢ = —.

Ahora aplicamos la Proposicion el par (@, ¢°) es admisible con ¢ > ¢y ¢° >
¥; y aplicando el item 1 de la misma proposicion al par admisible (¢, ¢¢) obtenemos
que (@, 9°) = (@, —p) es admisible con —@ > ¢° > 1. Por lo tanto

[edn+ [oar< [an- [

con ¢ 1-Lipschitz (e integrable, por la observacion previa al teorema). Tomando supre-
mo sobre los pares admisibles se concluye. O
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OBSERVACION 10.6.3. La demostraciéon muestra algo mas: el supremo en el Teore-
ma puede restringirse a funciones 1-Lipschitz que son ademas c-concavas, y si
se sabe que el problema dual tiene solucién (por ejemplo, en soportes compactos, por
el Teorema , entonces el supremo es un maximo, alcanzado por un potencial de
Kantorovich 1-Lipschitz. La igualdad ) = —¢ dice que para el costo |z —y| el problema
dual depende de una sola funcion: por eso Wi es a la vez la distancia més simple de
calcular por dualidad y la més usada como funcional de discrepancia.

OBSERVACION 10.6.4 (Dimensién uno). Para d = 1 el Teorema permite
reobtener la formula del area, Wi(u,v) = [, |F, — F,|dz, del Capitulo 8} si ¢ es 1-
Lipschitz, integrando por partes (para medidas con soporte compacto) [ @ d(p—v) =
— [ ¢ (@) (Fu(z) — F,(z)) dz < [ |F, — F,|dz, con igualdad para ¢’ = —sgn(F, — F,).
Dejamos los detalles como ejercicio (Ejercicio [10.5)).

OBSERVACION 10.6.5 (W} como distancia entre medidas con signo). El miembro
derecho del Teorema depende de p y v solo a través de la diferencia p — v, y
define una norma —la norma de Kantorovich-Rubinstein— en el espacio de medidas
con signo de masa total nula y primer momento finito. Esta es la forma en que W,
interviene en aplicaciones donde interesa comparar una medida empirica con un modelo,
o entrenar un modelo generativo para que su ley se acerque a la de los datos: en ambos
casos el supremo sobre funciones 1-Lipschitz se aproxima restringiéndolo a una familia
paramétrica de funciones (por ejemplo, redes neuronales con pesos acotados), y la
distancia se estima sin calcular ningin plan de transporte. Volveremos sobre el calculo
efectivo de distancias de Wasserstein en el Capitulo [13]

Ejercicios

EJERCICIO 10.1 (Momentos). Decidir a qué espacios P,(R) pertenecen las medidas
02, 30_2+3265, L1 (0,1, € "L [0,00), mﬁl Y 2 ns1 72520n, ¥ calcular W,(u, dp) cuando
sea finito. Probar que P,(R?) C P,(R?) para q < p.

EJeERcICIO 10.2 (Escala, traslaciones y medias). Sean p,v € P,(R?), p > 1.

a) Probar que Ay Dagr) = ,v) para la dilatacion D,(z) = Az,

Prob Wy (Dagpt, Dyy AW, (p la dilatacion D A
A > 0, y que W, es invariante por traslaciones simultaneas y por isometrias de
R,

(b) Probar que W,(u,v) > |m,—m,|, donde m denota la media. Sugerencia: Jensen.

(c) Deducir que si v = 7,1 es una traslacion de p, entonces Wy,(u, v) = |v| para
todo p > 1, y la traslaciéon es un mapa 6ptimo. Comparar con el Lema (10.1.4
para p = 2 hay una descomposicion exacta, jvale algo analogo para p # 27

EJERCICIO 10.3 (Masa que se escapa). Sea j, = (1 — )8y + 16, con a, — +o0.

(a) Probar que p, — dp para toda eleccion de a,, y que Wy(fin, 6o)P = %aﬁ.

(b) Elegir a,, de modo que W,(ji,,00) — 0 pero Wy, (pn,d0) — 400, para 1 < ¢ <
p dados. Interpretar en términos del Teorema [10.3.1f ;qué momento deja de
converger?

(c) Probar que P,(RY) con la topologia de W, no es localmente compacto: la bola
{W,(p,09) < 1} no es compacta.
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EJercicio 10.4 (Convergencia contra funciones Lipschitz). Sean p,,u € Pi(R?)
tales que [¢du, — [¢@du para toda ¢ 1-Lipschitz. Probar que u, — p (conver-
gencia contra Cy). Sugerencia: aproximar g € C}, uniformemente sobre compactos por
funciones Lipschitz acotadas (Ejercicio 2.5)), y usar que la familia {z1,} es ajustada: la
funcion ¢(z) = |z| es 1-Lipschitz, asi que [ |z| dpu, esta acotado. ;Es cierta la reciproca?
(Comparar con el Ejercicio [10.3])

EJjeErcicio 10.5 (La férmula del area via Kantorovich-Rubinstein). Sean pu,v €
Pi(R).

(a) Probar que para toda ¢ 1-Lipschitz con soporte compacto, [pd(u —v) =
— Jo @' (@) (Fu(z) — F,(z)) dz (integrar por partes, o usar Fubini), y deducir
Wi, v) < [ |F — F,| dx a partir del Teorema .

(b) Probar la igualdad Wy (u,v) = [, |F, — F,|dx tomando ¢ con ¢’ = —sgn(F), —
F,), primero para medidas con soporte compacto y luego en general por apro-
ximacion. Comparar con la Proposicion [8.4.5]

(c) Probar que para p > 1, WP(u,v) # [ |F — F,|P dx en general (el area entre las
pseudoinversas y el area entre las distribuciones coinciden, pero las integrales
de las potencias no). Dar un ejemplo.

EJERCICIO 10.6 (Transporte en el rectangulo). Sea Q = [0,3] x [0,2] y sean py =
poL?, p1 = p1L? con

_{g, z<lo(l<az<2 y<l), _{2 z>20(l<z<2 y<1),
Po = 1 p1 =

1

9
r>2o0(l<z<2 y>1), 5 z<lo(l<z<2 y>1).

97

(a) Representar graficamente po y p; y verificar que son densidades de probabilidad.

(b) Probar que u(z,y) = —x es 1-Lipschitz y que [ud(uo — 1) = 5. Deducir
Wi (po, 1) > -

(c) Para cada y fijo, comparar las funciones de distribucion de po(-,y) v p1(-,y)
y probar, usando el Ejercicio [8.3] que existe un plan que mueve la masa solo
hacia la derecha a lo largo de rectas horizontales. Probar que ese plan satura
u(z) —u(z") = |z —2'| en su soporte y concluir que es 6ptimo y que Wi (1o, p1) =
4

5
(d) ¢Es tnico el plan 6ptimo? ;Es tnico el potencial de Kantorovich?

EJerciciO 10.7 (Del disco a una densidad radial, con costo | — y|). Sean py v
las medidas del Ejercicio [9.3|y ¢(x,y) = |z — y|.

(a) Probar que u(x) = —|z| es 1-Lipschitz y que u(x) — u(y) = |z — y| si y solo si
y =tz con t > 1 (mismo rayo, més lejos del origen).

(b) Deducir que el mapa radial T' del Ejercicio|9.3|es también 6ptimo para c(x,y) =
|z —yl, v que Wi(u,v) = [(|T(2)| — [z]) du = [ |yldv — [ |2]dp.

(c) Probar que, a diferencia del caso cuadratico, el plan 6ptimo no es tnico: cual-
quier plan que mueva la masa a lo largo de rayos alejandola del origen es 6ptimo.

EJercicio 10.8 (La distancia SNCF). Sea X un conjunto y P: X — (0, 00) aco-
tada. Se define d(z,y) =0six =y y d(x,y) = P(x) + P(y) si z # y.

(a) Probar que d es una distancia en X (todo viaje pasa por un nodo central: asi
funciona una red ferroviaria centralizada en Parfs, de donde el nombre, por la
Société Nationale des Chemins de fer Frangais).
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(b) Probar que para p,v € P(X

mln)/ddﬁ—/ Pd|p—v|.
(p,v

Sugerencia: la masa comun u A v conviene dejarla quieta; el resto paga P al
salir y P al llegar. Para la cota inferior usar el Ejercicio con ¢ = P sobre un
conjunto donde se concentra (u — v)* y ¢ = —P en su complemento; verificar
que ¢ es 1-Lipschitz para d.

EJERCICIO 10.9 (Distancia a un conjunto). Sea 2 C R? compacto, ¥ C € cerrado
y u=fL e P).

(a) Probar que [, d(z,¥)du(z) = min{Wi(p,v) : v € P(¥)}, y que el minimo
se alcanza en v = (py)xp para cualquier seleccion medible py de la proyeccion
sobre ..

(b) Probar el anlogo con d(x,X)P y WP, p > 1.

(c) Si X es finito, #X = N, se obtiene el problema de cuantizacidn dptima

1 P < — P .
win Wy v) ¢ #sopy < N) = min [ da, 2 du
Para p = 2, probar que en un X = {xy,...,xy} 6ptimo cada z; es el baricentro
de su celda de Voronoi V; = {z : |[x — 2;| < |z — x| Vj} respecto de p.

EJERCICIO 10.10 (La distancia W,,). Para p, v con soporte compacto se define

Weo(p,v) = weg%ﬁ ) m-esssup |z — y|.

(a) Probar que el infimo se alcanza y que W, es una distancia.

(b) Probar que W,(p,v) / W (i, v) cuando p — oo.

(c) Probar que sip, — 0oy v, es 6ptimo para |x—y|P", entonces, salvo subsucesion,
Vo — 7y con y 6ptimo para W,. Sugerencia: semicontinuidad inferior de 7 +— 7-
esssup |x — y| respecto de la convergencia débil.

(d) Probar que dy(sop p,sopv) < Wi (i, v), donde dy es la distancia de Hausdorff,
y dar un ejemplo con desigualdad estricta.

EJercicio 10.11 (La interpolacion lineal no es geodésica). Sean p = dg, v = 7 en
Ryvi=(1—t)u+tv.

(a) Calcular Wy (vs, 1) = /|t — s| ¥ deducir que la curva t — 14 tiene longitud
infinita en (Py, W), mientras que la geodésica u; = d; tiene longitud 1.

(b) Para p,v € Py(RY) cualesquiera, probar que Wi(vy,vy) < |t — s| W2 (u,v):
la interpolacion lineal es siempre %—Hélder. Probar que si @ y v son discretas
con soportes disjuntos, la longitud es infinita. (%) Mostrar en cambio que si
p=fL:yv=gL:con f,qgsuaves y positivas en un dominio acotado y regular,
la longitud es finita: existe un campo § con V- (f§) = f —gy [[§2f < o0, ¥
entonces Wa(vg, 1) < C|t — s| (comparar con la formula de Benamou-Brenier,
[19] Sec. 5.4]).

(c) Probar que t — WZ(vy, 1) es convexa (es la restriccion del funcional del Le-

ma [12.3.1| a un segmento) y comparar con el Ejercicio m
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Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cua-
derno Distancias de Wasserstein (véase el Apéndice; los enunciados figuran también
al final del cuaderno. Las referencias a secciones son a las del cuaderno.

EJERCICIO 10.12 (Escala). Probar numéricamente, y luego a mano, que W, ( Ay, Agrv) =
AW, (1, v) para la dilatacion x — Az, A > 0, y que W, es invariante por traslaciones
simultaneas de ambas medidas (Ejercicio [10.2)).

EJErRCICIO 10.13 (Traslaciones). Para v = (7,)xp, con 7,(z) = x + v, se tie-
ne Wy,(u,v) < |v|l. Probar que para p = 2 hay siempre igualdad y verificarlo nu-
méricamente con medidas discretas. (Sugerencia: probar primero la descomposicion
Wi (u,v) = |m, —m,|*> + Wi(i, v), donde m, denota la media de p y fi, 7 las medidas
centradas.)

EJERCICIO 10.14 (La interpolacion lineal tiene longitud infinita). Para u = dp y
v =01 en R, mostrar que Wa((1 — s)u + sv, (1 —t)u+tv) = /|t — s| y deducir que
la curva ¢ — (1 — t)u + tv tiene longitud infinita en (P2(R), W5). Comparar con la
Seccion 5.1 del cuaderno y con el Ejercicio [10.11]

EJErcICIO 10.15 (Un tercer exponente). Extender la construccion de la Seccion 4
del cuaderno para exhibir, para cada par 1 < ¢ < p, una sucesion p,, con W (g, d9) — 0

pero W, (pin, 69) — oo (cf. Ejercicio [10.3]).

EJercicio 10.16 (Kantorovich—Rubinstein con el solver exacto). El solver exacto
devuelve también potenciales duales (ot.emd(a, b, M, log=True)). Comparar los
potenciales (u, v) asi obtenidos con la funcién 1-Lipschitz ¢ de la Seccion 6 del cuaderno:
no tienen por qué coincidir (;por qué?), pero el valor dual ) . au; + >_;bjv; debe
ser Wi(u,v). (Es v = —u sobre los puntos comunes a ambos soportes? ;Por qué no
necesariamente?






Capitulo 11
La desigualdad de Brunn—Minkowski

Este capitulo corto es una aplicacién geométrica del teorema de Brenier y de las
geodésicas del capitulo anterior. La desigualdad de Brunn—Minkowski es uno de los
resultados clasicos de la geometria convexa: relaciona el volumen de la suma de dos
conjuntos con los volimenes de cada uno, y de ella se deduce, entre otras cosas, la des-
igualdad isoperimétrica. Tiene varias demostraciones clasicas [13]; la que presentamos,
debida a McCann [15], muestra que la desigualdad es una consecuencia casi inmediata
de dos hechos: que el mapa de Brenier es el gradiente de una funcion convexa, y que la
funcion M + (det M)Y/? es concava sobre las matrices simétricas definidas positivas.

Siguiendo el criterio del Capitulo [9] demostraremos el resultado bajo una hipétesis
de regularidad sobre el potencial de Brenier —que sea de clase C?— e indicaremos con
referencias como se elimina esa hipotesis. El capitulo no se usa en lo que sigue.

11.1. Enunciado

Dados A, B C RY, su suma de Minkowski es
A+B={a+b: a€ A, be B},

y para A > 0 escribimos A = {\a : a € A}. Si Ay B son compactos, A + B es
compacto, por ser la imagen del compacto A x B por la aplicacion continua (a,b) —
a+ b; en particular es medible. Denotamos por |E| = L4(E) la medida de Lebesgue de
un boreliano £ C RY, y recordemos que |A\E| = \|E).

TEOREMA 11.1.1 (Brunn-Minkowski). Sean A, B C R? compactos no vacios. En-
tonces

|A+ BV > AV 4 | BV,

El caso maés ilustrativo es el de dos bolas: si A = B(a,r) y B = B(b, s) entonces
A+ B = B(a+b,r + 5) y la desigualdad es una igualdad, pues |B(x, p)|"/? = wcl/dp
con wy = |B(0,1)]. En cambio, si A es un cubo y B un segmento no paralelo a ninguna
de sus caras, A + B tiene volumen estrictamente mayor que |A| aunque |B| = 0: la
desigualdad dice que agregar un conjunto de medida nula puede aumentar el volumen,
pero acota por debajo cuanto lo hace.

La desigualdad admite una formulacién equivalente en términos de combinaciones
convexas de conjuntos, que es la que la demostracién por transporte produce natural-
mente.

PROPOSICION 11.1.2. El Teorema|11.1.1| es equivalente a la siguiente afirmacion:
para todo t € [0,1] y todo par de compactos no vacios A, B C R4,

(11.1.1) (1 —t)A +tB|V4 > (1 —t)|A|Y? +¢|B|Y.
131
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DEMOSTRACION. Si vale el Teorema [11.1.1} aplicindolo a los compactos (1 —¢)A
y tB y usando la homogeneidad de la medida de Lebesgue,

(1 —t)A+tB|Y4 > |(1 - t)A|Y? + |tB|Y = (1 — t)| AV + | B|Y4.
Reciprocamente, si vale (11.1.1]), tomando ¢ = % y usando que A+ B = 2(%14 + %B),
4+ B =234+ 48] > 2(JAP + HB) = AP+ B

O

La forma dice que la funcién ¢t — |(1 — t)A + tB|Y? es mayor o igual
que la interpolacién lineal entre sus valores en los extremos; de hecho, aplicaAndola a
los conjuntos (1 — s)A + sBy (1 —r)A + rB, se obtiene que esa funcion es cdncava
en [0,1]. Es esta concavidad la que conecta con la geometria del capitulo anterior: la
curva de conjuntos t +— (1 —t)A 4 tB es la imagen geométrica de una geodésica en

(P2(R?), Ws).

OBSERVACION 11.1.3 (La desigualdad isoperimétrica). Sea A compacto y B =

B(0,1) la bola unitaria cerrada. Entonces A 4+ B es el e-entorno cerrado de A, y el
Teorema [1.1.1l da

A+ eB| 2 (A1 +2w)/) 2 Al + duwg/ 4]0 e,
donde la segunda desigualdad es la convexidad de s+ s%. Si el limite

A+eB|—|A
Per(A) = h’m‘ ~ebl - Al

e—0t 15

existe —para conjuntos con borde suficientemente regular es el drea de superficie del
borde, y se llama contenido de Minkowski—, se obtiene

Per(A) > dwy/*|A|@D/?

que es la desigualdad isoperimétrica: entre los conjuntos de volumen dado, la bola
tiene el menor perimetro (para la bola de radio r ambos miembros valen dwqr?~1).
Para d = 2 la desigualdad se lee L? > 47 Area, la forma clésica.

11.2. Dos lemas

La demostracion usa dos ingredientes elementales que aislamos.

LEMA 11.2.1 (Desigualdad de Minkowski para determinantes). Sea M € R4 si-
métrica definida positiva y t € [0,1]. Entonces

det (1 — )1 +tM)"* > (1 = t) + ¢ (det M)/,

DEMOSTRACION. Sean Ay, ..., Aq > 0 los autovalores de M. La matriz (1—t)I+tM
tiene los mismos autovectores, con autovalores (1—t)+t);, de modo que hay que probar
d d
[T(@—t+)" >a—n+e A"
i=1 i=1

Escribamos a; = 1 — t y b; = t);, de modo que el miembro derecho es [] ai/d +11 bg/d
y el izquierdo es [](a; +b;)'/?. Si t € {0,1} la desigualdad es trivial; si ¢ € (0, 1) todos
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los a;, b; son positivos y podemos dividir por [[(a; + b;)'/%. Por la desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica,

d d d d d
a; 1/d b; 1/d 1 1 1 a;
E(ai—i-bi) +H(a,+b) C_ZZ:: EZ: Ega
que es lo que queriamos. O

OBSERVACION 11.2.2. El lema dice que M + (det M)Y¢ es concava a lo largo del
segmento que une [ con M. De hecho es concava en todo el cono de matrices simétricas
definidas positivas (la desigualdad general det(M + N)V/¢ > (det M)/ 4 (det N)¥/4 se
reduce a la anterior escribiendo M + N = MY2(I + M—'2NM~Y2)M'/?), pero sélo
necesitaremos el caso del enunciado.

El segundo lema es la ecuacion que satisface la densidad transportada por un mapa
regular; es la Proposicion del Capitulo [1| sobre cambio de variables, en la forma
en que la vamos a usar.

LEMA 11.2.3 (Ecuacion de Monge-Ampére). Sean 0, C R? abiertos acotados,
u € C*(Q) conveza tal que T = Vu es un difeomorfismo de clase C* de Q sobre O, y
sean p y v las medidas uniformes en Q y Q' respectivamente. Si Tyup = v, entonces

/
det D*u(r) = ||Q|| para todo x € L.
DEMOSTRACION. Las densidades son pg = 1o/|Q| v p1 = 1o//|€?|, ambas continuas
en los abiertos respectivos. Por la formula de cambio de variables para difeomorfismos
(como en la Proposicion [1.3.2)), para todo boreliano E C €,

= (T —’T e
UE) = p(T(B) = Tt = o [ faee DT ),

mientras que v(E) = |E|/||. Como E es arbitrario y el integrando es continuo,
|det DT(y)| = |Q]/|€| para todo y € €, y componiendo con T, |det DT(z)| =
1€Y]/19Q| para todo z € Q. Finalmente DT = D?u es simétrica y, por la convexidad
de u, semidefinida positiva; como su determinante no se anula, es definida positiva y
det D?u > 0, lo que permite quitar el valor absoluto. 0

11.3. Demostracién via transporte 6ptimo

Sean A, B C R¢ compactos con |Al,|B] > 0 (si alguno tiene medida nula la des-
igualdad (11.1.1]) es inmediata, pues (1 — t)A + ¢ B contiene un trasladado de tB y de
(1 —t)A). Consideremos las medidas uniformes

que tienen soporte compacto y son absolutamente continuas. Por el Teorema de Bre-
nier existe una funciéon convexa u: R? — R tal que T' = Vu satisface Tiypa = pig,
y por la Observacion la interpolacion de McCann Ty = (1 — t)id +tT describe
la geodésica de W5 que une py con pp.

La idea de la demostracion es la siguiente: T; envia (casi todo) A dentro de (1 —
t)A+tB, de modo que el volumen de este ultimo conjunto esta acotado por debajo por
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el volumen de T3(A), que se calcula con el Jacobiano de T3; y ese Jacobiano se controla
con el Lema [11.2.1] y la ecuaciéon de Monge-Ampére.

Para hacer riguroso este esquema con las herramientas que tenemos, supondremos
lo siguiente.

Hipotesis de regularidad (R). Los conjuntos A y B tienen borde
de medida nula, |0A| = |0B| = 0, y el potencial de Brenier u entre 114
v up es de clase C? en un abierto que contiene a A, con T = Vu un
difeomorfismo de clase C! de int A sobre int B.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [11.1.1{ BAJO (R). Por la Proposicion [11.1.2] bas-
ta probar (11.1.1)) parat € (0,1). Escribamos Q2 = int A y ' = int B; por (R), || = | 4]
y || =|B|, y a, s son las medidas uniformes en Q y €.

Paso 1: T; es una inyeccion de 2 en (1 —¢)A + tB. Si « € Q entonces
T(x) €  C By x € A, de modo que Ty(z) = (1 —t)x +tT(x) € (1 —t)A + tB.
Para la inyectividad usamos la monotonia del gradiente de una funcién convexa (Ob-

servacion 0, directamente, la Proposicion [D.4.1): (T'(z) —T(y)) - (z —y) > 0 para

todo x,y, y por lo tanto
(T(2) = Ti(y) - (z —y) = XL = )|z —y|* +t (T(x) = T(y)) - (x —y) = (L = )]z —y],
que es positivo si z # y. Luego Ti(x) # Ti(y).
Paso 2: el Jacobiano de T;. Por (R), T; es de clase C! en © con
DTy(x) = (1 —t)I +t D*u(z),

que es simétrica definida positiva porque D?u(zx) es simétrica semidefinida positiva
(convexidad de u) y t < 1. En particular T} es un difeomorfismo de €2 sobre su imagen

(es inyectiva por el Paso 1 y su diferencial es inversible en todo punto, luego es un
homeomorfismo local C! por el teorema de la funcion inversa). Por el Lema [11.2.3

det D*u(x) = |B|/|A| para todo x € Q, y por el Lema[11.2.1

B\ 1/d
det DT;(z)"? = det((1— t)]+tD2u(x))1/d > (1—1) +t<%) para todo x € (2.

Paso 3: conclusién. Por la formula de cambio de variables para el difeomorfismo
T; de Q sobre T;(2), y usando el Paso 1 y el Paso 2,

(1= 1A +tB| > |T/(Q)] = /Qdet DT,(x) dz

> /Q(u _ +t(||%|)”d)ddx = 14l((1-1) +t<%>l/d)d.

Tomando raiz d-ésima,
‘ |1/d

B
(1= A+ B> (A ((1= 1) + tw—w) = (1—t)|A]Y 4 1| B,

que es (11.1.1)). O
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OBSERVACION 11.3.1 (EIl caso general). La hipotesis (R) se usa en tres lugares:
para que || = |A|, para que T} sea un difeomorfismo, y para aplicar la formula cléasica
de cambio de variables con det DT; = det((1 — t)I + tD?u). Sin ella, la demostracion
se adapta asi. Por el teorema de Alexandrov, una funciéon convexa u: R? — R es dos
veces diferenciable en £%casi todo punto, en el sentido de que admite un desarrollo de
Taylor de segundo orden con una matriz simétrica semidefinida positiva D?u(z); véase
[9, Theorem 6.9]. McCann [15] demostro que, para el mapa de Brenier entre medidas
absolutamente continuas con densidades pg y p1, la ecuacion de Monge-Ampére

po(r) = p1(Vu(x)) det D*u(x)

vale para p-casi todo x con ese Hessiano de Alexandrov, y que la férmula de cambio
de variables |T;(E)| > [, det DT, vale para los mapas T, = (1 —t)id +tVu. Con esos
dos hechos, los Pasos 1 a 3 se repiten palabra por palabra sobre el conjunto de puntos
de A donde u es dos veces diferenciable, que tiene medida plena. Puede consultarse la
demostracion completa en [21, Chapter 6].

Vale la pena notar que, en el caso general, ni siquiera hace falta que A y B sean
compactos: basta que sean borelianos de medida finita y positiva, y la tnica sutileza
adicional es la medibilidad de A+ B, que puede fallar para borelianos arbitrarios y por
eso el enunciado clasico se da para compactos o se usa la medida exterior.

OBSERVACION 11.3.2 (Convexidad por desplazamiento). La demostracion anterior
es un caso particular de un principio mas general, también debido a McCann [15],
que explica por qué el transporte 6ptimo es la herramienta natural para este tipo de
desigualdades. Si pu; = (T3)4p0 es la interpolacion de McCann entre dos medidas con
densidades pg v p1, v p: es la densidad de p;, entonces el funcional

Fiw) == [ pla)' s

es convezo a lo largo de la geodésica: t — F(u;) es convexa en [0, 1]. La razon es exacta-
mente la del Paso 2: por la ecuacion de Monge—Ampére, p,(T3(x)) = po(x)/ det DTy (z),
y det DT}(x)"/?® es concavo en t por el Lema Para p19 = pta y p1 = pp uniformes,
F(up) = —|E|"/¢ para la medida uniforme en E, y la convexidad de F a lo largo de
la geodésica es precisamente la concavidad de t — |(1 — t)A + tB|Y? que discutimos
tras la Proposicion [11.1.2] Esta convezidad por desplazamiento de funcionales de la
forma [ F(p) es el punto de partida de la teorfa de flujos gradiente en el espacio de
Wasserstein, que queda fuera del alcance de estas notas; véase |3, Chapter 9| o [19]
Chapter 7|.

Ejercicios
EJERCICIO 11.1 (Casos elementales). (a) Probar la desigualdad de Brunn—Minkowski
directamente para d = 1 (intervalos y, en general, compactos de R) y para cajas
d d
A= H[Gmbi], B = H[Cmdi]
i=1 i=1

en R (usar la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica).
(b) Probar que hay igualdad si A y B son homotéticos (B = AA + v).
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(c) Sea A un cubo y B un segmento no paralelo a ninguna cara de A. Calcular
|A + B| y comprobar que es estrictamente mayor que |A| aunque |B| = 0.

EJERCICIO 11.2 (La forma multiplicativa). Probar que la desigualdad de Brunn—
Minkowski es equivalente a su forma multiplicativa sin exponentes:

(1 -t)A+tB| > |A* B para todo t € [0, 1]

(para A, B compactos de medida positiva). Sugerencia: para deducir la forma aditiva
de la multiplicativa, aplicarla a A’ = |A|~Y/?A, B’ = |B|~Y9B y un t bien elegido; para
la reciproca, usar la desigualdad entre medias. Observar que la forma multiplicativa no
depende de la dimension, lo que es ttil para demostrarla por induccion (desigualdad
de Prékopa-Leindler).

EJERCICIO 11.3 (Una identidad de la matriz de cofactores). Sea u € C*(Q) y
M(z) = cof(D?u(x)) la matriz de cofactores de su hessiano, de modo que M D?*u =
(det D?u) 1.

(a) Probar que >, 0;M;; = 0 para todo j (cada columna de M es un campo de
divergencia nula). Sugerencia: escribir M;; como un determinante de orden d—1
y usar la simetria de las derivadas terceras de u.

(b) Deducir la forma de divergencia de la ecuacion de Monge-Ampére: det D?*u =

(c) Usar (b) para dar otra demostracion del Lema en la forma integral: si
T = Vu es un difeomorfismo de § sobre ', entonces [, det D*udz = |{].

EJERCICIO 11.4 (La desigualdad isoperimétrica). Sea A C R? compacto con |A| > 0
o [A+=BODI-1A
3

y sea Per(A) = lim,_, su contenido de Minkowski, que suponemos existe.

(a) Deducir del Teorema [11.1.1|1a desigualdad isoperimétrica
Per(A) > dw)/ | A|@-D/4,

completando los detalles de la Observacion [11.1.3]

(b) Verificar que para bolas hay igualdad y que para un cubo de lado ¢ el contenido
de Minkowski es 2d /4~!; comparar ambos miembros en ese caso.

(c) Para d = 2, deducir la forma clasica L? > 47 Area para dominios con borde C*
(aceptando que el contenido de Minkowski coincide con la longitud del borde).

EJjercicio 11.5 (Convexidad por desplazamiento de la entropia). Sean pg = poL?
y 1 = p1L£? con densidades continuas y positivas en abiertos acotados Qg, €, y
supongamos que el mapa de Brenier 7' = Vu entre ellas satisface la hipotesis (R) de la
Seccion [11.3] (u € C?, T difeomorfismo). Sea p; = (T}) /10 la interpolacion de McCann,
con densidad p;.

(a) Probar la ecuacion de Monge-Ampére p,(T;(x)) det DT}(x) = po(x).
(b) Probar que la entropia H(w:) = [ pilog p; dz satisface

Hpw) = /po(x) log po(z) dx — /po(x) logdet((1 — t)I + tD*u(x)) dz,

y que t — logdet((1—1¢)I +tM) es concava para M simétrica definida positiva.
Concluir que t — H(u) es convexa.
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(¢) Probar, con el Lema [11.2.1) que t — [ pi* dx es convexa si m > 1y concava si
1—% < m < 1 (de modo que — [ p}" es convexa, como en la Observacion [11.3.2)).

Sugerencia: [ pi* = [ pit (det DT,)'™™, y (det DT;)" es concava y positiva en
t.

EJERCICIO 11.6 (% Una desigualdad de tipo Sobolev). Sea  C R? convexo y
acotado, f € WP(Q), y u,v € P(Q2) con densidades acotadas por C' en L". Probar
que si + + % ++-=1+ %, entonces

P ar
/Qfd(u —v) < OV |V f o) Walp, v).

Esquema: escribir [ fd(v — p) = folf Vf(Ty(z)) - (T(x) — x)dpdt con T el mapa de
Brenier y 7; la interpolacion; aplicar Holder con exponentes (p, g, ), y controlar ||p|| -

uniformemente en ¢ mediante la concavidad de t — det DTtl/d (Lema [11.2.1)), que da
pr < max{||polloos ||P1]]c} €n €l caso r = 0o y la cota L” en general. Ver [19] Sec. 5.5|.







Capitulo 12
Baricentros de Wasserstein

En un espacio euclideo, el baricentro de puntos zi,...,xxy con pesos Aq,..., Ay
es el punto T = ). \;z;, que se caracteriza variacionalmente como el minimizador de
x = Y, Aijlz — 2;]%. Esta caracterizacion tiene sentido en cualquier espacio métrico, y
en particular en (Py(R%), W3): dado un conjunto de medidas pi, ..., uy, su baricentro
de Wasserstein es la medida que minimiza la suma ponderada de los cuadrados de las
distancias W5 a cada una de ellas.

El concepto, introducido por Agueh y Carlier [I], es la respuesta que da el transporte
6ptimo a una pregunta muy natural: ;jcémo promediar distribuciones de probabilidad?
La respuesta ingenua, la mezcla ) . A\;p;, promedia las densidades punto a punto y
no respeta la geometria: la mezcla de dos gaussianas alejadas es bimodal, mientras
que el baricentro de Wasserstein es una gaussiana intermedia. Esta diferencia es la
razon por la que los baricentros de Wasserstein se usan en estadistica (para promediar
histogramas, imagenes o formas) y en aprendizaje automético.

En este capitulo definimos los baricentros, probamos su existencia en Py(R?), dis-
cutimos su unicidad, los conectamos con el problema multimarginal anticipado en el
Capitulo [7] y los calculamos explicitamente en dos casos: en dimension uno y para
gaussianas. En el Capitulo [L3| veremos como calcularlos numéricamente.

12.1. Definicién y primeros ejemplos

A lo largo del capitulo fijamos N > 1, medidas pi,...,uy € Po(R?) y pesos
A, ..., Ay >0con Y A\ =1

DEFINICION 12.1.1 (Baricentro de Wasserstein). El funcional de baricentro asociado
(MH /\2) =1 8

N
= ANW3(u ), p € Pa(RY).
i=1
Un baricentro de Wasserstein de (u;, \;) es un minimizador de F en Py(R?).
Obsérvese que F toma valores finitos en todo Py(R?) (Seccién [10.1)), de modo que

inf 7 < oo. Antes de probar que el infimo se alcanza, veamos los dos casos en que la
respuesta se adivina.

EJEMPLO 12.1.2 (Deltas de Dirac). Sean p; = d,, con z; € R%, y sea 7 =, N
Entonces el tnico baricentro es dz. En efecto, por el Ejemplo [10.1.2) para toda p €

Py(RY),
ZA /]m—xl|2du /(Z)\\x—mz )du( ).

139
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Ahora bien, para todo x € R? vale la identidad de la varianza
(12.1.1) SNz —wl =l -2+ Nz - @l

que se comprueba desarrollando |z — z;|* = |(x — %) + (T — 2;)|* y usando que Y, \;(Z —
x;) = 0. Por lo tanto

Fu) = / |z — Z* du(x) + Z)\llf —z* > Z)\lla’: —xi|* = F(0z),
con igualdad si y solo si [ |z — Z[*du = 0, es decir, si y solo si p = dz.

El ejemplo muestra que el baricentro de Wasserstein extiende al baricentro euclideo,
y que la identidad (12.1.1)) —que reaparecera varias veces— es la herramienta bésica.
El segundo ejemplo conecta con las geodésicas del Capitulo [10}

PROPOSICION 12.1.3 (Dos medidas). Sean N = 2, g, i1 € P2(R?) y pesos (1—t,t)
con t € (0,1). Sea p; la interpolacion por desplazamiento entre po y 1 a lo largo de
un plan dptimo (Definicion|10.5.1). Entonces j; es un baricentro de (o, p1) con pesos
(1—1t,1), y

min {1 — W5 (1, p10) + tW5 (1, ) } = ¢(1— 1) W5 (o, 1)
peEP2(RY)

Mds ain, toda medida p que realice el minimo satisface Wo(po, ) = t Walpo, p1) y
Wa(p, pr) = (1 — ) Wa(po, ).

DEMOSTRACION. Escribamos W = Wy(pug, it1) v, para p € Po(R%), a = Wy (o, i)
y b = Wa(u, p1). Por la desigualdad triangular, a + b > W. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz,
1
+Vtb —

W<a+b=vV1—-ta-
- V1—t Vit
1 1 /(1 —t)a? + t?
< 1—ta2+tb2\/—+—= ,
V=0 TR R
de donde F(p) = (1 —t)a® + tb*> > t(1 — t)W? para toda pu.

Por otra parte, el Teorema [10.5.2| da Wa(po, p1e) = tW y Wa (e, p1) = (1 — )W, de
modo que

1

Flu) = (1 =)W+ (1 — t)’W? = (1 — ) W?,
y p; realiza el minimo.

Finalmente, si p realiza el minimo, en la cadena de desigualdades anterior va-
len todas las igualdades. La igualdad en Cauchy-Schwarz fuerza que los vectores
(V1 —ta,vtb) y (1/v/1—1t,1/\/t) sean proporcionales, es decir, (1 — t)a = tb; junto
con a+b= W resulta a =tW, b= (1—-t)W. O

Asi, para dos medidas el baricentro es un punto de la geodésica que las une, a
distancia proporcional a los pesos: exactamente lo que ocurre con dos puntos de R?. Si
el plan 6ptimo entre po y 1 no es Gnico puede haber varios baricentros (uno por cada
geodésica); la unicidad bajo las hipotesis de Brenier se seguird del Teorema
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12.2. Existencia

TEOREMA 12.2.1 (Existencia de baricentros). Sean p, ..., ux € P2(R) y (X)) un
vector de pesos. Entonces el funcional F alcanza su minimo en Py(RY): existe al menos
un baricentro.

DEMOSTRACION. Aplicamos el método directo del céalculo de variaciones (Capitu-
lo[2). Sea (v,) una sucesién minimizante, de modo que F(v,) < C para todo n.

Momentos acotados. Como \\WZ(v,, 1) < F(v,) < C, por (10.1.2) y la des-
igualdad triangular,

) 1/2 ) 1/2
(/ e din) " = Walv,80) < Walvy, )+ Walr 6o) < O/A1+(/ el dm) = M,

con M independiente de n.

Compacidad. Por la desigualdad de Markov, v,(B(0, R)¢) < M?/R? para todo n,
de modo que (v,) es ajustada y, por el Teorema de Prokhorov una subsucesion
—que seguimos llamando (v,)— converge débilmente a cierta v € P(R?).

Semicontinuidad inferior. Para cada i, el Lema [10.4.1] (con p = p; y vx = vy,
cuyos segundos momentos estan acotados por M?) da v € Po(R?) vy W2(u;,v) <
lim inf,, W2(p, v,,). Sumando con los pesos \; > 0,

F(v) <Y Aliminf W3 (p, v,) < Mminf Y~ NW3 (5, v,) = liminf F(1,,) = fnf F.

Luego v es un baricentro. 0

Cuando las medidas tienen soporte compacto, el baricentro también lo tiene, y
podemos localizarlo.

LEMA 12.2.2 (Soporte del baricentro). Sea K C R? un convezo cerrado tal que
wi(K) =1 para todo i. Entonces todo baricentro p de (u;, N;) satisface p(K) = 1.

DEMOSTRACION. Sea P: RY — K la proyeccion ortogonal sobre K, que esta bien
definida y es 1-Lipschitz por ser K convexo cerrado, y sea x un baricentro. Recordemos
la desigualdad variacional que caracteriza a P: (x — Pz)-(y— Pz) < 0 para todoy € K.
Entonces, para z € R? e y € K,

|z —y|* = |z — Px|* + |Px — y|* +2(z — Pz) - (Px —y) > |v — Px|* + |Px — y|?,
de modo que |Pz — y| < |z — y|, con desigualdad estricta si z ¢ K.

Sea m; € II(u, i;) un plan 6ptimo. Como pu;(K) = 1, se tiene y € K para m;-c.t.p.
(x,y). El plan (P,id)4m; pertenece a II(Pgu, p1;), y por lo tanto

WPy ) < [ 1P =y dmio,) < [ 1o = ol dmi(o, ) = W3, ).

Sumando, F(Pgu) < F(p). Si fuera p(K°) > 0, la segunda desigualdad serfa estricta
(el integrando |z —y|? — | Pz —y|?* es positivo en el conjunto K¢ x K, que tiene m;-medida
w(K€) > 0),y Pyp tendria energia estrictamente menor que la minima, absurdo. Luego
u(K€) =0. O
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En particular, si todas las y; tienen soporte en una bola cerrada B(0, R), el bari-
centro también, y por lo tanto tiene soporte compacto.

12.3. Convexidad y unicidad

El funcional F es convexo respecto de la estructura lineal de las medidas —es decir,
a lo largo de mezclas—, lo cual es la clave para la unicidad.

LEMA 12.3.1 (Convexidad de W2 en mezclas). Sean v, piq, piy € P2(RY) y s € [0,1].
Entonces
W2((1 = $)pta + st ) < (1= 8) WE(jta, v) + 5 We(ii v).
En consecuencia, F es convexo a lo largo de mezclas y el conjunto de baricentros de
(i, A;) es convexo.

DEMOSTRACION. Sean m, € II(ug,v) v m € (pp,v) Optimos. La mezcla m =
(1—s)m,+sm, es una medida de probabilidad con marginales (1—s)u,+suy y v, es decir,
un plan admisible, y su costo es (1 —s) [ |z — y|*dm, + s [ |z — y|*dm,. La desigualdad
se sigue tomando W2 como infimo sobre planes admisibles. Las consecuencias son
inmediatas. U

TEOREMA 12.3.2 (Unicidad). Supongamos que las medidas py, ..., pun tienen so-
porte compacto y que al menos una de ellas, digamos 1, es absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesque. Entonces el baricentro de (u;, \;) es unico.

Como en capitulos anteriores, la hipotesis de soporte compacto estd para poder
invocar el Teorema de Brenier tal como lo demostramos; el resultado vale para u; €
Py (R?) con una de ellas absolutamente continua, véase [I, Proposition 3.5].

DEMOSTRACION. Sean p, v ip dos baricentros y supongamos, por el absurdo, que
fta 7 p- Sea m = min F = F(pa) = F(iu) ¥ pe = 5(pa + pip)-

Paso 1: i es un baricentro y hay igualdad en la convexidad. Por el Le-
ma [12.3.1] aplicado a cada v = p;,

m < F(ue) = Z NiW3 (e p1:)
< 3N (WE ptas 13) + W (0, 1))

= 3 (Fpa) + F(iw)) = m.

Todas las desigualdades son igualdades y, como los \; son positivos, en particular
(12.3.1) W5 (tres 1) = 5 (W5 (s p1) + W5 (1, p11))

Paso 2: la mezcla de los planes 6ptimos es 6ptima. Sean w, € II(uq, ia)
y m € I(u1, pp) planes optimos (escribimos pq como primera marginal). Entonces

T, = %(Wa + mp) € (p1, p1e) tiene costo %(Wf(ul,ua) + Wi(p1, 1)), que por ([12.3.1))
es exactamente W3 (uy, ite). Luego m. es un plan 6ptimo entre puy y fie.

Paso 3: Brenier. Por el Lema [12.2.2 1., tp ¥ i tienen soporte compacto (todas
las pi; estan concentradas en una bola cerrada). Como ademés y; < L%, el Teorema de
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Brenier aplicado al par (u1, p.) dice que el plan 6ptimo es tnico y esté inducido
por un mapa 1" 7, = (id, T") g1, y en particular 7.(I'r) = 1, donde I'y es el grafico de
T.

Paso 4: conclusién. Como 7, < 27 (en el sentido de medidas), m,(I';) <
27.(I'%) = 0, es decir, m,(I'r) = 1. Por el Lema 7o = (id, T)gpy, y del mis-
mo modo m, = (id,T")gp1. Tomando segundas marginales, p, = Tup; = wp, lo que
contradice la hipotesis. O

OBSERVACION 12.3.3. La demostracion muestra doénde interviene la continuidad
absoluta: es lo que convierte la igualdad en la convexidad —que sélo dice que los dos
planes 7., T, se pueden mezclar sin perder optimalidad— en la igualdad de los planes
mismos, porque el plan 6ptimo desde p; es un mapa y no puede dividir masa. Sin
ninguna medida absolutamente continua la unicidad puede fallar en dimension d > 2.
Por ejemplo, en R?, sean ju; = %(5(0,0) +6a1) ¥ pe = %(5(1,0) +0(0,1)) con pesos iguales.
Los dos emparejamientos posibles tienen el mismo costo cuadratico, de modo que hay
dos planes 6ptimos inducidos por mapas y, por la Proposicion los puntos medios
de las dos geodésicas correspondientes,

30apo +oapn) v 308012 +001/2),

son ambos baricentros (y, por el Lema [12.3.1) también lo es cualquier mezcla de los
dos). En dimension uno, en cambio, veremos en la Proposicion [12.6.1| que el baricentro
es siempre 1inico.

12.4. Un criterio de optimalidad

La dualidad de Kantorovich proporciona un certificado sencillo para verificar que
una medida dada es un baricentro, analogo al Corolario Lo usaremos en el caso
gaussiano.

PROPOSICION 12.4.1 (Criterio de baricentro). Sea pu € Po(R?) y supongamos que
para cada i = 1,..., N existe una funcion conveza u;: R? — R de clase C*, con u; y

su transformada de Legendre u; finitas y de crecimiento a lo sumo cuadrdtico, tal que
T, = Vu; verifica (T;)pp = ;. Si

N

Z NiTi(x)=x para todo x € RY,

i=1

entonces p es un baricentro de (p;, \;).

DEMOSTRACION. Fijemos i. Por el Corolario T; es el mapa 6ptimo entre p y
1i, v su demostracion muestra que el par

pi(r) = |ol* = 2u;(x),  wily) = ly|* — 2a(y),

es admisible para el problema dual con costo |x — y|? y realiza el valor 6ptimo,

W3 (1, 1) Z/soidwr/wdm-
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Por otra parte, por la dualidad débil (Proposicion , para cualquier v € Py(R?),

W3 (v, i) > /SOidVJr/widui’
donde las integrales son finitas porque, por la hipotesis de crecimiento, |¢;(x)] <

C(1+ |z]?) y |wi(y)] < C(1 + |y?), v las medidas tienen segundo momento finito.
Multiplicando por A; y sumando,

F(v) > /(Z )\z‘%)dl/ + Z)\i/m du;  para toda v,
con igualdad para v = pu. Ahora bien,

> Aele) = [af —23 " Aaws(a), V (Z )\u) (2) = Y- ATifa) = =

de modo que Y, Aju;(z) = 1|x|*+c para una constante cy Y, \jp; = —2c es constante.
Por lo tanto el miembro derecho de la desigualdad anterior no depende de v, y vale
F(v) > F(n) para toda v € Py(RY). O

OBSERVACION 12.4.2. La condiciéon ), \\T; = id es la condicion de primer orden
del problema de baricentro, y bajo las hipotesis del Teorema|[12.3.2|es también necesaria:
si p es el baricentro y 7T; son los mapas de Brenier de p a p;, entonces > \T; = id
p~c.t.p. [I, Proposition 3.8]. No demostraremos la necesidad; para nuestros fines basta
la suficiencia, que es lo que permite verificar candidatos.

12.5. La formulacién multimarginal

En el Capitulo[7]anticipamos que el problema de baricentro esta relacionado con un

problema de transporte con N marginales. Precisamos ahora esa relacion. Escribimos
_ d\N
X—<x17"'7xN) S (R ) )

A(x) = Z i, c(x) = Z N |z — A)%

y denotamos por II(jy,. .., uy) al conjunto de medidas de probabilidad en (RY)Y con
marginales i1, ..., uy. Por la identidad de la varianza (12.1.1)), para todo y € R,

(12:5.) S il =yl = Jy = AGOP + el(x) = e(x).

con igualdad si y solo si y = A(x): el costo ¢ es la minima dispersién ponderada de los
puntos xz; alrededor de un punto comun.

TEOREMA 12.5.1 (Formulacion multimarginal). Con las notaciones anteriores,

min F(p)=  min / cdy,
(RN

pEP2(RY) YEM (11,0, 0N

y ambos minimos se alcanzan. Ademds, si v* es optimo para el problema de la derecha,
entonces Ayy* es un baricentro.
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DEMOSTRACION. Que el minimo de la izquierda se alcanza es el Teorema [12.2.1
Para el de la derecha, el costo ¢ es continuo y no negativo, y II(ju1, ..., uy) es no vacio
(contiene al producto), ajustado (mismo argumento que el Corolario y débil-
mente cerrado (mismo argumento que el Lema , de modo que la demostraciéon del
Teorema [2.3.9]se repite sin cambios; dejamos los detalles como ejercicio (Ejercicio[12.3)).

Desigualdad <. Sea v € II(1,...,un) con [cdy < oo, y sea u = Agvy. Como
|A(x)|> < 37, Mil@)? por convexidad, p € Po(R?). Para cada 7, la medida (p;, A) gy
pertenece a I1(u;, @), luego

W) < [ Jos = AGOP da (),

y sumando con los pesos, F(p) < [ ¢dy. Tomando infimo en v, min F < min [ cdy.

Desigualdad >. Sea u € P(R?) y sean ; € I(p, p;) planes 6ptimos, i = 1,..., N.
Todos tienen a p como primera marginal, y podemos pegarlos a lo largo de ella: existe
7 € P(R? x (RY)N) con (pg, pi)xy = m; para todo i, donde py es la proyeccion sobre
el primer factor. Esto es la version con N + 1 factores del Lema de pegado [A.3.T} se
desintegra cada 7; respecto de u, m; = 7/ @, y se define 5 = (®z ﬂf’) ® p; la demostra-
cién de que esto define una medida con las marginales pedidas es palabra por palabra
la del lema, y la dejamos como eJer01010 (Ejercicio [12.4). Sea v = (p1,...,PN)#7 €

1,5 pun). Por (12.5.1) con y = o,

II(p
/cdfy / c(xy,...,x d7</2)\\xl—xo\2d7 Z)\ /\xi—xo\zdm:]—"(u).

Luego min [ c¢dy < F(u) para toda p, y tomando minimo en x se obtiene la desigual-
dad.

El baricentro inducido. Si v* es 6ptimo, la desigualdad < aplicada a ~* da

F(Agy*) < [cdy* =min [ ¢dy = min F, luego Ax~* es un baricentro. O

OBSERVACION 12.5.2. El teorema traduce el problema de baricentro —una mini-
mizacion no lineal sobre Py(RY)— en un problema de transporte multimarginal, que es
un problema lineal en +. Esa es su virtud teorica: por ejemplo, para medidas discretas
el problema multimarginal es un programa lineal, y la dualidad de programacién lineal
del Capitulo 3| se aplica directamente. Su limitacion es practica: el nimero de variables
crece como el producto de los tamanos de los soportes, lo que lo hace inabordable para
N grande. Por eso en el Capitulo [13| calcularemos baricentros de otra manera.

12.6. Dos casos explicitos

12.6.1. Dimensi6n uno. Enlarecta, la formula W2(u, v) = |FL " F] I]H%Q(O D
del Ejemplo|[10.1.3|convierte el problema de baricentro en un problema de minimos cua-
drados en L%(0,1), cuya solucion es el promedio.

PROPOSICION 12.6.1 (Baricentro en dimension uno). Sean p,...,un € Po(R).
Entonces el baricentro de (p;, \;) es dnico y es la medida i cuya pseudoinversa es el
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promedio ponderado de las pseudoinversas:
N
F[E_u = Z i Flgi_l} en (0,1).
i=1

Equivalentemente, i = GuL' o1y con G =3, /\,L-F[i_l].

DEMOSTRACION. La funcién G es no decreciente y continua por la izquierda, por
serlo cada F};l] (la monotonia es inmediata de la definicion de pseudoinversa del Ca-
pitulo ; la continuidad por la izquierda es el Ejercicio M(a)), y G € L*(0,1) porque
cada F;[Lz._l] € L*(0,1) (su norma es el segundo momento de py;, por el Ejemplo
y la formula de dimension uno). Sea i = GxL(o1). Que ng_l] = G es una verifica-
cion directa a partir de la definicion de pseudoinversa y de la monotonia y continuidad
por la izquierda de G, que dejamos como ejercicio (Ejercicio [12.5(b)); en particular
i € Pa(R).

Sea ahora p € P2(R) cualquiera y escribamos H = F,E_l], G; = FL_I]. Por la formula
de dimension uno —valida en Py(R) por [19, Proposition 2.17|— y la identidad de la
varianza aplicada en cada s € (0,1) a los puntos G(s),

]—"(u):/o Z)\i|H(s)—Gi(s)|2d3:/0 |H(s)—G(s)|2ds+/O Z)\i‘G(s)—Gi(s)fds.

El segundo término no depende de p, y vale F(ji) (pues para o = f el primer término
se anula). Luego F(u) > F(ji), con igualdad si y solo si H = G en L?(0, 1), es decir, si
y solo si F,[fl] = Fl—[fu en casi todo punto, lo cual —por continuidad por la izquierda—
fuerza la igualdad en todo (0, 1) y, por la Proposicion o= ji. O

OBSERVACION 12.6.2. Notese que en dimensiéon uno la unicidad vale sin ninguna
hipotesis de continuidad absoluta, a diferencia del Teorema la recta es especial
porque el problema es lineal en las pseudoinversas. La formula dice que el baricentro de
Wasserstein promedia cuantiles, no densidades: por ejemplo, el baricentro de N (m1, 0?)

y N (my, 03) con pesos iguales es N'(Z1Fm2 (21502)2) pyes FA[;(1702)(3) =m+od(s)
con ® la distribucion normal estandar. La mezcla, en cambio, es bimodal si |m; — ma|

es grande.

12.6.2. Gaussianas. Para gaussianas en R? el baricentro sigue siendo gaussiano,
y su matriz de covarianza esté caracterizada por una ecuacion de punto fijo.

PROPOSICION 12.6.3 (Baricentro de gaussianas). Sean p; = N'(m;, %;) con 3, de-
finidas positivas, i = 1,...,N. Supongamos que ¥ es una matriz simétrica definida
positiva que satisface

N
(12.6.1) 2= A (EHimz)

=1

Entonces L = N (m, %), con m =Y, \imy, es un baricentro de (p;, \;).
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La ecuacion tiene una tnica solucion simétrica definida positiva |1, Theo-
rem 6.1]; junto con la unicidad del baricentro (que en este caso no compacto tam-
bién vale, por el resultado general citado tras el Teorema [12.3.2)), esto identifica com-
pletamente al baricentro de gaussianas. No demostraremos la existencia y unicidad
de la solucion de ([12.6.1)); en la practica se calcula por la iteracion de punto fijo

Yht1 =, )\i(Z,ﬁ/QZiE,IC/Q)l/{ que converge [2].

DEMOSTRACION. Reduccién al caso centrado. Por el Lema [10.1.4) para toda
v € P2(RY) con media m,, y parte centrada v,

Flv) = Z iy, —mal* + Z NWE (T, 1)

El primer sumando se minimiza en m, = m por la identidad de la varianza, y el segundo
depende solo de 7. Basta entonces probar que N (0, X)) es un baricentro de las medidas
centradas 1; = N (0, %;).

Los mapas de Brenier. Sea 1 = N(0,X). Por la Observacion [9.2.2) el mapa
Optimo entre py ji; es T;(xr) = A;x con

A = x12 (21/221‘21/2)1/22_1/2,

(A;x, x) convexa

que es simétrica definida positiva, de modo que T; = Vu; con w;(z) = %

y O,y (Ti)pp = i
La condicién de primer orden. Por ((12.6.1)),

Z >‘1Az = 271/2 <Z >\z (21/221.21/2)1/2)2*1/2 — 271/2 ) 271/2 _ I,

es decir, Y . \T;(z) = x para todo z. La Proposicién |12.4.1| concluye que g es un
baricentro. O

OBSERVACION 12.6.4. En el caso isotropo X; = 071 la ecuacion (12.6.1)) se resuelve
a mano: buscando ¥ = 021, queda o? = >, \jooy, es decir, 0 = Y. N0y, en acuerdo
con la férmula unidimensional de la observacién anterior. Si todas las ¥; conmutan
entre si, el mismo cdlculo en una base comtin de autovectores da L1/2 =" )\iZi/z. En
general, sin embargo, la soluciéon de no admite formula cerrada, y el baricentro
de gaussianas es ya un objeto que hay que calcular numéricamente.

Ejercicios
EJERCICIO 12.1 (Traslaciones y escala). Sean (u;, A;)Y, con p; € Po(R?).

(a) Probar que si T'(x) = Ax + b es afin con A lineal e invertible y u tiene media
my,, entonces Ty p tiene media Am,, + b.

(b) Probar que si ji es un baricentro de (u;, \;) v v; € RY, entonces Ty4fi con
U = > \v; es un baricentro de (7,24, \i), y que F cambia en Y, \;|v; — ]2
Sugerencia: Lema [10.1.4

(c) Deducir que la media de todo baricentro es > A\;m,, y que para calcular bari-
centros se puede suponer que todas las u; estan centradas. Probar también que
Dy4fu es baricentro de (Dygp, A;) para la dilatacion D,.
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EJERCICIO 12.2 (Dos medidas: el valor minimo). Sean juiy, o € Po(RY) y t € (0,1).
Probar que

mljin (1 - t)W22(/1’17V) + tW;(Va MQ) = t(l - t) WQQ(M17M2)7

y que el minimo se alcanza en el punto u, de la geodésica (Proposicion [12.1.3)). Suge-
rencia: para la desigualdad >, escribir Wa (g, po) < Wa (1, v) + Wa(v, p2) y minimizar
(1 —t)a® + tb* sujeto a a + b = Wa(uy, pa)-

EJERCICIO 12.3 (Existencia para el problema multimarginal). Completar la demos-
tracion del Teorema probar que IT(py, . .., 1) es no vacio, ajustado y débilmente
cerrado en P((RY)™), y que el funcional v — [ cdy es semicontinuo inferiormente, de
modo que el minimo se alcanza (repetir el argumento del Teorema [2.3.9)).

EJERCICIO 12.4 (Pegado de N planes). Sean y, g, ..., uxy € P(RY) y m; € I(p, ps)-
Desintegrando m; = 7/ @ p (Teorema , se define 7 = (®f\;1 /) ® p, es decir

/qnﬁ _ /R (/(Rd)N Dy 1. an) dnl (o) - de (o) ) dly).

Probar que 7 es una medida de probabilidad bien definida (medibilidad en y del inte-
grando) y que (po, p;)#7 = m para todo i, siguiendo la demostracion del Lema [A.3.1
Deducir que v = (p1,...,pn) 27 € H(p1, ..., un).

Ejercicio 12.5 (Detalles de la Proposicion [12.6.1)). Sea G =), ANELY con ;€
P2(R).

(a) Probar que cada F[i—”, y por lo tanto G, es no decreciente y continua por la
izquierda en (0,1) (Ejercicio [8.2)).

(b) Sea i = GxL|(0,1). Probar que F}f” =Gy que i € P2(R).

(c) Deducir que el baricentro de N gaussianas unidimensionales N(m;,0?) es la
gaussiana N(Z Aimi, (O /\iai)2), y que el baricentro de N medidas uniformes
en intervalos es uniforme en un intervalo.

EJERCICIO 12.6 (Gaussianas con covarianzas que conmutan). Sean u; = N(0,%;)
con ¥; definidas positivas que conmutan dos a dos (por ejemplo, todas diagonales).

(a) Probar que ¥ = (3, )\123/2)2 resuelve la ecuacion de punto fijo (12.6.1).

(b) Verificar directamente el criterio de la Proposicion los mapas Tj(z) =
23/253_1/21: son gradientes de funciones convexas, transportan N(0,X) en p; y
satisfacen > \,T; = id.

(¢) Comparar con el Ejercicio [12.5(c): el caso unidimensional es el caso d = 1 de
este ejercicio.

EJERCICIO 12.7 (El criterio multimarginal). Sea p € P»(R%) en las hipotesis de la

Proposicion [12.4.1} T; = Vu, con (T;)ppo = iy >, NT; = id. Seay = (Th, ..., Ty)pp €
P(R)Y).

(a) Probar que v € II(p1,...,un) vy que Apy = p, donde A(xy,....zx) =D Nz

(b) Probar que [cdy = F(u) para el costo ¢ de , y deducir del Teore-
ma [12.5.1| que v es un plan multimarginal 6ptimo.

(c) Comparar con el Ejercicio alli el plan 6ptimo estaba concentrado en un
hiperplano {>_ x; = v}; aqui, en el grafico de = — (T1(x),...,Tn(x)).
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EJERCICIO 12.8 (Cuantizacion y baricentros de Diracs). (a) Probar directamen-
te (sin usar el Teorema [12.3.2)) que el baricentro de masas de Dirac d,, es tnico
y es 5@7 T = Z)\zxz

(b) Sea € Po(RY) y v = ij:l bi0y,. Probar que Wi(u,v) > >, by Var(uly)
donde pu|; es la restriccion normalizada de p a la celda que el plan 6ptimo envia

a Y, con igualdad si y sélo si cada y; es el baricentro de su celda. Deducir la
condicion de optimalidad del Ejercicio [10.9{(c).

EJERCICIO 12.9 (WZ(u,-) no es convexo a lo largo de geodésicas). Sean p =
2(0=1,0) + 0(1,0))> Yo = 3(6(—1,1) + 61,-1)) ¥ v1 = 5(61,1) + O(~1,-1)) en R

(a) Probar que v, = %((5(_1”@1) + 6(1—2t,—1)) es una geodésica de Wy entre 1y y 1
(ies la anica?).

(b) Calcular Wi(u,v;) = 14+ 4min{t? (1 —¢)*} y concluir que t — W3(u,v4) no es
convexa: vale 1 en los extremos y 2 en t = %

(c) Comparar con el Lema (convexidad a lo largo de interpolaciones lineales)
y con el Ejercicio Este ejemplo muestra que la unicidad del baricentro
no puede probarse por un argumento de convexidad geodésica.

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cua-
derno Baricentros de Wasserstein (véase el Apéndice ; los enunciados figuran tam-
bién al final del cuaderno. Las referencias a secciones son a las del cuaderno.

EJercicio 12.10 (Rigidez en dimension uno). Para N medidas empiricas en R con
n dtomos cada una, mostrar que el plan multimarginal 6ptimo del Teorema [12.5.1] es el
comono6tono (empareja los k-ésimos datos ordenados de cada medida) y que Byvy* es
exactamente el promedio de cuantiles de la Proposicién Verificarlo resolviendo
el programa lineal multimarginal para n chico.

EJERCICIO 12.11 (Traslaciones). Probar que si se traslada cada p; por un vector v,
el baricentro se traslada por v = ). A\jv; v el valor minimo de F cambia en ). A\;|v; —
7)? (cf. Ejercicio . Deducir que para calcular baricentros basta centrar todas las
medidas, y verificarlo numéricamente.

EJERCICIO 12.12 (Convexidad del funcional). Elegir dos medidas v, v, (por ejem-
plo, dos de las gaussianas de la Seccion 3 del cuaderno) y graficar s — F((1—s)vy+suvy)
y s +— F(vs), donde vy es la geodésica de W, entre ellas. La primera es convexa por el
Lema [12.3.1] ;Lo es la segunda? Comparar con el Ejercicio [12.9

EJERCICIO 12.13 (Baricentros de formas). Discretizar dos o tres figuras planas (un
disco, un cuadrado, un tridngulo) como medidas uniformes sobre una grilla y calcular
su baricentro resolviendo el programa lineal del Teorema (ot.lp.barycenter).
Observar como crece el tamano del problema con la grilla; en el Capitulo se ve la
version entropica, que escala mucho mejor.






Capitulo 13
Transporte entrépico y el algoritmo de Sinkhorn

Los capitulos anteriores han sido, casi por completo, teoria de existencia. Este
altimo capitulo trata del calculo: dadas dos medidas discretas, jcomo se calcula efec-
tivamente un plan 6ptimo, o al menos el costo 6ptimo? Vimos en el Capitulo [3| que
el problema discreto es un programa lineal, y por lo tanto puede resolverse con los
algoritmos generales de la programacion lineal. Pero esos algoritmos tienen un costo
que crece rapidamente con el tamano de los soportes —para soportes de n puntos hay
n? variables—, y en las aplicaciones actuales n es del orden de 10* o maés.

La idea que cambio6 el panorama computacional del transporte 6ptimo, propuesta
por Cuturi [8] a partir de trabajos mucho mas antiguos de Schrédinger y de Sinkhorn,
consiste en regularizar el problema agregando un término entrépico. El problema regu-
larizado tiene una solucién tnica de forma explicita —exponencial en los potenciales
duales—, y sus condiciones de optimalidad se resuelven por un algoritmo de punto fijo
de una simplicidad extraordinaria: alternar dos normalizaciones de una matriz. El pre-
cio es que se resuelve un problema aproximado; pero la aproximaciéon mejora cuando
el parametro de regularizaciéon tiende a cero, y en ese limite se recupera exactamente
la teoria de los Capitulos 3]y

Trabajaremos en el caso discreto, que es el que se computa, y seguiremos en buena
medida el libro de Peyré y Cuturi [17]. El capitulo cierra con el célculo de baricentros
de Wasserstein, que conecta con el Capitulo [12}

13.1. El problema entrépico

Marco discreto. Fijamos puntos zq,...,2, € X e y1,...,ym € Y, pesos a € R",

b€ R™ con
a; >0, bj>0, Zai:ijzl,
? J
y una matriz de costos C' = (¢;;) € R™™, ¢;; = ¢(x;,y;). Como en el Capitulo
identificamos las medidas p =Y, a0, v =) ;bj0y; con los vectores a,b y los planes
de transporte con matrices:

(a,b) = {7T e R™™: my; >0, Zﬂz’j = Q, Zﬂij = bj}'
j i

Escribimos (C,m) =, ¢ijmi; para el costo de un plan, de modo que el problema de
Kantorovich es

OT(a,b) = min (C,m).

m€ell(a,b)
La hipotesis a;,b; > 0 no quita generalidad —los puntos con peso nulo se descartan—
y evita casos degenerados en todo lo que sigue.

151
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Entropia relativa.

DEFINICION 13.1.1 (Entropia relativa). Sea m € Il(a,b). La entropia relativa (o
divergencia de Kullback-Leibler) de m respecto del plan producto a®b, (a®b);; = a;b;,

es
Limla®b) = ijlog Wj

con la convencion 0log0 = 0.

LEMA 13.1.2. La funcion m — KL(7 |a ® b) es continua en 11(a,b), estrictamente
convera, no negativa, y se anula unicamente en m = a ® b.

DEMOSTRACION. Escribiendo KL(w|a ® b) = Y, a:b; h(mi;/(a:b;)) con h(s) =
slog s, la continuidad y la estricta convexidad se heredan de h, que es continua en
[0,00) v estrictamente convexa por tener h”(s) = 1/s > 0. Para la no negatividad
usamos la desigualdad de Jensen para la funcion convexa h y la medida de probabilidad

a® b:
Tij i\ B
S b, h( 1b]> > h(Za b, b]> = h(1) =0,
4] ij
con igualdad, por la estricta convexidad, si y solo si m;;/(a;b;) es constante, y esa
constante debe ser 1 porque ambas son medidas de probabilidad. 0]

DEFINICION 13.1.3 (Problema entrépico). Para ¢ > 0, el problema de transporte
entropico es
OT.(a,b) = min {<C,7r> +5KL(w\a®b)}.
w€ll(a,b)
PROPOSICION 13.1.4 (Existencia y unicidad). Para todo € > 0 el problema entro-
pico tiene un dnico minimizador 7 € 1l(a,b), y todas sus entradas son estrictamente
positivas.

DEMOSTRACION. El conjunto II(a, b) es un politopo compacto y no vacio (contiene
aa®b),y el funcional es continuo (Lema , luego alcanza su minimo. Es ademas
estrictamente convexo, por ser suma de la funcion lineal 7 — (C,7) y de € veces una
funcién estrictamente convexa, y un funcional estrictamente convexo en un conjunto
convexo tiene a lo sumo un minimizador.

Para la positividad, supongamos que 7 ; = 0 para algan par (10, Jo), y considere-
mos 1 = (1 — )7 +t(a ®0b) € l(a,b) para t € (0,1). La funcion t — (C,m;) es afin,
y la derivada de t — KL(m; |a ® b) en t = 07 es

£

Z(aibj - ij)< aibj>’

ij
que vale —oo porque el término (i, jo) es a;,b;,(1+1og0) = —oo y los demaés son finitos.
Luego el funcional decrece estrictamente al moverse de 7° hacia a ® b para t pequeno,
contradiciendo la minimalidad. 0

Comparemos con el problema sin regularizar. El minimo de un funcional lineal sobre
un politopo se alcanza en un vértice, y los vértices de II(a, b) son planes muy dispersos
(con a lo sumo n+m — 1 entradas no nulas; para n = m y pesos uniformes, matrices de
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permutacion, por el teorema de Birkhoff del Capitulo . El plan entrépico, en cambio,
tiene todas las entradas positivas: la entropia «reparte» la masa. Cuanto menor es &,
menos reparte, y en el limite recupera un vértice; ese es el contenido de la Seccion [13.4]

13.2. Dualidad entrdépica

La forma explicita del plan entropico se obtiene, como en los Capitulos [3] y [6]
introduciendo multiplicadores para las dos restricciones de marginales.

TEOREMA 13.2.1 (Forma del plan entropico y dualidad). Sea € > 0.

1. Ezisten vectores ¢ € R™ y ¢ € R™, 4inicos salvo la transformacion (¢° +
s, 9% — s) con s € R, tales que el plan entrdpico es
o + 5 — Cz’j)
6 7
2. Definiendo el funcional dual entrépico

(13.2.2) D.(p,0) = Zaigoi + ijwj - 5Zaibj exp<90i +¢8j - Cij) + €,
J 4.J

]

1)

(13.2.1) T = ab; exp(

se tiene la dualidad fuerte
OTg(a7 b) = max ,Ds<§07 2/})7

(p)eR™ xR™

y el mdzimo se alcanza exactamente en los pares (¢°,1°) del item 1.

Los vectores ¢, 1° se llaman potenciales entropicos. Antes de la demostracion,
observemos que (|13.2.1)) es exactamente la situacion de la Proposicion : el plan
entropico tiene densidad exp((¢§ + ¢5 — ci5)/e) respecto del producto a ® b. Notemos
también que en (13.2.2)) no hay ninguna restriccion sobre (¢, 1): la desigualdad ¢;+1); <
c;; del dual de Kantorovich ha sido reemplazada por una penalizacidn exponencial que
castiga suavemente su violacion.

DEMOSTRACION. Paso 1: condiciones de primer orden. Sea 7° el minimizador,
que tiene todas sus entradas positivas (Proposicion [13.1.4)), de modo que el funcional
G(m) = (C,m) + eKL(7 | a ® b) es diferenciable en un entorno de 7, con

oG

87%-

7T2'j
T :c--+5(1+10 —)
() ij g a:b;
Las restricciones de marginales son lineales e independientes salvo por una relacion (la
suma de todas las filas y la de todas las columnas dan ambas 1), y 7° es un punto
interior del ortante. Por el teorema de los multiplicadores de Lagrange, existen o € R"

y 5 € R™ tales que

e

cij + 5(1 + log ij ) =o; + 55 para todo i, j,
a;0;
es decir, 7§; = a;b; exp((a;+8; —e—c;;)/e). Poniendo ¢ = o —e y 45 = f3; obtenemos

(13.2.1).

Paso 2: verificacion directa y dualidad débil. El argumento anterior es la
manera de descubrir la forma del plan; para que la demostracion no dependa del
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teorema de Lagrange, verificamos ahora directamente que si (¢, ?) es un par cualquiera
y 7 € I(a, b) es cualquier plan, entonces

(13.2.3) D.(p,¢) <(C,m) + e KL(m |a ®b),

con igualdad si y solo si m;; = a;b;exp((¢; + ¥; — ¢i;)/€) para todo i,j. En efecto,
escribamos 0;; = a;b; exp((¢; + 1; — ¢;5) /) > 0. Usando que 7 tiene marginales a y b,

Zaz‘% + Z bﬂ/}j = Zm‘j(‘ﬂi + @/Jj) = Zﬂij (cij + elog %)7
J i iVj

% i

de modo que

(Cym) + eKL(m|a®b) — D(p, ) =€ Z(ﬂ'ij log % — T + 9@).
ij K
Cada sumando es no negativo, pues slog(s/0) — s+ 6 > 0 para s > 0, § > 0, con
igualdad sélo si s = @ (es la desigualdad logr < r — 1 con r = 6/s, o la convexidad de
slog s). Esto prueba (13.2.3)) y la caracterizacion de la igualdad.

Paso 3: dualidad fuerte. Por el Paso 1, el par (¢, ¢°) y el plan 7° satisfacen
la condicion de igualdad del Paso 2, luego D.(¢°,1°) = OT.(a,b). Por (13.2.3) con
m = 7%, todo otro par (¢, ) satisface D.(¢,¢) < OT.(a,b). Esto prueba la dualidad
fuerte y que (¢°,1°) realiza el maximo.

Paso 4: unicidad salvo constantes. Si (¢, ) realiza el maximo, entonces vale
la igualdad en (13.2.3) con m = 7°, luego 7; = a;b; exp((w; + ¥; — ci5)/€) para todo
i, J, es decir, ¢; +1; = ¢; + 5 para todo i, j. Restando la identidad para (i,7) y para
(40, J) se obtiene @; — 5 = @i, — @5 = s para todo i, y entonces ¢; — 95 = —s para
todo j. 0

OBSERVACION 13.2.2 (La notacion de Peyré—Cuturi). En la literatura computacio-
nal es habitual escribir el plan entrépico como

7° = diag(u®) K* diag(v®), K, = e~Ciile, uf = a;e?i/e, v = beVi/e,

que es escrita matricialmente: el plan es la matriz K¢ —el nicleo de Gibbs del
costo— reescalada por filas y por columnas. Los vectores u®, v® se llaman escalamientos.
Peyré y Cuturi [17] usan el regularizador —¢H (7) con H(m) = — > m;;(logm;; — 1) en
lugar de eKL(7 |a ®b); ambos difieren en una funcién afin de 7 que es constante sobre
II(a,b) (pues > m;;log(ab;) = > a;loga; + > b;logb; para todo plan), de modo que
tienen el mismo minimizador 7¢ y los mismos escalamientos, salvo por los factores a;, b;
que en su convencion se absorben en u, v.

La lectura via la c-transformada. Reordenemos las condiciones de optimalidad
de una manera que las conecte con el Capitulo @ La condicion de marginal > | T = G

se lee, usando ((13.2.1)) y dividiendo por a; > 0,
ePile Z byei—cille =1, es decir, 0; = —5logz b; elVi—ei)/e,
J J

Andlogamente, la condiciéon sobre las columnas da 15 = —clog ), a;el?i—cis)/e Esto
motiva la siguiente definicion.
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DEFINICION 13.2.3 (c-transformada suavizada). Para e > 0y ¢ € R, ¢ € R™,
definimos

(p);° = —clog Y azeP=ells ()i = —clog Y beltiells,
i=1 j=1

Con esta notacion, las condiciones de optimalidad dicen que los potenciales entro-
picos son c-transformadas suavizadas uno del otro:

(1324) ws _ (sos)c,i g05 _ (ws)é,s,
exactamente como los potenciales de Kantorovich satisfacen ¢ = ¢¢, ¢ = ¢ (Capitu-
lo @ El nombre se justifica por el siguiente lema.

LEMA 13.2.4 (El limite del soft-min). Para todo ¢ € R™ y todo j,

) 1 o ,
min{c;; — @i} — elog i S (¢);" < minfe; — @i},

y en particular ()" — @5 = mini{c;j — @i} cuando € — 0%, uniformemente en ¢. Lo
mismo vale para la c-transformada suavizada.

DEMOSTRACION. Sea M; = min;{c;; — ¢;}. Cada término de la suma satisface
elvi=ci)/e < e=Mi/= v e] término que realiza el minimo vale exactamente e~ /¢, Luego

(2 (2
y tomando —e log (que invierte las desigualdades) se obtienen las dos cotas. Como las
cotas encierran a (¢)7° en un intervalo de longitud ¢log(1/min; a;) alrededor de M,
la convergencia es uniforme. O

La operacion —elog > a;e /% es un minimo suavizado (soft-min) de los nimeros
zi = ¢;; — it para € grande promedia, para € pequeno selecciona el menor. Asi, la
iteracion ([13.2.4)) es la version suavizada de la mejora de potenciales ¢ — ¢ de la
Proposicion y el funcional dual entropico (13.2.2)) es la version suavizada del dual
de programacion lineal del Capitulo [3} en la Seccion veremos que cuando £ — 0
una cosa converge a la otra.

13.3. El algoritmo de Sinkhorn

Las relaciones (|13.2.4) sugieren inmediatamente un algoritmo: partir de un v arbi-
trario y alternar

(13.3.1) gp(kJrl) - (¢(k))c’€, ¢(k+1) _ (Qp(k—&-l))c,s.

En la notacion de la Observacion [13.2.2) con u = ae?/¢, v = be¥/* (productos entrada
a entrada), las mismas relaciones se escriben

k+1) _ @ (k+1) _ b
(13.3.2) u = Koo v = (KA Tatr

con divisiones entrada a entrada. Este es el algoritmo de Sinkhorn: cada paso normaliza
las filas de la matriz diag(u)K*® diag(v) para que sumen a, o sus columnas para que
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sumen b. Cada iteracién cuesta dos productos matriz-vector, y no requiere resolver
ningin sistema lineal ni programa lineal.

Hay dos maneras de entender por qué converge. La primera es que (|13.3.1)) es la
mazximizacion alternada del funcional dual D.: fijado 1, el maximo de ¢ — D.(¢p, 1)
se alcanza exactamente en ¢ = (¢)%¢, y viceversa.

LEMA 13.3.1. Para ¢ € R™ fijo, la funcion ¢ — D.(p, ) es estrictamente concava
en R"™ y su inico mazimizador es p = ()¢, Andlogamente, para ¢ fijo, 1 — D.(p, 1)
tiene tdnico mazimizador v = (¢)“°.

DEMOSTRACION. Escribamos S; = Zj bje(wﬂ'_‘fij)/‘E > (. Como funcion de p;, D, es

aip; — £a;S; €9 + (términos que no dependen de ¢;),

que es estrictamente concava (su segunda derivada es —“iTSie‘Pi/ € < 0), y las variables
©1,...,pn estan separadas. La derivada respecto de ; se anula si y solo si S; e?/¢ = 1,
es decir p; = —clog S;, que es la definicion de (). O

En consecuencia, D.(o®, 1)*)) es no decreciente en k, y acotado por OT,(a, b) (Teo-
rema[l13.2.1)). Eso garantiza la convergencia de los valores del dual; para la convergencia
de los iterados necesitamos un poco mas, y ésa es la segunda manera de entender el
algoritmo: como una iteracion de punto fijo con un tnico punto fijo.

TEOREMA 13.3.2 (Convergencia del algoritmo de Sinkhorn). Sea () € R™ arbi-
trario y sean (o™ ") los iterados de (13.3.1)). Sea 7 el plan

k k
905 )+77Z)](')_Cij>
. )

ﬂff) = a;bj exp <

Entonces ) — 7 cuando k — oo, y eziste una sucesion de constantes s, € R tal
que (o) + sp p® — 51) — (¢°,1)°) para una eleccion adecuada de la constante de
normalizacion de los potenciales entrdpicos.

DEMOSTRACION. Paso 1: normalizacién. El funcional D. y el plan 7 son

invariantes por (¢, %) — (¢ + 8,1 — s), y la iteracion ((13.3.1) conmuta con esa trans-
formacion (si se reemplaza 1)¥) por 1)®) — s, se obtiene p*+1) 45 y (1) —5). Podemos
entonces normalizar los iterados imponiendo, por ejemplo, wgk) = 0 para todo k > 1,
sin cambiar los planes 7(®) ni los valores del dual. Normalizamos del mismo modo los
potenciales entropicos: 5 = 0, lo cual los determina univocamente (Teorema
item 1).

k) tiene columnas

Paso 2: los iterados estan acotados. Para k& > 1 el plan
correctas: WEJ’-C) = b;, porque ) = (p*))ee eg exactamente la normalizacién por

columnas. En particular ﬂgf) < b; <1 para todo 1, j, es decir,

gpgk) + w](.k) < ¢ +elog =M para todo 1, J,

a;0;

donde M no depende de k. Por otra parte, de la definicion de la c-transformada

suavizada y el Lema [13.2.4] wj(.k) > min;{c;; — gpgk)} — clog mﬁlmi y analogamente
(k—1)

(k) ) ! ) N
¢; = ming{cy; — ;7 7} —¢elog i, Combinando estas cotas con la normalizacion
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gogk) = 0: de la cota superior con ¢ = 1, w§k) < M — ¢;; para todo j; luego de la cota

inferior de *+1), %("f“) > min;{c;; — M + ¢1;} — elog mﬁllb_; y de la cota superior
J
con ese ¢ acotado inferiormente, los ¢/ quedan acotados inferiormente también, y de

la cota inferior de v los ¢ quedan acotados superiormente. En resumen, existe R > 0,
independiente de k, con |g0§k)|, |¢§k)| < R para todo 7,7 y todo k > 2.

Paso 3: todo punto limite es el 6ptimo. Sea ($,?)) un punto limite de la
sucesion acotada (go(k),w(k)), a lo largo de una subsucesion ky. La sucesion d =
D. ("™, p*)) es no decreciente (Lema y acotada, luego converge a un valor
d*. Por continuidad de D, y de las c-transformadas suavizadas,

D.(@, ) = d* = lim D. ("), ™)) = D (), ),

donde usamos que dp < D.(p*+1) ¢*) < d,; —ambos pasos intermedios de la
iteracion no disminuyen el dual— y que @*+1) = (yp(k))ee 5 ()%, Por la unicidad
del maximizador en el Lema ¢ = (¥)%. Del mismo modo, ¥ = (p)**. Es
decir, (¢, ) satisface (13.2.4), de modo que el plan 7;; = a;b;el?i*¥i~¢i)/e pertenece
a II(a,b) y, por el Paso 2 de la demostracion del Teorema realiza la igualdad
en (13.2.3): es el plan entropico, @ = 7, y ($,4) es un par de potenciales entrépicos.
Con la normalizacién ¢; = 0 (que se preserva en el limite), la unicidad del item 1 del

Teorema da (@,9) = (¢°,9°).

Paso 4: conclusion. Una sucesion acotada en R™ x R™ cuyos puntos limite se re-
ducen a uno solo converge a ese punto. Luego (¢®, 1)) — (¢, 9°), y por continuidad
k) — 7=, O

OBSERVACION 13.3.3 (Tasa de convergencia). El teorema anterior no dice nada
sobre la velocidad de convergencia. Se sabe que es lineal: existe k € (0,1) tal que la
distancia entre (¢, *)) y el 6ptimo, medida en una métrica adecuada, decrece como
x*. La demostracion clasica, debida a Franklin y Lorenz [11], muestra que la aplicacion
v b/((K%)"(a/K*v)) es una contraccion para la métrica proyectiva de Hilbert en el

Kir Ky
KKy ®
Como A es del orden de ||C|| /¢, la tasa se deteriora exponencialmente cuando € — 0:
cuanto méas cerca del problema exacto, mas lento el algoritmo. Este es el compromiso
fundamental del método, que en la practica se maneja combinando valores decrecientes
de ¢ y realizando los calculos en el dominio logaritmico, es decir, directamente sobre
(¢,v) mediante (13.3.1)), para evitar los desbordamientos numéricos de e~%/¢, Véase
[17, Chapter 4].

cono de vectores positivos, con constante k = tanh(A/4), donde A = log méx;x

13.4. Los limites ¢ >0y ¢ — o0

El problema entropico interpola entre dos problemas que ya conocemos: cuando
€ — oo domina la entropia y el plan tiende al producto a ® b; cuando € — 0 domina
el costo y el plan tiende a un plan 6ptimo del problema de Kantorovich. El segundo
limite es el que hace del algoritmo de Sinkhorn un método para calcular transporte
optimo.

PROPOSICION 13.4.1 (Limite ¢ — o0). 7 — a ® b cuando £ — 0.
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DEMOSTRACION. Por optimalidad de 7€ comparado con a®b, cuya entropia relativa
es cero,
eKL(*[a®b) < (C,a®b) — (C,n%) < 2[|C]|,
luego KL(7¢ |a ® b) < 2||C||/e — 0. Como II(a, b) es compacto, todo punto limite 7
de 7¢ satisface KL(7 |a ® b) = 0 por continuidad, y por el Lema 7T =a®b. Una
sucesion en un compacto con un tnico punto limite converge a él. O

Para el limite ¢ — 0 hay una sutileza: el problema de Kantorovich puede tener
varios planes 6ptimos, y hay que identificar a cudl de ellos converge n°. La respuesta
es la mas natural: al de mayor entropia.

TEOREMA 13.4.2 (Limite ¢ — 0). Sea 11°(a,b) C Tl(a,b) el conjunto (no vacio,
convexo y compacto) de planes dptimos del problema de Kantorovich OT(a,b). Enton-
ces:

1. OT.(a,b) — OT(a,b) cuando ¢ — 0F; mds precisamente,

0 < OT.(a,b) — OT(a,b) < e log—
min; a;

(para pesos uniformes a; = 1/n, la cota es elogn).
2. ¢ — 7 cuando € — 0T, donde ©° es el inico plan dptimo de mdzima entropia:

7 = argmin{KL(7 |[a®b) : 7€ 11%a,b)}.

DEMOSTRACION. El conjunto I1°(a, b) es el conjunto de minimizadores de una fun-
cion lineal continua sobre el politopo compacto I1(a, b): es no vacio, cerrado y convexo.
Sobre él, KL(- |a ® b) es continua y estrictamente convexa (Lema [13.1.2)), luego tiene
un dnico minimizador 7°.

Item 1. La desigualdad OT. > OT es inmediata, pues KL > 0. Para la otra,

comparamos con m:

OT.(a,b) < (C,7°) + eKL(7° |a ® b) = OT(a, b) + eKL(7" | a ® b),
y basta acotar la entropia relativa de cualquier plan © € Il(a,b): como m;; < b; (su-

mando en i), se tiene = < L < L v phor lo tanto

a;b; — a; — min;a;

1 1
(rla®b) = Z Tij 1082 Z ™ ) log min; a; log min; a;

(Intercambiando los roles de a y b se obtiene también la cota con min; b;.)

Item 2. Sea 7 un punto limite de 7¢ a lo largo de una sucesion e, — 0: existe por
compacidad de II(a, b).

Primero, 7 € I1°a,b): por el item 1 y la no negatividad de la entropia relati-
va, (C,7%) < OT,(a,b) — OT(a,b), y pasando al limite por continuidad, (C,7) <
OT(a,b), luego T es 6ptimo.

Segundo, T minimiza la entropia relativa en I1°(a, b): por optimalidad de 7*¢ com-

parado con 7,

(C,7%) 4+ g KL(7% | a @ b) < (C,7°) + KL(7" | a ® b),
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y como {C, 7%¢) > OT(a,b) = (C,7%), resulta KL(7** |a®b) < KL(7° | a®b) para todo
¢. Pasando al limite por continuidad, KL(7 | a®b) < KL(7°| a®b), y como 7 € 11°(a, b)
y 7 es el @inico minimizador alli, # = 7.

Todo punto limite de 7 es 7°; por compacidad, 7¢ — 7°. O

OBSERVACION 13.4.3 (Los potenciales entropicos convergen a potenciales de Kan-
torovich). El Teorema tiene una consecuencia para el problema dual que cierra
el circulo con el Capitulo[5} Normalicemos los potenciales entrépicos con ¢ = 0. Un ar-
gumento idéntico al Paso 2 de la demostracion del Teorema muestra que (°, 1)°)
estd acotado uniformemente para ¢ € (0, 1]. Sea (¢, 4?) un punto limite cuando ¢ — 0.

Por y la convergencia uniforme del Lema

W= =0
es decir, (©° 1Y) es un par admisible de potenciales c-concavos en el sentido del Ca-
pitulo . Ademas, de (|13.2.1)), para cada par (7,j) con W% > 0 se tiene ¢log sz =
@5 + Y5 — i — 0 (pues 75; — ﬂ?j > 0), de modo que ? + w;) = ¢;; sobre el sopor-
te de 7. Por el criterio de optimalidad (Proposicion en su version discreta del
Capitulo ), (¢°, 1Y) es un par de potenciales de Kantorovich 6ptimos.

Esto proporciona una demostracion de la existencia de potenciales de Kantoro-
vich en el caso discreto que no pasa por la dualidad fuerte de programacion lineal: los
potenciales se obtienen como limite de los potenciales entrépicos, cuya existencia es
elemental. Y muestra que el algoritmo de Sinkhorn, para £ pequeno, calcula simulté-
neamente el plan 6ptimo y los potenciales duales del problema de Kantorovich.

OBSERVACION 13.4.4 (Interpretacion probabilistica: el puente de Schrédinger). El
problema entropico admite una lectura en el espiritu de la Seccion [I.4] La entropia
relativa KL(7 |a ® b) mide cudnto se aleja el acoplamiento 7 de la independencia;
minimizar (C, m)+cKL es buscar la ley conjunta de (X,Y') con marginales dadas que sea
«lo més independiente posible» sujeta a un costo esperado bajo. Con c(z,y) = |z — y|?
y € proporcional a la temperatura, 7° es la ley de los extremos de un movimiento
browniano condicionado a tener marginales a y b en los tiempos inicial y final: éste es el
problema del puente de Schriodinger (1931), que precede a la formulacion de Kantorovich
en mas de una década. La relacion entre ambos problemas y el limite £ — 0 como limite
de temperatura cero estan desarrollados en [14].

13.5. Baricentros entrépicos

Terminamos con la aplicacion que motivo buena parte del desarrollo computacional
reciente: el calculo de baricentros de Wasserstein del Capitulo [12] Como alli, fijamos
medidas i1, ...,y y pesos Ay, ..., Ay > 0con Y A\ = 1. Para hacer el problema finito-
dimensional, suponemos que todas las medidas estan soportadas en un mismo conjunto
finito de puntos {z1, ..., z,} —una grilla— y buscamos el baricentro también entre las
medidas soportadas en la grilla. Identificamos entonces ji;, con un vector b¥ € R" de
pesos positivos, la incégnita ¢ con un vector a en el simplex

En:{ae]R": a; > 0, Zaizl},

y el costo es la matriz Cj; = |2 — 2|
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DEFINICION 13.5.1 (Baricentro entrépico). El baricentro entropico de (b*,\) con
parametro € > 0 es el minimizador de

N
Fela) =) MOT.(a,b"), a€l,
k=1

Para ¢ = 0, con OTy = OT, ésta es la version discreta del funcional de baricentro
del Capitulo [12] restringido a la grilla.

PROPOSICION 13.5.2. Para todo € > 0, la funcién a — OT.(a,b) es conveza en ¥,
para cada b fijo, y F. alcanza su minimo en ¥,,.

DEMOSTRACION. La funcion (a,7) +— (C,7) + eKL(7|a ® b) es convexa con-
juntamente en (a,7): el primer término es lineal y, en el segundo, cada sumando
mijlogm;; — m;loga; — m;;logb; es convexo en (m;;,a;): el altimo término es lineal
en m;;, y los dos primeros suman m;;log(m;;/a;), donde (p,q) — plog(p/q) es convexa
en {p > 0, ¢ > 0} por ser la perspectiva q f(p/q) de la funcién convexa f(p) = plogp
(Ejercicio[13.5.3)). El infimo en 7 de una funcion conjuntamente convexa de (a, ), sobre
un conjunto de restricciones convexo en (a, ) (las marginales son lineales en (a, 7)),
es una funciéon convexa de a. Luego OT.(-,b) es convexa, y F. también.

Para la existencia del minimo basta ver que a — OT.(a, b) es semicontinua inferior-
mente en Y, que es compacto. Sean a‘ — a en 3, y 7 € II(a’, b) 6ptimos. Pasando
a una subsucesion, ¢ — 7, y necesariamente 7 € II(a, b). Como (p, q) — plog(p/q) es
semicontinua inferiormente en {p > 0, ¢ > 0} (con los valores +oo sig=0<py 0 si
p = 0; en efecto, es continua donde ¢ > 0 y la desigualdad plog(p/q) > p — q, que sigue
de logx > 1 — 1/x, da el limite inferior correcto en ¢ = 0),

OTc(a,b) < (C,m)+eKL(r | a®b) < lim inf ((C, 7°)+eKL(n" | a‘®b)) = lim inf OT.(a",b),
que es la semicontinuidad buscada. O

EJERCICIO 13.5.3. Sea f: (0,00) — R convexa. Probar que su perspectiva g(p,q) =
q f(p/q) es convexa en {p > 0, ¢ > 0}, y deducir que (p, q) — plog(p/q) es convexa en
{p>0,q>0} (con 0log0 = 0).

OBSERVACION 13.5.4. La convexidad de a — OT.(a,b) —y de su anélogo sin regu-
larizar a — OT(a, b)— es la contraparte discreta del Lema[12.3.1} el costo de transporte
es convexo respecto de la estructura lineal de las medidas. Si ademas alguna de las b*
tiene todas sus entradas positivas, se puede probar que F. es estrictamente convexa y
el baricentro entrépico es nico; no lo haremos.

El baricentro entropico se calcula con una variante del algoritmo de Sinkhorn debida
a Benamou, Carlier, Cuturi, Nenna y Peyré [4]. La idea es escribir cada uno de los
N planes en la forma 7% = diag(u*)K* diag(v*) e imponer alternadamente las dos
condiciones: que la segunda marginal de 7% sea b*, y que las primeras marginales de
todos los 7% coincidan entre si. La segunda condicién, junto con la estructura entrépica,
identifica la marginal comtn como una media geométrica ponderada.

Algoritmo (Sinkhorn para baricentros). Inicializar v* = 1 para
todo ky a = %1. Repetir:
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1. Para cada k: u* < et
bk

(Ks)Tuk ’

3. Actualizar la marginal comtin como media geométrica ponderada:

2. Para cada k: vF <

N
a H(uk ©) Kevk)Ak,
k=1
con producto ® y potencias entrada a entrada.

Cada paso es una proyeccion, en el sentido de la entropia relativa, sobre uno de los
conjuntos de restricciones; el algoritmo es un caso de proyecciones de Bregman iteradas,
y su convergencia al baricentro entropico estd demostrada en [4]. No reproducimos la
demostracion; el cuaderno de computo que acompana al curso implementa el algoritmo
y verifica numéricamente que, para £ pequeno, recupera los baricentros explicitos del
Capitulo el promedio de cuantiles en dimensién uno y el punto fijo gaussiano.

OBSERVACION 13.5.5 (Un balance). Las notas empezaron con el problema de Monge
y terminan con un algoritmo que alterna normalizaciones de una matriz. Vale la pena
mirar hacia atrds y ver que el algoritmo es la teoria: los escalamientos u,v son los
potenciales de Kantorovich de los Capitulos [f| y [ exponenciados; el paso de Sinkhorn
es la mejora de potenciales p — ¢©°° suavizada; la forma del plan es la condicion de
saturacion ¢;+1; = ¢;; relajada; el limite € — 0 recupera el plan 6ptimo de Kantorovich
y sus potenciales; y el baricentro entrépico es el baricentro de Agueh—Carlier con un
término que lo hace calculable. La estructura variacional que se desarroll6 a lo largo
del curso no es un preadmbulo al calculo: es lo que el calculo efectivamente computa.

Ejercicios

EJErRcICIO 13.1 (Propiedades de la entropia relativa). Sean a € R", b € R™ con
entradas positivas y 7 € I(a, b).

(a) Probar que KL(m|a®b) =}, mjlogm; — >, a;loga; — 3, bjlogby; es decir,
sobre II(a, b) la entropia relativa difiere de la entropia negativa ) m;; log m;; en
una constante. Deducir que el regularizador de Peyré-Cuturi de la Observa-
cion produce el mismo minimizador 7°.

(b) (Desigualdad de Pinsker.) Probar que |7 —a®b||? < 2KL(7 | a®b). Sugerencia:
reducirlo al caso de dos puntos (agrupar segun el signo de m;; — a;b; y usar la

convexidad de KL) y estudiar la funcion ¢ — ¢ log % +(1—t)log 11%; —2(t —p)>.

(c) Deducir de (b) y de la Proposicion|13.4.1|1a velocidad |7 —a®b||; < 24/]|Cl|o0/e-
(d) Probar que la cota KL(m|a ® b) < log —1— usada en el Teorema [13.4.2] es

optima: para a = b uniformes en n puntos y 7 una matriz de permutacion
dividida por n hay igualdad.

EJERCICIO 13.2 (El valor entropico como funcion de ¢). (a) Probar que e — OT(a,b)
es no decreciente y concava en (0,00) (es un infimo de funciones afines de ¢), y
que
d

d_s()TS(a’ b) = KL(7° |a®b)
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donde sea derivable.

(b) Deducir que & — KL(7° |a ® b) es no creciente y que € — (C,7°) es no decre-
ciente: al aumentar la regularizacion el plan se vuelve mas “desordenado” y mas
caro.

(c) Probar que lim._,o, OT(a,b) = (C,a®b) y que lim._,o OT.(a,b) = OT(a,b), y
que ambas convergencias son monotonas.

EJercIcIO 13.3 (El soft-min). Con la notacion de la Definicion [13.2.3

(a) Probar que (p+5)“° = (¢)“°—s para s € R, y que p < ¢ implica (¢)>¢ > (p)*F.

(b) Probar que ¢ — (¢);° es concava y de clase C*°, y calcular su gradiente:
es (menos) el vector de probabilidad (a;e(?i=¢)/e/ 3™ ake(“"k_ckj)/a)i, la j-ésima
columna normalizada del plan. Comparar con la c-transformada ¢§ = min;{c¢;;—
©i}, que no es diferenciable.

(c) Probar que ¢ — () es 1-Lipschitz para la norma || - ||, y que para e — oo,

(¢)5° — >_; ai(cij — ¢;): el soft-min tiende al promedio.

EJERCICIO 13.4 (Unicidad de los potenciales entropicos). Sean (¢, 1) y (¢',¢') dos
pares tales que aibje(%*wf_cif)/a y aibje“”ﬁw;_cij)/e son ambos planes de II(a, b).

(a) Probar que ambos planes coinciden (son el unico minimizador 7¢), y deducir
que @; + ;= @; + Y’ para todo (i, j).

(b) Concluir que (¢',¢') = (¢ + s,% — s) para algin s € R. Contrastar con el
caso ¢ = 0 (Ejercicio , en el que los potenciales pueden no ser tnicos: ;qué
propiedad del plan entrépico lo explica?

(c) Probar que si a = by C es simétrica, entonces ¢° = 1)° con la normalizacion
adecuada, y que en ese caso una iteracion de Sinkhorn puede escribirse con un
solo potencial.

EJercICIO 13.5 (Los potenciales entropicos convergen a potenciales de Kantoro-
vich). Completar los detalles de la Observacion |13.4.3]

(a) Normalizando ¢ = 0, probar que (¢°, 1¥°) esta acotado uniformemente para ¢ €
(0, 1]. Sugerencia: 1° = (¢°)“° y el Lema dan |1 —(¢°)|| e < log ——;
usar que las c-transformadas de funciones con p; = 0 estdn acotadas. Z

(b) Probar que todo punto limite (°,¢°) satisface 1 = (©°)¢, ¢ = (¢¥°)°y p? +
¢? = ¢;; sobre el soporte de 7, y concluir que es un par 6ptimo del problema
dual de Kantorovich.

(c) iConverge toda la familia (¢°, 1)¢), o s6lo subsucesiones? Discutirlo en el ejemplo
del Ejercicio donde los potenciales de Kantorovich forman un segmento: ;a
qué punto del segmento converge el limite entropico? (La respuesta es delicada;
ver [7].)

EJERCICIO 13.6 (Sinkhorn en un paso). (a) Probar que si C' es de la forma
¢ij = fi + g; entonces m° = a ® b para todo €, y el algoritmo de Sinkhorn
converge en una iteracion.

(b) Reciprocamente, probar que si 7° = a ® b para algin € > 0, entonces C es de
la forma (a). Deducir que 7° tiene rango uno si y solo si C' es de la forma (a).

(c) Sean =m = 2. Escribir explicitamente 7¢ en funcion de a, b, C'y ¢ (el problema
se reduce a una ecuacion escalar) y verificar a mano los limites ¢ — 0y € — 0.
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EJERCICIO 13.7 (Baricentros entropicos). (a) Probar que si alguna b* tiene to-
das sus entradas positivas, entonces a — OT.(a, bk) es estrictamente conve-
xa en X, y el baricentro entrépico es unico. Sugerencia: la funcion (a,m) —
(C,7r) + eKL(7 | a ® b*) es estrictamente convexa en 7 y el minimizador depen-
de continuamente de a; estudiar la igualdad en la desigualdad de convexidad.

(b) Interpretar el paso 3 del algoritmo de la Seccion cOmo una proyeccion
de Bregman: dados los planes 7', ... 7 (con primeras marginales m* = 7*1
distintas), probar que el problema

ml’n{z M\ KL(7% | 7%) : #%1 = a para todo k, a € Zn}
k

tiene solucion 7% = diag(a/mF) 7% con a o [],(m*)* (media geométrica pon-
derada), que es la actualizacion del algoritmo. jPor qué no aparece la media
aritmética?

(c) En el ejemplo de no unicidad del Capitulo (11 con atomos en (£1,0), ug
con atomos en (0,+£1), sobre una grilla que contenga los cuatro candidatos
(j:%, i%)), probar que el baricentro entropico es tnico para todo € > 0y simé-
trico respecto de los dos ejes, y describir su limite cuando € — 0.

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cua-
derno Transporte entrdpico y Sinkhorn (véase el Apéndice ; los enunciados figuran
también al final del cuaderno. Las referencias a secciones son a las del cuaderno.

EJERCICIO 13.8 (Convergencia de valores). Graficar ¢ — OT.(a,b) — OT(a,b) en
escala logaritmica en ambos ejes para el ejemplo de la Secciéon 1 del cuaderno y esti-
mar el orden de convergencia. {Es O(¢), como garantiza el Teorema o mejor?
Comparar la constante observada con log(1/ min; a;).

EJERCICIO 13.9 (Sinkhorn y la mejora de potenciales). Implementar la mejora de
potenciales ¢ — ©° de la Proposicion [6.1.5] sin regularizacion, y compararla con la
iteracion de Sinkhorn para € pequefio partiendo del mismo . ;Converge la version no
regularizada? ;Y la regularizada?

EJercIcIO 13.10 (Costo de cada iteracion). Medir el tiempo de una iteracion de
Sinkhorn para n = m = 500, 1000, 2000, 4000 y verificar el crecimiento O(nm). Com-
parar con el tiempo del solver exacto (ot.emd) para los mismos tamanos.

EJERCICIO 13.11 (Un baricentro con € — 0). En el ejemplo de la Seccion 5.1 del cua-
derno, calcular el baricentro entrépico de la Proposiciénparas € {0,5, 0,2, 0,1, 0,05, 0,02, 0,01, 0,
y graficar la distancia W5 entre el baricentro entropico y el exacto en funciéon de €, en
escala logaritmica en ambos ejes. ;Cuantas iteraciones hacen falta en cada caso?

EJERCICIO 13.12 (Unicidad del baricentro entropico). Verificar numéricamente que
el baricentro entrépico del ejemplo de no unicidad del Ejemplo (p1 con atomos en
(£1,0), pe con atomos en (0,41), sobre una grilla que contenga los cuatro candidatos)
es 1unico y simétrico: la entropia rompe la degeneracion eligiendo la combinacién mas
“repartida”. Comparar con el Ejercicio [13.7






Apéndice A
Complementos de teoria de la medida

Este apéndice retine el material de teoria de la medida que las notas usan y que no
es propio del transporte 6ptimo. La primera seccion es un repaso elemental de las de-
finiciones basicas —o-algebras, medidas, funciones medibles e integral— pensado para
fijar el lenguaje y la notacion del Capitulo [T} el lector que las conozca puede omitirla.
Las secciones siguientes tienen otro caricter: presentan el teorema de desintegracion
de medidas en espacios polacos y su consecuencia més importante para estas notas, el
lema de pegado, que son las herramientas técnicas de los Capitulos [10]y

A.1. Repaso de teoria de la medida

Sea X un conjunto no vacio.

DEFINICION A.1.1 (o-dlgebra). Una familia A C 2% se denomina una o-dlgebra
sobre X si satisface:

1. X e A
2. Si A € A, entonces A° € A.
3. Si (An)nen C A, entonces |J~ | A, € A.

Los elementos de una o-algebra se denominan conjuntos medibles.

Los ejemplos mas sencillos de o-algebras son la o-algebra trivial {0, X} y la o-
algebra discreta 2%, formada por todos los subconjuntos de X.

En general, si £ C 2% es una familia cualquiera de subconjuntos de X, existe
una Unica menor o-algebra que contiene a £, llamada la o-dlgebra generada por €y
denotada por o(&). Equivalentemente,

(&) = m{A : A es una o-algebray £ C A}.

En muchos contextos el conjunto X posee ademés una estructura de espacio métrico
(0, mas generalmente, de espacio topologico). En estos casos resulta natural exigir que
todos los conjuntos abiertos sean medibles. La menor o-algebra que contiene a los
abiertos de X se denomina o-dlgebra de Borel y se denota por B(X).

Los elementos de B(X) reciben el nombre de conjuntos borelianos. En particular,
cuando X = RY, trabajaremos siempre con la o-algebra de Borel, salvo que se indique
explicitamente lo contrario.

DEFINICION A.1.2 (Espacio medible). Un espacio medible es un par (X, A), donde
X es un conjunto y A es una o-algebra sobre X.

DEFINICION A.1.3 (Medida). Sea (X,.A) un espacio medible. Una medida sobre
(X,.A) es una funcion u: A — [0, 00] que satisface:
165
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i (A)nen C A son disjuntos dos a dos, entonces

La propiedad 2 se denomina o-aditividad.

Una medida p se dice finita si pu(X) < oo. Denotaremos por M, (X) al conjunto
de todas las medidas finitas sobre X.

Si ademas pu(X) = 1, se dice que p es una medida de probabilidad. El conjunto de
todas las medidas de probabilidad sobre X se denota por P(X).

DEFINICION A.1.4 (Funcion medible). Sean (X, .A) e (Y, B) dos espacios medibles.
Una aplicacion f: X — Y se dice medible si f~!(B) € A para todo B € B.

En particular, si Y = R, se entiende que R esta provisto de su o-algebra de Borel.

DEFINICION A.1.5 (Funcion indicadora). Sea A € A. La funcion indicadora de A
es la funcion 1,4: X — R definida por

1, z€A,
1A($):{0 r¢ A

DEFINICION A.1.6 (Funcion simple). Una funcion medible s: X — R se dice simple
si toma un nimero finito de valores. Equivalentemente,

N

S = E ailAi,

i=1

donde a; € R y los conjuntos A; € A son medibles, disjuntos dos a dos. Sin pérdida de
) N

generalidad puede suponerse que X = (J,_; 4.

DEFINICION A.1.7 (Integral de una funciéon simple). Sea

N
s = E a; 1Ai7
=1

donde a; > 0y Ay,..., Ay € A son dos a dos disjuntos. Se define la integral de s
respecto de la medida p por

N

/Xsd,u = Zai,u(Ai).

=1

DEFINICION A.1.8 (Integral de una funcion no negativa). Sea f: X — [0, 00| una
funciéon medible. Se define la integral de f respecto de u por

. s es simple,
/de,u.—sup{/xsd,u. 0<s<f }

Sea ahora f: X — R una funcion medible. Se definen

fr@) =méx{f(z),0}, [ (2)=mix{—f(x),0},
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Observemos que se tiene
==, =+,

DEFINICION A.1.9 (Integral). Sea f: X — R una funcion medible. Si al menos una

de las cantidades
[rran [ 5
X X

/deu=/Xf+du—/Xf‘du-

Ademas, f se dice integrable si

es finita, se define

[ 15du < o

Notaciéon y ejemplos basicos. Resumimos la notaciéon que se usa en todo el
texto. Un espacio medible es un par (X,.A) formado por un conjunto X y una o-
algebra A de subconjuntos de X; cuando X es un espacio métrico tomaremos siempre
A = B(X), la o-élgebra de Borel, y en particular en R? trabajaremos con los borelianos
y con la medida de Lebesgue £¢. Denotamos por M (X) al conjunto de las medidas
finitas sobre X y por

P(X) = {n € My(X): p(X) =1}

al de las medidas de probabilidad. Para f: X — R medible e integrable escribimos
fX fdu para su integral, y 14 para la funcion indicadora de un conjunto A. Los dos
ejemplos de medidas de probabilidad que apareceran constantemente son los siguientes.

DEFINICION A.1.10 (Medida de Dirac). Dado zy € X, la medida de Dirac en z; es

1, ZL‘[)EA,
0z (A) =
0( ) {0, $0¢A

EJEMPLO A.1.11 (Medidas discretas). Sea X un conjunto cualquiera y sea (x;);er C
X una familia finita o numerable de puntos. Dados pesos m; > 0, se define la medida

p= Z m; g,
icl
donde ¢,, denota la medida de Dirac concentrada en x;.
Equivalentemente, para todo conjunto medible A C X,

pA) =Y m.

;€A

Zmi = 1,

entonces u es una medida de probabilidad.

Si ademés
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EJEMPLO A.1.12 (Medidas con densidad). Sea X = R? provisto de la o-algebra de
Borel y sea

p: RY — [0, o]

una funcién medible. Se define la medida
n(A) = [ p)de = [ 1a(a)ota)da,
A R4

para todo conjunto boreliano A C RY.

En este caso se dice que p tiene densidad p respecto de la medida de Lebesgue, y
se escribe

Si ademés

/Rd p(x)dz = 1,

entonces 1 es una medida de probabilidad.

Para la teorfa general (teoremas de convergencia, Radon-Nikodym, medidas pro-
ducto y Fubini) remitimos a cualquier texto de teoria de la medida, por ejemplo [5].

A.2. El teorema de desintegraciéon

En este apéndice presentamos el teorema de desintegracion de medidas y su conse-
cuencia més importante para estas notas, el lema de pegado, que permite «componery
dos planes de transporte que comparten una marginal. Este lema es la herramienta cen-
tral en la demostracion de la desigualdad triangular para las distancias de Wasserstein

del Capitulo [10]

La desintegracion tiene ademés una interpretacion probabilistica muy natural, que
ya insinuamos en la Seccién si € II(p, v) es la ley conjunta de un par (X,Y), la
desintegracion de 7 respecto de p no es otra cosa que la familia de leyes condicionales
de Y dado X = x.

Enunciamos el teorema en toda su generalidad —espacios polacos, que es el marco
en el que trabajamos en todo el texto— y damos la demostracion en los dos casos que
efectivamente se usan de manera explicita: medidas discretas y medidas con densidad.
La demostracion general puede consultarse en [3, Theorem 5.3.1].

En lo que sigue, X e Y son espacios polacos y todas las medidas son borelianas.

TEOREMA A.2.1 (Desintegracion). Sea m € P(X xXY') y sea . = (p1)x7 su primera
marginal. Entonces existe una familia {m,},ex C P(Y) tal que

1. para todo boreliano B C Y, la funcion x — m,(B) es boreliana;
2. para todos los borelianos A C X, BCY,

(A.2.1) (A x B) = /AM(B) du(z).

La familia es unica p-c.t.p.: si {7} es otra familia con las mismas propiedades, en-
tonces 7, = T, para p-c.t.p. x.
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FEquivalentemente, para toda funcion boreliana f: X XY — [0, +00],

(A.2.2) /Xxyfdw_/X(/Yf(x,y)dm(y)>du(x),

y la misma identidad vale para f € L*().

Escribiremos m = m, ® u, o bien dm(x,y) = dn,(y) du(x), para indicar que {7} es
la desintegracion de 7 respecto de su primera marginal. Naturalmente, intercambiando
los roles de X e Y se obtiene la desintegracion respecto de la segunda marginal.

Que (A.2.1)) implica (A.2.2)) es un argumento estandar: la identidad vale para indi-
cadoras de rectangulos, luego para indicadoras de borelianos por el teorema de la clase

monoétona, luego para funciones simples por linealidad, y para f > 0 arbitraria por
convergencia monotona; el caso f € L'(7) se obtiene escribiendo f = fT — f~. Obsér-
vese que en estd implicito que la funcion z — [, f(x,y) dm,(y) es boreliana, lo
cual es parte de la conclusién.

OBSERVACION A.2.2 (Interpretacion probabilistica). Si (X,Y) es un par de va-
riables aleatorias con ley conjunta 7, la medida 7, es la ley condicional de Y dado
X =,y (A2.2) es la formula de la esperanza total: E[f(X,Y)] = E[E[f(X,Y) | X]].
La afirmacion de unicidad p-c.t.p. refleja que la ley condicional sélo esta determinada
para valores de x que X efectivamente toma.

Veamos ahora los dos casos elementales.

PROPOSICION A.2.3 (Caso discreto). Supongamos que pn =, ; a0z, con I finito
o numerable, a; > 0 y > .a; = 1. Entonces la desintegracion de m respecto de pu estd
dada por

70, (B) = M el

y 7, arbitraria (por ejemplo, m, = Ty, PAT@ un g fijo) para x & {x;}icr.

DEMOSTRACION. Cada 7,, es una medida de probabilidad en Y, pues 7({z;} x
Y) = p({x;}) = a;. La medibilidad de = — 7,(B) es inmediata: la funcién toma
a lo sumo una cantidad numerable de valores, sobre borelianos. Finalmente, como p
esta concentrada en {x;};cr, también lo esta la primera marginal de 7, de modo que

m(AX B) =3 eam{zi} X B) y

/AM(B) duw) = 3 wm(B) = 3 w({} x B) = n(A x B).

;€A it T, EA
O
PROPOSICION A.2.4 (Caso con densidad). Sean o € P(X), v € P(Y) y sea p: X X

Y — [0,400) boreliana con [y, pd(oc®@v) = 1. Consideremos m = p (0 ®v), es decir,
dr(x,y) = p(x,y) do(z) dv(y). Entonces:

1. la primera marginal de  es = py o, donde py(x) = [, p(z,y) dv(y);
2. la desintegracion de m respecto de p estd dada, para p-c.t.p. x, por

_rly)



170 A. COMPLEMENTOS DE TEORIA DE LA MEDIDA

DEMOSTRACION. Por el teorema de Tonelli, p; es boreliana, fX p1do =1, y para
todo boreliano A C X,

u(A) = w4 x ) = [ [ pegyaviaota) = [ i

lo que prueba el primer item. En particular, u({p; = 0}) = f{p1:0} p1do =0, de modo

que p1(z) > 0 para p-c.t.p. x y la formula del segundo item define una medida de
probabilidad en Y para esos x (para los restantes, tomamos 7, arbitraria). La medi-
bilidad de x — 7,(B) = pi(z)~" [5 p(z,y) dv(y) es nuevamente Tonelli. Finalmente,
para A C X y B C Y borelianos,

| mBranta) = [ ([ pta) dvi)) () dote)
= [ [ plan dvty) dote) = n(4 x )

donde usamos que du = p; do y que el conjunto {p; = 0} es p-nulo. 0

La Proposicion es exactamente la situacion del transporte entrépico del Ca-
pitulo [I3] donde el plan 6ptimo tiene densidad explicita respecto de p ® v.

El siguiente caso particular conecta la desintegracion con los planes inducidos por
mapas, y no requiere el teorema general.

PROPOSICION A.2.5 (Planes inducidos por mapas). Sea T: X — Y boreliana,
peP(X)ynm=(id,T)gp. Entonces la desintegracion de m respecto de i es

Te = O7() para p-c.t.p. x.
Reciprocamente, sim € P(X xY') tiene primera marginal pu y su desintegracion satisface
Ty = Op(z) para p-c.t.p. x, entonces ™ = (id, T p.
DEMOSTRACION. Para A C X, B C Y borelianos,
(A X B) = ,u((id,T)_l(A X B)) = u(A N T_l(B))
= [ 16(0@) dnto) = [ 510 (B) du(o)

y & = Op()(B) = 1p-1(p)(x) es boreliana. Por la unicidad del Teorema Ty = 07(z)
pu-c.t.p. Para la reciproca, la misma cuenta leida de derecha a izquierda muestra que
7wy (id, T)xu coinciden en los rectangulos, que forman un 7-sistema generador de los
borelianos de X x Y. 0

En el lenguaje de la Observacion un plan estd inducido por un mapa exacta-
mente cuando, conocido X = z, el destino Y es determinista. Esta es la formalizacion
de la distincién entre los problemas de Monge y de Kantorovich que discutimos en la
Seccion [1.4] y la razon profunda por la que el Lema funciona.
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A.3. El lema de pegado

Dados m9 € (1, o) y mos € I(ua, 3), queremos construir una medida en X; X
Xy x X3 cuyas proyecciones sobre los dos primeros factores y sobre los dos tltimos sean
T2 ¥ Ta3, respectivamente. La idea es transparente si pensamos probabilisticamente:
condicionamos ambos planes al valor de la variable intermedia x5 y, dado z9, elegimos
r1y x3 de manera independiente.

LEMA A.3.1 (Lema de pegado). Sean X1, Xs, X3 espacios polacos, u; € P(X;) para
i=1,2,3, y sean ma € I(p1, u2) y moz € I(pe, u3). Entonces existe v € P(X; X Xg X
X3) tal que

(P1, P2)#’Y = T12, (P2, Ps)#’Y = T23,
donde p;: X1 X Xy x X3 — X, denota la proyeccion candnica.

DEMOSTRACION. Por el Teorema [A.2.1] desintegramos 75 respecto de su segunda
marginal ps y meg respecto de su primera marginal, que también es pio:

dmya(1, 29) = dﬁii(fm) dpia(2), dmas (w2, 13) = dﬂig(%) dpis(2),

con mp2 € P(Xy) y m22 € P(X3) para po-c.t.p. 2o.
Para f: X; x Xy x X3 — [0, +00] boreliana definimos

(A.3.1) A(f) = /X 2 ( /X . F 1, w9, 23) dr2(2s) dw;g(xl))dm(xz).

Veamos que la expresion tiene sentido, es decir, que la funcion de x5 entre paréntesis
es boreliana. Si f = 14,x4,x4, s la indicadora de un rectangulo, dicha funcién vale
14, (w2) m,2(Ar) m23(As3), que es boreliana por el item 1 del Teorema [A.2.1| La clase de
los borelianos £ C X; x Xy x X3 para los cuales la funcion es boreliana con f = 1g
es una clase monotona (es cerrada por uniones crecientes y por diferencias propias,
gracias a la convergencia monotona y a la linealidad) que contiene al 7-sistema de los
rectangulos; por el teorema de la clase mondtona, contiene a todos los borelianos. El
caso general se obtiene aproximando f por funciones simples.

Definimos entonces v(E) = A(1g) para E boreliano. Se verifica de inmediato que
v(2) = 0, que v es g-aditiva (convergencia monotona aplicada tres veces) y que (X X
XoxX3) = [y, Ldus = 1. Luego v € P(X; x Xyx X3), y por construccion [ fdy = A(f)
para toda f > 0 boreliana.

Calculemos las marginales. Para A; C X7, Ay C X5 borelianos,

(P1, P2) V(A1 X Ag) = y(A1 x Ay x X3) = / Ta (A1) 22 (X3) dpa(za) = ma( A1 x Ap),
——

Az
=1

donde la tltima igualdad es (A.2.1]) para la desintegracion de m15. Como los rectangulos
generan los borelianos de X x X, (p1,p2)#y = mi2. El calculo de (p2,ps3)s7y es
idéntico. O

OBSERVACION A.3.2. La medida 7 construida no es la tnica con las marginales
prescritas: es la que hace a x; y x3 condicionalmente independientes dado 5. Para
la desigualdad triangular de W, cualquier 7 con esas marginales sirve, asi que esta
eleccion candnica es todo lo que necesitamos.
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OBSERVACION A.3.3 (Cuando uno de los planes es un mapa). Si mo3 = (id,T") 4 pt0
estd inducido por un mapa 7T': Xy — X3, la desintegracion es ng’ = r(z,) (Proposi-
cion [A.2.5) y (A.3.1) se reduce a

v = (P1,p2, T 0 P2)#7T12,

lo cual puede verificarse directamente sin invocar el teorema de desintegracion. Este es
el caso que aparece, por ejemplo, al componer un plan con el mapa de Brenier.

La consecuencia que usaremos es la siguiente.

COROLARIO A.3.4 (Composicion de planes). En las hipdtesis del Lema la
medida
T3 = (p17p3>#7
pertenece a M(u1, ps), y para toda funcion boreliana g: X, x X3 — [0, +00],

/ gd7T13=/ 9($17$3)d7(I1,$2,$3)-
X1><X3 X1><X2><X3

DEMOSTRACION. La primera marginal de m3 es (p1)gy = (P1)#((P1, p2)gy) =
(p1)gmi2 = 1, y andlogamente la segunda es p3. La formula integral es la definicion
de medida imagen. ([l

En el Capitulo [10| aplicaremos este corolario con X; = R? y g(x1, z3) = |, — x3P:
Si Mo y Tz son planes Optimos entre g, o y entre s, p3, €l plan compuesto 3
es admisible entre p; y pg, y la desigualdad triangular en LP(y) para |z; — x3] <
|z1 — 29| + |22 — 23] da la desigualdad triangular para W,,.

Ejercicios

EJERCICIO A.1 (Desintegraciones explicitas). Hallar la desintegracion {m,} respec-
to de la primera marginal de las siguientes medidas en R?, y verificar la formula (A.2.2))
en cada caso:

(a) m = p®@ v (producto);

(b) ™ =2 L?|{o<y<z<1} (uniforme en un tridngulo);

(¢) m=(id, T) %L1 con T(z) = x?

(d) 7 = %(id;TI)#M + %(id,TQ)#M con pp= LY, Ti(z) =z, Tr(z) =1 -z (uw
plan que no es un mapa: jcuanto vale m,7).

EJERCICIO A.2 (Independencia y planes inducidos). Sea 7w € II(u, ) con desinte-
gracion {m,}.

(a) Probar que 7 = p ® v si y sélo si m, = v para u-c.t.p. z.

(b) Probar que 7 estd inducido por un mapa si y solo si 7, es una masa de Dirac para
p~c.t.p. x (Proposicion , y que en ese caso el mapa es T'(z) = [ydm,(y)
(cuando v tiene primer momento finito).

(¢) Para 7 € II(u, v) arbitrario con v € Po(R?), sea T'(z) = [ ydm,(y) el baricentro
condicional. Probar que [ |z — y[*dr > [ |z — T'(2)|*dp, con igualdad si y solo
si m esta inducido por T'. Concluir que si Ty = v, el plan (id,T)xu es mejor
que 7: “promediar el destino no aumenta el costo cuadratico”. ;Por qué esto no
demuestra que los planes 6ptimos son mapas?
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EJERCICIO A.3 (Asociatividad del pegado). Sean mo € TI(py, o), mo3 € (2, p3)
y w34 € (s, p1a).

(a) Probar que pegar primero w5 con mog y el resultado con w34 (a lo largo de la
tercera coordenada) da la misma medida en X; x X5 x X3 x X, que pegar
primero 73 con 734 y luego con 7ys.

(b) Deducir la desigualdad triangular “iterada”

W (g, pa) < Wiylpa,s pr2) + Wy(pa, pr3) + Wip(ps, f1a)

directamente a partir de un plan pegado, sin usar dos veces el Teorema [10.2.1
(c) Probar que si los tres planes estan inducidos por mapas T3, Ts, T3, la medida
pegada es (id, 71, T 0 11, T30 Ty 0 T3 ) 1.

EJERCICIO A.4 (Desintegracion y transporte condicional). Sean u,v € P(R?) con
marginales sobre la primera coordenada p!, v y desintegraciones u = p, @ pt, v =
Vr & vl

(a) (“Knothe-Rosenblatt”.) Supongamos u' y todas las u, sin atomos. Sea T el
mapa monotono de p' a vy, para cada z, T el mapa monotono de pi, a vy ().
Probar que T'(z,y) = (T*(z), T%(y)) transporta p en v. (Es el reordenamiento
de Knothe—Rosenblalt; no es 6ptimo para el costo cuadratico, pero es explicito
y triangular.)

(b) Probar que W3 (p,v) < Wi (ph,v') + [ W3 (e, v () dut () y que, en general,
la desigualdad es estricta.

(¢) Probar que si g = pu' @ @ y v = ! ® 8 son productos, entonces W3 (u,v) =
W' v') + Wi, ).






Apéndice B

El teorema de Fenchel-Rockafellar

En este apéndice demostramos el teorema de Fenchel-Rockafellar en la forma par-
ticular que utilizaremos en estas notas. El tratamiento general de la teoria de dualidad
convexa puede consultarse en el clasico texto de Rockafellar [18].

A lo largo de esta seccion, F denotara un espacio de Banach real y E* su dual
topologico.

B.1. Transformada de Legendre—Fenchel

Sea
F:E — RU{+o0}.

Recordemos que F' es convexa si

FQAz+ (1= ANy) < AF(z) + (1 = N F(y)
para todo z,y € E y todo A € [0,1].

DEFINICION B.1.1. La transformada de Legendre—Fenchel de F' es la funcion

F*: E* — R U {+o0},
definida por
F*(x") = sup {(z", z) — F(x)}.
zel
El siguiente resultado seréd utilizado repetidamente.

PROPOSICION B.1.2. Para toda funcion F : E — R U {400} se tiene

F(x)+ F*(z") > (2", x),
para todo x € E y todo x* € E*.
DEMOSTRACION. Por definicion,

F*(z") = sup ((z*,y) — F(y)) .

yer

Tomando y = = obtenemos

F*(z*) > (%, x) — F(x),
lo que equivale a la desigualdad buscada. O]
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Esta desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Fenchel.

Necesitaremos ademaés el concepto de epigrafo.

DEFINICION B.1.3. El epigrafo de una funcion F': E — R U {400} es el conjunto

epi(F) = {(2,t) € E xR : F(z) < t}.

Es bien sabido que F' es convexa si y s6lo si su epigrafo es un conjunto convexo.

El tnico resultado de analisis funcional que utilizaremos sera el siguiente teorema
de separacion.

TEOREMA B.1.4 (Separacion de Hahn—Banach). Sean A, B C E xR dos conjuntos
CONVELOS NO VACIOS.

Supongamos que A es abierto y que

ANB=a.

Entonces existe un funcional lineal continuo no nulo

L:ExXR—R

y un numero real o tales que

L(a) < a < L(b)
para todo a € A y todo b € B.
Estamos ahora en condiciones de demostrar el resultado principal de este apéndice.
Necesitaremos dos hechos elementales sobre conjuntos convexos.

LEMA B.1.5. Sea C' C E X R un conjunto convezxo.

1. Sia €int(C) y b € C, entonces todo punto del segmento abierto {(1—s)b+ sa :
s € (0,1]} pertenece a int(C).
2. En consecuencia, si int(C) # &, entonces C' C int(C').

DEMOSTRACION. Sea B(a,r) C C una bola centrada en a contenida en C, y sea
z=(1—s)b+sacon s € (0,1]. Si |w| < sr, entonces
ZHw= (1—s)b+s(a+g>,
s
con a+w/s € B(a,r) C C'ybe C;por convexidad, z+w € C. Luego B(z,sr) C C'y
2 es interior. La segunda afirmacion se obtiene haciendo s — 0. U
TEOREMA B.1.6 (Fenchel-Rockafellar). Sean
F.G: FE — RU{+oc0}
dos funciones converas. Supongamos que existe xo € E tal que

F(zy) < 400, G(xg) < 400,
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y que ademds F' es continua en xo. Entonces
1n£(F(x) + G(z)) = méx (—F*(—z*) — G*(z")).
Te

T*ER*
Antes de la demostracion, observemos que la desigualdad
(B.1.1) sup (—F*(—z") — G*(2")) < 11612(}7(%) + G(2))

z*eE*
es consecuencia inmediata de la desigualdad de Fenchel: para todo z € F y todo
r* e kB,
F(x) + F*(—z") > (—z", z), G(z)+ G*(z") > (a", x),

y sumando ambas, —F*(—z*) — G*(z*) < F(z) + G(x).

El contenido del teorema consiste, por lo tanto, en demostrar la desigualdad re-
ciproca y que el supremo se alcanza. Para ello construiremos un funcional separador
mediante el teorema de Hahn-Banach.

DEMOSTRACION. Denotemos
m= ;gle(F(x) + G(2)).

Como F(xo) + G(xo) < +00, se tiene m < 4o00. Si m = —oo, la desigualdad (B.1.1)
muestra que —F*(—z*) — G*(z*) = —oo para todo z*, y no hay nada que probar.
Supondremos entonces que m € R.

Paso 1: los dos conjuntos convexos. Consideremos
A = int(epi(F)), B={(z,t) e ExR: t<m—G(z)}.

Ambos son convexos: A es el interior del epigrafo de F', que es convexo, y B es la
imagen del epigrafo de G por la aplicacion afin (z,t) — (x,m — t).

El conjunto A es abierto por definicién, y es no vacio: como F es continua en z,
existe r > 0 tal que F'(z) < F(x¢) + 1 para todo « € B(xg,r), de modo que

(B.1.2) Blo,r) x (F(x0) + 1, +00) C epi(F),

y ese conjunto es abierto, luego esta contenido en A. El conjunto B es no vacio pues
contiene a (xg, m — G(z9)).

Finalmente, ANB = @. En efecto, si (z,t) € A entonces t > F(z): si fuerat = F(z),
los puntos (x,t—0d) con > 0 no pertenecerian a epi(F'), y (z,t) no serfa interior. Luego,
si existiera (z,t) € AN B, tendriamos

F(z) <t <m—G(x),
es decir, F'(z) + G(x) < m, lo cual contradice la definicién de m.

Paso 2: separacion. Por el teorema de separacion de Hahn—Banach, existen un
funcional lineal continuo no nulo L sobre £ x Ry o € R tales que

L(a) < a < L(b) para todoa € A, be B.
Todo funcional lineal continuo sobre E x R es de la forma
L(x,t) = (x%,x) + M

para ciertos z* € E* y A € R, no ambos nulos.
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Paso 3: A\ < 0. Por (B.1.2), (x,t) € A para todo t > F(x) + 1, y por lo tanto
(", x0) + Mt <  para todo t > F(zg) + 1.

Haciendo t — +oo resulta A < 0.

Supongamos que A = 0. Entonces L(z,t) = (xz*,z) y, por (B.1.2), (z*,x) < «
para todo x € B(zo,r). Por otra parte, (zg,m — G(x9)) € B da (z*,x9) > a. Como
xo € B(xg,7), obtenemos a < (z*,z9) < «, absurdo. Luego A < 0.

Dividiendo L y « por |A| > 0, podemos suponer A = —1. La separacion se escribe
entonces
(B.1.3) (", x) —t < « para todo (z,t) € A,
(B.1.4) (" x) —t > « para todo (z,t) € B.

Paso 4: cota para I". La desigualdad (B.1.3) vale en A = int(epi(£)); como
A # @, el Lema da epi(F) C A, y por continuidad de L la desigualdad se
extiende (con <) a todo el epigrafo:

(", x) —t <« para todo (x,t) con F(z) <t.
Tomando ¢t = F(x) para z con F(x) < +00 obtenemos
(x*, 2y — F(z) < a,
y esta desigualdad es trivial cuando F'(x) = +oo. Tomando supremo en z,

(B.1.5) F*(2*) < a.

Paso 5: cota para G*. Si G(z) < 400, entonces (z,m — G(z)) € B,y (B.1.4) da
(", z) —m+ G(x) > «a, es decir, (—x",x) — G(r) < —a—m.
Nuevamente la desigualdad es trivial si G(z) = +00. Tomando supremo en x,

(B.1.6) G (—2") < —a—m.

Paso 6: conclusiéon. Sumando (B.1.5) y (B.1.6),

F*(z*) 4+ G*(—x") < —m, 0 sea, — F*(z*) = G*(—z") > m.
Escribiendo y* = —z*, esto dice que
—F (=) = G*(y") 2 m = {nf (F(2) + G(2)).

Junto con (B.1.1), concluimos que vale la igualdad y que el supremo se alcanza en y*.
Esto demuestra el teorema. O

OBSERVACION B.1.7. Obsérvese que la demostracion no requiere ningtin argumento
de compacidad para obtener que el supremo es un maximo: el funcional y* que lo
realiza es directamente el que proporciona el teorema de separacion. En la aplicacion
al problema de Kantorovich (Seccion , esto es lo que garantiza la existencia de un
plan 6ptimo como subproducto de la dualidad.
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Ejercicios

EJERCICIO B.1 (Supremos de funciones convexas y semicontinuas). Sea E un espa-
cio normado y {fa}aca una familia de funciones £ — R U {+oc}. Probar que si todas
las f, son convexas, f = sup, f. €s convexa, y que si todas son semicontinuas infe-
riormente, f lo es. Deducir que la transformada de Legendre-Fenchel F* de cualquier
funcion F' es convexa y semicontinua inferiormente (para la topologia débil-x de E*, y
en particular para la de la norma).

EJERCICIO B.2 (Ejemplos de transformadas). Calcular la transformada de Legendre—
Fenchel de las siguientes funciones de R en R U {+o00}:

(a) fo(z) = ~-parax > 0y +oo paraz <0, conp > 1 (se obtiene f,; con sty =1

restringida a y > 0);
(b) foo(x) =0 iz € [0,1], +00 en otro caso; interpretar el resultado como limite
p — oo de (a);
(©) f(z) = |a], f(z) =€, f(z) = —logx (x> 0), f(x) = zlogz (x > 0).
Verificar en cada caso que f** = f.

EJERCICIO B.3 (Minimos locales y globales). Sea C' C F convexoy f: C' — R U
{+00} convexa y propia. Probar que todo minimo local de f es global, y que el conjunto
de minimizadores es convexo. Dar un ejemplo de una funcion convexa en R? con infinitos
minimizadores, y otro sin minimizadores pero con infimo finito.

EJERrCICIO B.4 (Biconjugada). Sea F': E — R U {+o0} propia.

(a) Probar que F** < F y que F*™* es la mayor funciéon convexa y semicontinua
inferiormente que esta por debajo de F.

(b) Probar que si F' es convexa, semicontinua inferiormente y propia, entonces
F** = F. Sugerencia: si F**(xg) < F(xq), separar el punto (xg, F**(x)) del
epigrafo de F' (cerrado y convexo en E x R) mediante Hahn-Banach, como en
la demostracion del Teorema [B.1.6

(c) Calcular F** para F(x) = min{|z — 1|, |z + 1|} en R.

EJERCICIO B.5 (El caso de dimension finita). Sea K C R™ convexo cerrado no
vacio y xx su funcion indicatriz (0 en K, +oo fuera).

(a) Probar que x5 (y) = sup,cx © - y es la funcidn soporte de K,y que K = {z :
z-y < Xx(y) Yy}

(b) Aplicar el Teorema con F' = yx y G(z) = ¢z para reobtener la dua-
lidad de programacion lineal del Capitulo 3| (con K = {z > 0 : Az = b}),
identificando qué hipotesis del teorema corresponde a la factibilidad del primal.






Apéndice C
Factorizacion polar de matrices inversibles

La factorizacion polar es una descomposicion clésica de las matrices que puede
verse como el andlogo matricial de la estructura que aparecerd mas adelante para los
mapas de transporte 6ptimo. En particular, permite escribir una transformacion lineal
invertible como la composicién de una transformacion ortogonal y una transformacion
que es el gradiente de una funciéon convexa.

C.1. El teorema de factorizacién polar

Empecemos con un lema que serd de gran utilidad en el resultado principal del
apéndice.

LEMA C.1.1. Sea ¥ € R¥™4 simétrica definida positiva. Entonces existe una uinica
matriz simétrica definida positiva X'/? tal que (XY/?)% = X.

DEMOSTRACION. Por el teorema espectral, ¥ = PAPT con P ortogonal y A =
diag(A1,..., M), A > 0. La matriz ©Y/2 = PAY2P7 con A'/? = diag(v/ 1, ..., vV \a),
es simétrica, definida positiva y verifica (X/2)? = PAPT = ¥,

Para la unicidad, sea R simétrica definida positiva con R? = ¥. Entonces R con-
muta con Y = R%, de modo que R y X son simultidneamente diagonalizables: existe
Q ortogonal con QTXQ y QT RQ diagonales. Si QT RQ = diag(ry,...,rq) con r; > 0,
entonces QTXQ = diag(r?,...,r2), y los r; quedan determinados como las raices positi-
vas de los autovalores de ¥ (con sus multiplicidades y autoespacios). Luego R coincide
con la matriz construida en el parrafo anterior. O

Ahora si, demostremos el teorema de factorizacién polar de matrices.

TrEOREMA C.1.2 (Factorizacion polar). Sea A € R¥? una matriz inversible. Enton-
ces existen una unica matriz simétrica definida positiva S y una dnica matriz ortogonal
U tales que

A= SU.
Ademds,
S =(AADHY2 U =8'A

DEMOSTRACION. Consideremos la matriz
AAT.
Esta matriz es simétrica y definida positiva. En efecto, para todo x € R?, x # 0,
vTAATr = |AT2* > 0,
pues AT es inversible.

181
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Por el Lema AAT admite una tinica raiz cuadrada simétrica definida positiva.
Denotemos dicha raiz por

S = (AAT)Y2,

En particular,

S? = AAT
y S es inversible.

Definimos

U=S"1A.

Entonces, por construccion,
A= SU.

Resta verificar que U es ortogonal. Como S es simétrica, también S—! es simétrica, y
por lo tanto

UU" = S7TAATS .
Usando que AAT = S?, obtenemos
UUt = 5718257t =1

Luego U es ortogonal y queda demostrada la existencia de la factorizacion.
Para probar la unicidad, supongamos que

A= SlUl = SQUQ,
donde 51, S5 son simétricas definidas positivas y Uy, Us son ortogonales. Entonces
AAT = S\UULS, = S?
y, de manera analoga,
AAT = 53,
Por lo tanto,
S? = 52 = AAT,

Como S; y S5 son raices cuadradas simétricas definidas positivas de AAT, por la uni-
cidad de dicha raiz se tiene

S;=9,.
Finalmente,
Uy=5"1A=8"A=U,.
Esto demuestra la unicidad de ambas matrices. U

OBSERVACION C.1.3. La hipotesis de que A sea inversible es importante para obte-
ner la unicidad de la parte ortogonal. Si A no es inversible, la matriz AAT es solamente
semidefinida positiva y la parte ortogonal de la factorizaciéon puede no quedar deter-
minada de manera tdnica.
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Ejercicios

EJERrcICIO C.1 (Factorizaciones polares explicitas). (a) Calcular la factorizacion
polar A = SU de A = ((1) %) y de una rotacién compuesta con una dilatacion,
A = \Ry.

(b) Probar que A = SU con S = (AAT)/2 y que también existe una factorizacién
A=U'S" con S’ = (AT A)'/2; relacionar S, S, Uy U'.

(c) Probar que A es normal (AAT = AT A) si y s6lo si Sy U conmutan.

EJercIcio C.2 (Matrices singulares). Sea A € R%*? no necesariamente inversible.

(a) Probar que existen S simétrica semidefinida positiva y U ortogonal con A = SU,
y que S = (AAT)'/2 es tinica pero U no lo es en general. Sugerencia: aproximar
A por matrices inversibles y usar la compacidad del grupo ortogonal.

(b) Describir el conjunto de las U posibles cuando A = 0 y cuando A tiene rango
d—1.

EJerciciO C.3 (Raiz cuadrada y monotonia). (a) Probar que la raiz cuadrada
M — MY? es continua en el cono de las matrices simétricas semidefinidas
positivas.

(b) Probar que si 0 < M < N (orden de Loewner) entonces M2 < N/2 pero que
M =< N no implica M? < N? (dar un ejemplo 2 x 2).

(c) Probar que la formula del Lema para la solucion de AXgA = ¥; define
una funcion continua de (X, X1) en el conjunto de pares de matrices definidas
positivas.






Apéndice D
Subdiferencial de funciones convexas

En este apéndice reunimos las propiedades bésicas de las funciones convexas en R?
que se usan en el Capitulo 9] para tratar el caso general del teorema de Brenier, cuando
el potencial u no es de clase C'. El objeto central es el subdiferencial, que reemplaza
al gradiente en los puntos donde u no es diferenciable. Trabajaremos tinicamente con
funciones convexas finitas en todo RY, que es el caso que aparece en las notas; el
tratamiento general, para funciones a valores en RU {400}, puede consultarse en [18].

D.1. Funciones convexas son localmente Lipschitz

Recordemos que u: R? — R es conveza si
u(Az + (1= A)z) < Au(z) + (1= Nu(z) para todo z,z € R, X € [0,1].

LEMA D.1.1. Sea u: R* — R convera. Entonces u es localmente Lipschilz: para
todo R > 0 existe L = L(R) tal que

lu(z) —u(z)| < Lz — 2| para todo z,z € B(0, R).

En particular, u es continua.

DEMOSTRACION. Paso 1: u es acotada en bolas. Sea Q = [-2R,2R]? y sean
v1,...,0ea sus vértices. Todo z € () es combinacién convexa de los vértices, r =
> & AkUk, ¥ por convexidad

u(z) < ;)\ku(vk) <M = mkéxu(vk).

Para la cota inferior, dado z € B(0,2R) escribimos 0 = 2z + 3(—x), de donde u(0) <
tu(z) + tu(—2) y, como —z € Q,

u(z) > 2u(0) — u(—x) > 2u(0) — M = m.
Asi, m <u < M en B(0,2R).

Paso 2: estimacién Lipschitz. Sean x,z € B(0, R) con x # z, y consideremos el

punto
w=z+R ﬂ,
|2 — x
que pertenece a B(0,2R) y estd alineado con x y z, mas alla de z. Entonces z es
combinacion convexa de x y w: con A = ﬁ € (0,1) se verifica z = Az + (1 — Nw,
pues Az+ (1 —MNw = z+(1—>\)R|§:§| —AMz—2)y (1—=A)R = Mz —x|. Por convexidad,

u(z) < Au(x) + (1 — Nu(w), es decir,
u(z) —u(z) < (1= N)(w(w) —u(z)) < (1 =N (M —m).
185
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Como 1—\= R'j;f'x' < ‘Z;‘"‘, obtenemos

—m

u(z) —u(z) <

|z — .

Intercambiando los roles de x y z se obtiene la desigualdad opuesta, y el lema queda
probado con L = (M — m)/R. O

D.2. El subdiferencial

DEFINICION D.2.1. Sea u: R? — R convexa y sea z € R El subdiferencial de u
en x es el conjunto

u(z) = {y € R": u(z) > u(z) +y- (2 — z) para todo z € R?}.
Los elementos de Ou(z) se llaman subgradientes de u en z.

Geométricamente, y € Ju(z) significa que el hiperplano afin z — u(x) +y - (z — 2)
pasa por (x,u(z)) y queda por debajo del grafico de w: es un hiperplano soporte del
epigrafo en ese punto. Si u es diferenciable en x, el plano tangente es uno de esos
hiperplanos, y veremos que es el inico. Fin un punto anguloso hay, en cambio, muchos:
por ejemplo, para u(z) = |z| en R se tiene du(0) = [—1, 1], mientras que Ju(z) =
{sgnz} si x # 0.

u(z) = || u(z) = ||

Ou(xo) = {u'(z0)} = {1}

F1GURA D.1. El subdiferencial de u(z) = |z|. En el punto anguloso
x = 0 (izquierda) hay infinitas rectas soporte, una por cada pendiente
y € [—1,1]: todas pasan por el origen y quedan por debajo del grafico.
En un punto 2y # 0 donde u es diferenciable (derecha) la tnica recta
soporte es la tangente, y du(zo) se reduce al singleton {u'(z¢)} (Propo-

sicion [D.4.1)).

PROPOSICION D.2.2. Sea u: RY — R conveza. Para todo x € RY, el conjunto du(z)
es no vacio, convero y compacto.

DEMOSTRACION. Convexo y cerrado. Para cada z fijo, la condicion u(z) >
u(z) + y - (2 — x) define un semiespacio cerrado en la variable y; du(x) es la inter-
seccion de todos ellos.
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Acotado. Sea L la constante de Lipschitz de u en B(z, 1), dada por el Lema
Si y € Ou(zx) con y # 0, tomando z = x + y/|y| obtenemos
yl=y-(z=2) <u(z) —u(x) < Lz —a| = L,

de modo que du(x) C B(0, L).

No vacio. Consideremos en R? x R el epigrafo epi(u) = {(2,t) : t > u(z)}, que
es convexo. Como u es continua (Lema [D.1.1)), el conjunto A = int(epi(u)) = {(z,t) :
t > u(z)} es abierto, convexo y no vacio. El punto b = (z,u(x)) pertenece a epi(u)
pero no a A. Por el teorema de separacion de Hahn—Banach (en la forma usada en el
Apéndice B} aqui en dimension finita), existen (p,A\) € R x R no nulo y a € R tales
que

prz+M<a<p-z+lu(z) para todo (z,t) € A.
Tomando z =z y t — +00 en la primera desigualdad resulta A < 0. Si fuera A = 0,
tendriamos p - z < a < p - x para todo z € R? (pues (z,t) € A para t grande), lo cual
es imposible para z = z. Luego A < 0y, dividiendo por |A|, podemos suponer A = —1:

prz—t<a<p-z—u(r) para todo (z,t) con t > u(z).

Haciendo t | u(z) en la desigualdad de la izquierda obtenemos p - z — u(z) < a <
p-x — u(zr) para todo z, es decir,

u(z) > u(x)+p-(z—x) para todo z € R%.

U

Por lo tanto p € du(z).

OBSERVACION D.2.3 (Monotonia del subdiferencial). Si y; € Ou(zy) e y2 € Ju(zs),
entonces
(Y1 — o) - (w1 — 22) > 0.
En efecto, sumando las desigualdades u(z2) > u(xy) +y1 - (22 — 1) y u(xy) > u(za) +
Y2 - (1 — x9) se obtiene 0 > (y; — yo) - (2 — x1). En dimension uno esto dice que el
subdiferencial de una funcién convexa es una «relaciéon no decrecientey, lo que conecta
la estructura del Capitulo [J con la del Capitulo

D.3. Subdiferencial y transformada de Legendre

Recordemos que la transformada de Legendre de u es t(y) = sup,cpa{z -y —u(2)},

y que siempre vale la desigualdad de Fenchel-Young
u(z) +uly) >z-y para todo z,y € RY.

El subdiferencial describe exactamente los pares en los que hay igualdad.

PROPOSICION D.3.1. Sea u: R — R conveza y sean x,y € R%. Entonces

y € du(r) <= ulx)+uly)=z-y.

En particular, u(y) < 400 para todo y € Ou(x).

DEMOSTRACION. La condicion y € du(x) se reescribe, reordenando, como

z-y—u(z) <z-y—u(r) para todo z € R?,

es decir, como que el supremo que define u(y) se alcanza en z = z. Esto equivale a
u(y) =z -y — u(x), que es la identidad del enunciado. O
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D.4. Subdiferencial y diferenciabilidad

PROPOSICION D.4.1. Sea u: R? — R conveza. Si u es diferenciable en x, entonces
ou(x) = {Vu(x)}.
DEMOSTRACION. Veamos primero que Vu(z) € du(x). Dado z € R?, la convexidad
da, para A € (0, 1],
u(x + Nz —z)) — u(z)
A

Haciendo A — 07, la diferenciabilidad de u en « da Vu(x) - (z — z) < u(z) — u(z), que
es la definicion de subgradiente.

u(z+ Mz —2)) < (1= Nu(z) + Iu(z), o sea, < u(z) — u(x).

Veamos ahora que no hay otros. Sea y € du(z) y sea h € R, Aplicando la definicion
con z = x+h y usando la expansion de primer orden u(x+h) = u(x)+Vu(x)-h+o(|h|),
obtenemos

(Vu(z) —y) - h+ o(|r]) > 0.
Reemplazando h por sh con s > 0, dividiendo por s y haciendo s — 07T, resulta
(Vu(z) —y)-h > 0 para todo h; aplicado a h 'y a —h, esto da (Vu(z) —y) - h = 0 para
todo h, luego y = Vu(z). O
OBSERVACION D.4.2. Vale también la reciproca: si du(x) se reduce a un tnico

punto, entonces u es diferenciable en x. La demostracion requiere analizar las derivadas
direccionales de u y puede verse en [18, Theorem 25.1]. No la necesitaremos.

D.5. El teorema de Rademacher

El dltimo ingrediente es un resultado profundo de teoria de la medida geométrica,
que enunciamos sin demostracion.

TEOREMA D.5.1 (Rademacher). Sea f: R — R™ localmente Lipschitz. Entonces
f es diferenciable en L%-casi todo punto de R,

La demostracion puede consultarse en [9, Theorem 3.2]. Combinando este teorema
con los resultados anteriores obtenemos la conclusion que se usa en el Capitulo [9]

COROLARIO D.5.2. Sea u: R? — R convesa. Entonces existe un conjunto boreliano
D C R? con LYRY\ D) = 0 tal que u es diferenciable en todo punto de D y

Ou(xz) = {Vu(z)} para todo x € D.

Ademds, la aplicacion x — Vu(zx) es boreliana en D.

En consecuencia, si p € P(R?) satisface u < L2, entonces para p-c.t.p. x el subdi-
ferencial Ou(zx) es el singleton {Vu(z)}.

DEMOSTRACION. Por el Lema [D.1.7] u es localmente Lipschitz, y por el Teore-
ma es diferenciable fuera de un conjunto £%nulo. Que el conjunto D de puntos
de diferenciabilidad de una funcién continua es boreliano, y que Vu es boreliana en D,
es un hecho estandar: D se describe mediante condiciones numerables sobre los cocien-
tes incrementales de v en puntos racionales, y Vu es limite puntual de tales cocientes;

véase |9 Section 3.1]. La identidad du(x) = {Vu(x)} en D es la Proposicion [D.4.1}
Finalmente, si u < £¢, entonces u(R?\ D) = 0, pues R?\ D es L%-nulo. O
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OBSERVACION D.5.3. Reunamos lo que estos resultados aportan a la demostraciéon
del teorema de Brenier (Observacion 9.1.5). La condicion de saturacion u(z) + a(y) =
x -y equivale, por la Proposicion a y € Ou(z). Sin mas informacion, du(x)
puede contener muchos puntos y la saturacion no determina y. Pero si p < £, el
Corolario garantiza que para p-c.t.p. x el subdiferencial es el singleton {Vu(zx)},
de modo que la tnica eleccion posible es y = Vu(x). Este es el punto exacto donde la
continuidad absoluta de p resulta indispensable.

Ejercicios

EJercicio D.1 (Un ejemplo completo). Sea u(z) = |z| en R. Calcular du(x) para
todo z, la transformada de Legendre u y 0u(y) para todo y del dominio de @, y verificar
en este ejemplo la Proposicion y la relacion y € Ou(x) <= z € 0u(y). Repetir
para u(r) = max{x?, 2|z|} (que tiene tres puntos de no diferenciabilidad) y para u(z) =
|z| + 22 (que aparece en el Capitulo [§).

EJERcICIO D.2 (Subdiferencial y conjugacion). Sea u: R? — R convexa.

(a) Probar que y € Ou(z) implica x € du(y) (Proposicion v u = u, Ejerci-
cio [B.4).

(b) Probar la reciproca: si € 0u(y) entonces y € du(z). ;Donde se usa que u es
convexa y semicontinua inferiormente?

(c) Deducir que du = (Ou)~! como grafos: {(y,z) : © € du(y)} = {(y,x) : y €
Ou(x)}. En el caso del Teorema [9.1.3] interpretar esto como “Vu es el mapa
o6ptimo inverso”.

EJErcIcIO D.3 (Monotonia y monotonfa ciclica). (a) Probar que el grafo I' =
{(z,y) : y € Ou(x)} de una funcion convexa es ciclicamente mondtono: para
toda familia finita (z1,v1),..., (zk, yx) € [' y toda permutacion o, Y. y; - x; >
> i Vi To(i)- Compararlo con la c-monotonia ciclica del Capitulo|§ para c(x,y) =
|z —y[*.

(b) (Rockafellar.) Reciprocamente, probar que si I' C R? x R? es ciclicamente
monotono, existe u convexa con I' C {(z,y) : y € du(z)}. Sugerencia: fijar
(0, y0) € ' y definir

U(I) = SUP{yk : (13 - xk) + Y1 (M - xk_1) + -+ Yo (I1 - l’o)},

donde el supremo es sobre todas las cadenas finitas (z1,91),. .., (g, yx) en I}
la monotonia ciclica garantiza u(xg) = 0 (finita).

(c) Deducir que el soporte de un plan 6ptimo para el costo cuadratico esta contenido
en el grafo del subdiferencial de una funcién convexa, sin usar potenciales de
Kantorovich. (Este es el camino original de Brenier y de Knott-Smith.)

EJjercicio D.4 (Diferenciabilidad). Sea u: RY — R convexa.

(a) Probar la reciproca de la Proposicion si Ou(x) = {y} es un tunico punto,
entonces u es diferenciable en « con Vu(x) = y. Sugerencia: si no, existen

hi — 0 con “(Hh’“)l?:'(m)_y‘h"’ > 0 > 0; tomar y; € Ju(x + hy), usar la cota

local de Lipschitz para extraer una subsucesion convergente y, — 3’ y probar
y' € oulz), y #y.
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(b) Dar un ejemplo de f: R — R continua, no convexa, con df(0) (definido por la
misma desigualdad) reducido a un punto pero f no derivable en 0.

(¢) Deducir del Teorema[D.5.1]y de (a) que el conjunto de puntos donde una funcién
convexa tiene subdiferencial no unitario tiene medida de Lebesgue cero, y dar
un ejemplo en el que ese conjunto sea denso.



Apéndice E
Cuadernos de computo

Seis cuadernos de Python (notebooks) acompafnian estas notas. No forman parte de
la teoria: su proposito es que el lector pueda ver los objetos del curso —planes, poten-
ciales, mapas mon6tonos, geodésicas, baricentros— en ejemplos concretos, y comprobar
numéricamente lo que los teoremas afirman. Cada cuaderno termina con una lista de
ejercicios computacionales, que son los mismos que aparecen en la subsecciéon “Ejerci-
cios computacionales” del capitulo correspondiente. Los cuadernos estan pensados para
ejecutarse en Google Colab, que no requiere instalar nada; también pueden ejecutarse
en cualquier instalacion local de Jupyter.

Cuaderno Capitulos Ejercicios
Monge y Kantorovich 1| 2.9H2.13
Dualidad 36 6.6/ 6.10
OT en dimension uno 8 R-8H8.12
Distancias de Wasserstein 10 10.12(H10.16
Baricentros de Wasserstein 12 12.10H12.13
Transporte entropico y Sinkhorn |13 13.8H13.12]

Los cuadernos, junto con estas notas y las guias de ejercicios, se encuentran en el
repositorio del curso,

https://github.com/jfbonder/transporte-optimo

desde donde pueden abrirse directamente en Colab.

La biblioteca POT

Todos los cuadernos usan POT: Python Optimal Transport [10], que se instala
con pip install pot (en Colab, la primera celda de cada cuaderno lo hace) y se
importa como ot. Las funciones que aparecen en los cuadernos son pocas: ot.dist
construye la matriz de costos entre dos nubes de puntos; ot.emd y ot.emd2 resuelven
exactamente el problema discreto de Kantorovich (devuelven el plan y el costo 6ptimo,
respectivamente; con la opcion log=True también los potenciales duales); ot . sinkhorn
y ot.sinkhorn2 resuelven el problema entropico del Capitulo ot.lp.barycenter
y ot.bregman.barycenter calculan baricentros exactos y entropicos. Los problemas
duales del cuaderno Dualidad se resuelven con scipy.optimize.linprog.

Dos convenciones de POT conviene tener presentes al leer el codigo, porque difieren
de las de estas notas.

(1) ot.dist (X, Y) devuelve por defecto la distancia euclidea al cuadrado, |z;—y;|%;
para el costo |z — y| hay que pedir metric=’euclidean’. Elevar al cuadrado
la salida de ot .dist produce el costo |z — y|*, un error facil de cometer.
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(11) El término de regularizacion de ot.sinkhorn es, salvo constantes, la entropia

negativa de 7 multiplicada por ¢, es decir ¢ Z” mijlog mi;, y no e KL(7 |a ® b)
como en la Definicion |13.1.3] Sobre II(a,b) ambos funcionales difieren en la

constante
a(z a;loga; + Z b;log bj) ,
J

pues las marginales estan fijas: el minimizador es el mismo 7 y los potenciales
duales coinciden, pero el valor que devuelve ot.sinkhorn2 no es OT.(a,b).
En los cuadernos, cuando importa el valor, se calcula (C,7°) 4+ ¢ KL(7° | a ® b)
directamente a partir del plan.

Los cuadernos citan los resultados de las notas por su nombre (“el teorema de

optimalidad del mapa mono6tono”, “la formula del area”) y no por su numero, para que
sigan siendo legibles si la numeracion cambia.
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