A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

APENDICE D: SUBDIFERENCIAL DE FUNCIONES CONVEXAS

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Apéndice D de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Ejercicio D.1 (Un ejemplo completo). Sea u(z) = |z| en R. Calcular Ju(z) para todo z, la
transformada de Legendre u y 0u(y) para todo y del dominio de u, y verificar en este ejemplo la
Proposicion y la relacion y € du(z) <= =z € du(y). Repetir para u(zr) = max{z?,2|z|}
(que tiene tres puntos de no diferenciabilidad) y para u(z) = |z| + 2 (que aparece en el Capi-

tulo .

Ejercicio D.2 (Subdiferencial y conjugacién). Sea u: R? — R convexa.

(a) Probar que y € du(z) implica x € du(y) (Proposicion y @ = u, Ejercicio [B.4).

(b) Probar la reciproca: si « € 9u(y) entonces y € du(z). ;Donde se usa que u es convexa y
semicontinua inferiormente?

(¢) Deducir que 9u = (Ou)~! como grafos: {(y,x) : x € du(y)} = {(y,x) : y € Ou(x)}. En el
caso del Teorema [9.1.3] interpretar esto como “Vu es el mapa 6ptimo inverso”.

Ejercicio D.3 (Monotonia y monotonia ciclica).  (a) Probar que el grafo I' = {(z,y) : y €
Ou(z)} de una funciéon convexa es ciclicamente mondtono: para toda familia finita (x1,y1), .
I' y toda permutacion o, >, vy - x; > >, y; - Ty (;)- Compararlo con la c-monotonia ciclica
del Capitulo |8 para c(z,y) = |z — y|?.
(b) (Rockafellar.) Reciprocamente, probar que si I' C R x R? es ciclicamente monétono, existe
u convexa con I' C {(x,y) : y € du(z)}. Sugerencia: fijar (xo,yo) € I' y definir

u(z) = sup{yk - (@ — k) + yr—1 - (@ — Th—1) + - + Yo - (21 — 20) },
donde el supremo es sobre todas las cadenas finitas (x1,¥1), - . ., (zk, yx) en I'; la monotonia
ciclica garantiza u(zg) = 0 (finita).
(¢) Deducir que el soporte de un plan 6ptimo para el costo cuadratico estd contenido en el
grafo del subdiferencial de una funcién convexa, sin usar potenciales de Kantorovich. (Este
es el camino original de Brenier y de Knott—Smith.)

Ejercicio D.4 (Diferenciabilidad). Sea u: R? — R convexa.

(a) Probar la reciproca de la Proposicion |D.4.1} si du(x) = {y} es un tnico punto, en-

tonces u es diferenciable en x con Vu(x) = y. Sugerencia: si no, existen hy — 0 con
w(z+hy)—u(z)
[P

extraer una subsucesion convergente y — y' y probar 3 € du(z), v # y.

(b) Dar un ejemplo de f: R — R continua, no convexa, con df(0) (definido por la misma
desigualdad) reducido a un punto pero f no derivable en 0.

(c) Deducir del Teorema y de (a) que el conjunto de puntos donde una funciéon convexa
tiene subdiferencial no unitario tiene medida de Lebesgue cero, y dar un ejemplo en el que
ese conjunto sea denso.

Ve > 5> 0; tomar yi € Ju(z + hy), usar la cota local de Lipschitz para

s (wkvyk) €
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