
Teoría de Transporte Óptimo

Práctica 4: Dualidad

Los ejercicios son los de la sección de ejercicios del Capítulo 4 de las notas del curso, con la misma numera-

ción; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Ejercicio 4.1 (Desigualdades �casi en todo punto� y planes). Sean π ∈ Π(µ, ν) y c, ϕ, ψ funciones
medibles.

(a) Supongamos que existen N ⊂ X y M ⊂ Y con µ(N) = ν(M) = 0 tales que ϕ(x)+ψ(y) ≤
c(x, y) para todo x /∈ N y todo y /∈M . Probar que ϕ(x) +ψ(y) ≤ c(x, y) para π-casi todo
(x, y).

(b) Mostrar que la conclusión es falsa si sólo se supone que la desigualdad vale (µ⊗ ν)-c.t.p.:
tomar X = Y = [0, 1], µ = ν = L1, c = 1{x ̸=y}, ϕ = ψ = 1

2 y π = (id, id)#µ.
(c) Explicar por qué (b) obliga a de�nir la clase admisible Ac con la desigualdad en todo

punto, y qué fallaría en la dualidad débil (Proposición 4.1.4) con una de�nición �c.t.p.�.

Ejercicio 4.2 (Dualidad a mano). Sean µ = L1⌊[0,1] y ν = L1⌊[1,2].

(a) Para c(x, y) = |x−y|, probar que (φ,ψ) = (−x, y) es admisible y que el plan π = (id, T )#µ
con T (x) = x + 1 tiene costo igual a D(φ,ψ). Concluir que ambos son óptimos y que el
costo óptimo es 1. ¾Hay otros planes óptimos?

(b) Para c(x, y) = |x−y|2, hallar un par admisible (φ,ψ) que sature en el grá�co de T (buscar
ψ afín) y concluir que T es óptimo también para el costo cuadrático. ¾Es único el plan
óptimo en este caso?

(c) Interpretar φ y ψ en términos del problema del transportista (precios de carga y descarga)
de este capítulo. Observar que en (a) todo plan de Π(µ, ν) es óptimo; explicar por qué.

Ejercicio 4.3 (Funciones semicontinuas y medidas signadas). Sea X un espacio métrico com-
pacto y f : X → R∪{+∞} semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Para una medida
de Borel signada �nita µ probar que

sup
{∫

X
g dµ : g ∈ Cb(X), g ≤ f

}
=


∫
X
f dµ, si µ ≥ 0,

+∞, en otro caso.

Sugerencia: para la primera alternativa usar el Ejercicio 2.6; para la segunda, la descomposición
de Hahn de µ y funciones continuas que aproximen a −k 1A sobre un conjunto A con µ(A) < 0.
Este cálculo es el que identi�ca la transformada de Legendre�Fenchel de la restricción φ⊕ψ ≤ c
en la demostración del Teorema 4.1.3.

Ejercicio 4.4 (⋆ Dualidad para costos semicontinuos inferiores). En la Sección 4.4 se demues-
tra el Teorema 4.1.3 para X, Y compactos y c continua. Extenderlo a c : X × Y → [0,+∞]
semicontinua inferiormente, con X, Y compactos, siguiendo estos pasos.

(a) Por el Ejercicio 2.5, existen ck ∈ C(X × Y ) con ck ↗ c. Sean πk planes óptimos para ck.
Probar que toda subsucesión de (πk) tiene una subsucesión convergente a un plan π y que,
para todo k0 �jo,

∫
ck0 dπ ≤ ĺımk mı́nΠ

∫
ck dγ. Deducir, con convergencia monótona, que∫

c dπ ≤ ĺımk mı́nΠ
∫
ck dγ, y por lo tanto que mı́nΠ

∫
ck dγ ↗ mı́nΠ

∫
c dγ.

(b) Probar que Ack ⊂ Ac y concluir

sup
Ac

D ≥ sup
k

sup
Ack

D = sup
k

mı́n
Π

∫
ck dγ = mı́n

Π

∫
c dγ ≥ sup

Ac

D,

donde la última desigualdad es la dualidad débil.
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(c) ¾Qué cambia si X, Y son sólo completos y separables? Consultar [2, Thm. 1.3] o [1,
Thm. 1.39].
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