A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

PRACTICA 4: DUALIDAD

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Capitulo 4 de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Ejercicio 4.1 (Desigualdades “casi en todo punto” y planes). Sean 7 € (i, v) y ¢, ¢, ¢ funciones
medibles.

(a) Supongamos que existen N C X y M C Y con u(N) =v(M) = 0 tales que ¢(z) +¢(y) <
c(z,y) para todo x ¢ N y todo y ¢ M. Probar que ¢(x) + ¥ (y) < ¢(x,y) para m-casi todo
(2,9).

(b) Mostrar que la conclusion es falsa si s6lo se supone que la desigualdad vale (u ® v)-c.t.p.:
tomar X =Y =1[0,1], u=v =L c= Lppyy, @=0 = % y m = (id, id) 4 p.

(¢) Explicar por qué (b) obliga a definir la clase admisible A, con la desigualdad en todo
punto, y qué fallaria en la dualidad débil (Proposicién con una definicién “c.t.p.”.

Ejercicio 4.2 (Dualidad a mano). Sean u= L1y v = L1 9.

(a) Para c(x,y) = |z —y|, probar que (¢,v) = (—x,y) es admisible y que el plan 7 = (id, T') g
con T'(z) = = + 1 tiene costo igual a D(p, ). Concluir que ambos son 6ptimos y que el
costo 6ptimo es 1. jHay otros planes 6ptimos?

(b) Para c(z,y) = |z —y|?, hallar un par admisible (¢,) que sature en el grafico de T (buscar
¥ afin) y concluir que T' es 6ptimo también para el costo cuadratico. ;Es tnico el plan
optimo en este caso?

(c) Interpretar ¢ y 1 en términos del problema del transportista (precios de carga y descarga)
de este capitulo. Observar que en (a) todo plan de II(u, v) es 6ptimo; explicar por qué.

Ejercicio 4.3 (Funciones semicontinuas y medidas signadas). Sea X un espacio métrico com-
pactoy f: X — RU{+4o0} semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Para una medida
de Borel signada finita u probar que

/fdu, sip >0,
X

+00, en otro caso.

sup{/ngur g € Cy(X), géf} =

Sugerencia: para la primera alternativa usar el Ejercicio para la segunda, la descomposicién
de Hahn de p y funciones continuas que aproximen a —k 14 sobre un conjunto A con pu(A) < 0.
Este calculo es el que identifica la transformada de Legendre—Fenchel de la restriccion o &y < ¢
en la demostracion del Teorema [4.1.3]

Ejercicio 4.4 (s Dualidad para costos semicontinuos inferiores). En la Seccion se demues-
tra el Teorema para X, Y compactos y ¢ continua. Extenderlo a ¢: X XY — [0, 4+00]
semicontinua inferiormente, con X, Y compactos, siguiendo estos pasos.

(a) Por el Ejercicio [2.5] existen ¢ € C(X x Y) con ¢ * ¢. Sean 7, planes optimos para c.
Probar que toda subsucesion de (7) tiene una subsucesion convergente a un plan 7 y que,
para todo ko fijo, [ ¢y, dm < limy ming [ ¢4 dy. Deducir, con convergencia monotona, que
J edn < limy ming [ ¢ dvy, y por lo tanto que miny [ ¢, dy / ming [ cdy.

(b) Probar que A., C A.y concluir

supD > supsupD—supmin/ckd’y—mfn/cd’y > supD,
oI I Ac

< k Ack:

donde la tltima desigualdad es la dualidad débil.
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(¢) ;Qué cambia si X, Y son solo completos y separables? Consultar |2, Thm. 1.3] o [,
Thm. 1.39].
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