A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

PRACTICA 6: POTENCIALES DE KANTOROVICH

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Capitulo 6 de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Cuaderno: Dualidad (abrir en Colab).

Ejercicio 6.1 (Propiedades de la c-transformada). Sea ¢: X x Y — R acotada y sea x: X — R
acotada.

(a) Probar que x° > x y que x°“ = x°. Deducir que la operaciéon y — x¢ es idempotente.

(b) Decimos que ¢: X — R es c-céncava si ¢ = (€ para alguna ¢: Y — RU {—o0}. Probar
que ¢ es c-concava si y solo si ¢ = .

(¢) Probar que (x +s)¢ = x°— s para s € R, y que x < x implica x¢ > x°.

(d) Probar que el infimo puntual de una familia de funciones c-concavas es c-concava (o idén-
ticamente —o0).

Ejercicio 6.2 (Equicontinuidad del infimo). Sea (X, d) un espacio métrico, A un conjunto y F
una familia de funciones f: X x A — R tal que {f(-,«) : f € F, a € A} es equicontinua (con
un moédulo de continuidad w comiin). Probar que la familia {z — infyea f(z,a) : f € F} es
equicontinua con el mismo moédulo w, siempre que los infimos sean finitos. Explicar en qué punto
de la demostracion del Teorema se usa este hecho (Lema [6.2.1]).

Ejercicio 6.3 (Costos que son distancias). Sea X =Y y ¢ = d una distancia en X (acotada,
para simplificar).
(a) Probar que ¢: X — R es c-concava si y solo si es 1-Lipschitz respecto de d, y que en ese

caso ¢ = —.
(b) Deducir que, para este costo, el problema dual se escribe

sup{/gpd(u —v): @ 1—Lipschitz}.

(Este es el contenido del Lema [10.6.1] y del Teorema [10.6.2| para d(z,y) = |* — y|.)
(¢) Aplicarlo a ¢(z,y) = |x — y|* en R* con 0 < o < 1: probar que es una distancia y que

ml’n)/ |z —y|*dr = sup{/ud(u —v): [u)oa < 1}, oo = SHPM’

(v Ty |I - y|a

para p, v con soporte compacto.
Ejercicio 6.4 (c-transformadas para el costo cuadratico). Sea c(x,y) = |z — y|? en R%.

(a) Para x(x) = A|z|?, calcular x© y mostrar que es finita si y s6lo si A < 1; en ese caso
c _ A 2
X“(y) = —=xlyl™ )
(b) Para x(z) = a-x + b, calcular x¢y x°.
(c) Probar que ¢ es c-concava si y solo si u(z) = |z|*> — p(x) es convexa y semicontinua
inferiormente, y expresar ¢° en términos de la transformada de Legendre @ (Seccion .

Ejercicio 6.5 (La mejora de potenciales converge en el caso discreto). En el problema discreto
(Capitulo [f]), la Proposicién dice que (¢, 1) — (¢, ¢°) no empeora el funcional dual.

(a) Probar que, partiendo de cualquier ¢ € RV la iteracion ¢ — ¢ se detiene en un paso:

¢ ya es c-concava (Ejercicio [6.1).
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(b) Mostrar con el ejemplo del Ejercicio [3.3|que un par (¢, ¢¢) no tiene por qué ser 6ptimo: la
mejora de potenciales produce pares admisibles “ajustados” pero no resuelve el problema
dual. (En el Capitulo [13|se vera que la version suavizada de esta iteracion si converge al
optimo del problema regularizado.)

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cuaderno Dualidad,
que acompana los Capitulos|3|a @] (véase el Apéndice ; los enunciados figuran también al final
del cuaderno. Las referencias a secciones son a las del cuaderno.

Ejercicio 6.6 (El 2 x 2 y su degeneracion). En el ejemplo 2 x 2 de la Seccion 8 del cuaderno,
reemplazar c19 = 3 por un parametro s y calcular el plan 6ptimo para s € [0, 4]. Hallar el valor
de s en el que cambia el vértice 6ptimo y verificar que alli todo el segmento II(a, b) es 6ptimo y
los potenciales pierden unicidad (méas alla de la constante aditiva).

Ejercicio 6.7 (Potenciales unicos y grafo conexo). En el ejemplo 3 x 3 del Ejercicio (Seccion 9
del cuaderno), modificar las masas a manteniendo b hasta que el grafo de soporte G, del plan
Optimo sea conexo, y verificar que entonces 13 queda determinado (ty,m = tmax). Formular la
conjetura general y compararla con el Ejercicio [5.2

Ejercicio 6.8 (Holgura complementaria y saturacion espuria). En el ejemplo aleatorio de la
Seccién 1 del cuaderno, contar los pares (4, j) con 7;; > 0 y los pares con holgura c;; — ¢; —1); <
10~?; el segundo conjunto contiene al primero (Ejercicio. Repetir para 50 instancias aleatorias
y estimar con qué frecuencia hay saturacion sin masa. ;Qué ocurre si los puntos x;, y; se toman
en una grilla regular en lugar de al azar?

Ejercicio 6.9 (Mejora de potenciales). Para 100 vectores ¢ aleatorios, calcular la fraccion de la
brecha dual D* — D(y, ¢°) que cierra un paso de mejora ¢ — ¢ (Proposicion [6.1.5) y graficar
su histograma. ;Hay algtn ¢ inicial para el cual un solo paso alcance el 6ptimo? (Sugerencia:
partir de un potencial 6ptimo perturbado.) Comparar con el Ejercicio .

Ejercicio 6.10 (Costo 0-1). Verificar la férmula ming, 5 (C,7) = %[la — b]l1 del Ejercicio
para 200 pares (a,b) aleatorios sobre los mismos puntos. Tomar después soportes distintos para
py v (ningtn x; coincide con un y;) y observar que el costo 6ptimo es siempre 1: explicar por
qué y qué relacién tiene con la variaciéon total de pu — v.
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