A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

PRACTICA 8: TRANSPORTE OPTIMO EN DIMENSION UNO

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Capitulo 8 de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).
Cuaderno: OT en dimension uno (abrir en Colab).

Ejercicio 8.1 (Mapas monotonos explicitos). Hallar Then v €l plan comonoétono ~pen en los
siguientes casos, y decidir cudndo Ypon estéd inducido por un mapa.

(a) p= ﬁl \_[0,1]7 v=eVL I_[O,oo)'

(b) p=Lpa, v =300+ 251.
(c) p (50+51)7V:£1L01-
(d) p= N(mo, 03), v = N(ma,0?); verificar que Tinon es afin y comparar con la Seccion

]

Ejercicio 8.2 (Propiedades de la pseudoinversa). Sea u € P(R) y Fl[f su pseudoinversa.

(a) Probar que Fl[fl] es no decreciente y continua por la izquierda en (0,1), y que FF[L_I] (t) <
r = t < Fy(x) (desigualdad de Galois).

(b) Probar que [, gdu = fo [ }( t)) dt para toda g > 0 medible; en particular @ € Pp(R)
si y so6lo si F,E e LP(0,1).

(¢) Probar que si G: (0,1) — R es no decreciente y continua por la izquierda, entonces
G = ngfl] para ji = Gu Lt L(0,1)- (Esto se usa en la Proposicion [12.6.1})

(d) Deducir que p — FA_I] es una biyeccion de P(R) sobre el conjunto de funciones no
decrecientes y continuas por la izquierda en (0,1).

Ejercicio 8.3 (Dominancia estocéstica). Sean p,r € P(R) sin atomos y con soporte igual a R
(para simplificar). Probar que son equivalentes:

(a) F, > F, en R,;

(b) existe v € II(u, v) concentrado en {(z,y) : y > x};
(c) existe T con Typ = vy T(x) > x para todo x;
(d) Twmon(x) > x para todo x.

. Qué hay que modificar si p tiene atomos o el soporte no es todo R?

Ejercicio 8.4 (Costos con 0%c/dzdy > 0). Sea ¢ € C*(R x R) con 0%c/dzdy > 0 y sean
w, v € P(R) con soporte compacto.

(a) Probar el anédlogo de la Proposicion si I' es c-ciclicamente mono6tono, entonces
(x,y),(2',y) €Ty z < 2’ implican y > ¢/

(b) Definir el plan antimondétono Yans (el plan comondétono entre py Ryv, con R(y) = —y,
compuesto con R; o bien la cota inferior del Ejercicio y probar que es el tnico plan
optimo para c.

(¢) Aplicarlo a c(z,y) = —|z — y|? y a c¢(x,y) = zy: el problema de mazimizar [ |z — y|?dn
(o de minimizar la covarianza del acoplamiento, Ejercicio se resuelve con Yunt;.

Ejercicio 8.5 (Costos concavos: el plan monoétono no es optimo). Sea c(z,y) = |z — y|'/?,

= %(50 +oh)yv= %(51 + d2).

(a) Calcular el costo de Ymon vy €l del otro plan extremal de II(u,v), y concluir que Ymon 10
es Optimo.
(b) Explicar qué hipotesis del Teorema falla, y verificar directamente que Sop(7imon) N0
es c-ciclicamente monétono.
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(¢) Probar que para c(z,y) = h(|x — y|) con h estrictamente céncava y creciente, la masa
comun de p y v conviene dejarla quieta: si p A v # 0, todo plan 6ptimo coincide con
(id,id)4(p A v) sobre la diagonal. (Ver [I, Sec. 3.3.2] para la teoria general de costos
concavos.)

Ejercicio 8.6 (Densidades sin soporte pleno).  (a) Construir un boreliano A C [0, 1] tal que
0 < LY(INA) < £Y(I) para todo intervalo abierto I C [0, 1]. Sugerencia: unién numerable
de conjuntos “de Cantor gordos” centrados en los racionales, con medidas que sumen menos
que 1.

(b) Sea p = L] 4/L1(A). Probar que F), es continua y estrictamente creciente en [0, 1], de
modo que Tyon: pt — L1 L0,1] €8 un homeomorfismo de [0, 1], aunque x no tenga densidad
positiva en ningan intervalo. ;Es Ton Lipschitz? ;Y su inversa?

Ejercicio 8.7 (% Un costo singular en la diagonal). Sea p € P(R) sin atomos y con soporte
compacto, y ¢(x,y) = 1/|x — y| (con ¢ = +00 en la diagonal).

(a) Probar que existe un plan éptimo « € II(u, 1) con costo finito.

(b) Probar que 7 esta concentrado en la union de a lo sumo dos graficos de funciones crecientes,
uno por encima y otro por debajo de la diagonal, y que estos gréaficos no se superponen;
concluir que v estd inducido por un mapa 7. jEs T creciente?

(c) Para = L[], hallar T' explicitamente.

Ver los ejercicios del Capitulo 2 de [I] para indicaciones.

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cuaderno OT en
dimensidn uno (véase el Apéndice ; los enunciados figuran también al final del cuaderno. Las
referencias a secciones son a las del cuaderno.

Ejercicio 8.8 (Mapas monétonos explicitos). Calcular numéricamente Ty,on para p = £ Lo, ¥
v exponencial, para g uniforme y v = %60 + %51, y para j = %(50 +01) y v uniforme, y comparar
con las formulas del Ejercicio 8.1} En el altimo caso, verificar que el plan comonétono no esta
inducido por un mapa y describirlo.

Ejercicio 8.9 (Dominancia estocéstica). Para pares (u,v) de muestras, verificar numéricamente
la equivalencia entre F), > Fj, y Tinon > id del Ejercicio graficar ambas condiciones para
p=N(0,1) y v = N(m,o?) con varios (m, o), y hallar la regiéon del plano (m, o) donde valen.

Ejercicio 8.10 (Cotas de Fréchet-Hoeffding). Para u, v discretas con n atomos, calcular la
funcion de distribucion conjunta H (z,y) = m((—o00, ] X (—00, y|) de varios planes (el comonétono,
el antimonotono, el producto y planes aleatorios) y verificar las cotas max{F),, + F, — 1,0} <
H < min{F},, F,} del Ejercicio con igualdad para los planes extremos.

Ejercicio 8.11 (Costos concavos). Con p = %(50 +0)yv= %(51 + d2), calcular el plan 6ptimo
de |z—y|P parap € {0,25, 0,5, 1, 2} y determinar para qué p deja de ser 6ptimo el plan monétono.
Repetir con dos densidades continuas que se superpongan y medir la masa que el plan 6ptimo
deja en la diagonal como funcion de p (Ejercicio .

Ejercicio 8.12 (La formula del area y p > 1). Verificar numéricamente que Wy (p,v) = [p [F, —
F,| dz para muestras de distintas distribuciones, y que en cambio W3 (u,v) # [ |F, — F,[*dx
(Ejercicio [10.5)). Explicar la diferencia geométricamente con las figuras de la Seccion 6 del cua-
derno.
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