A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

PRrRACTICA 9: EL TEOREMA DE FACTORIZACION POLAR DE BRENIER

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Capitulo 9 de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Ejercicio 9.1 (Traslaciones, dilataciones y gradientes). Sea u € Po(R?).

(a) Probar que la traslacion T'(x) = x+wv es el mapa 6ptimo entre py T p, y que la dilatacion
T(x) = Ax lo es siy s6losi A > 0 o p es una masa de Dirac. Mas generalmente, T'(z) =
Az + b con A simétrica definida positiva es 6ptimo entre py T p.

(b) Probar que la reflexion R(z) = —x es 6ptima entre pr y Ry g siy solo si p es una masa de
Dirac. Sugerencia: el soporte de un plan 6ptimo para el costo cuadratico es c-ciclicamente
mond6tono; escribir la condicion para dos puntos (x, —x), (2/, —2').

(¢) Siu es convexa y C! con Vuypu = v, probar que Vi es el mapa éptimo de v a p cuando
u € Cl,y que Viio Vu = id p-c.t.p. (Apéndice @

Ejercicio 9.2 (El problema de maximizacién). Sean p,v € P(RY) con soporte compacto y
< L. Probar que el problema

méx{/ |z —T(x)*dp: Typ = 1/}

admite solucién, que es dnica y que toda solucion es el gradiente de una funciéon cdncava. Su-
gerencia: maximizar f |z — y|?dn equivale a minimizar J - ydnr, o bien a minimizar el costo
cuadrético entre py Ryv con R(y) = —y.

Ejercicio 9.3 (Un mapa radial). Sean p = 11p01)L? y v = g=(4 — y|*)1p(02)L? en R2.
(a) Buscar el mapa 6ptimo para el costo cuadratico en la forma radial T'(z) = ¢(\$\)|§—‘

imponer p(B(0,7)) = v(B(0,¢(r))) y resolver para ¢ (se obtiene ¢(r) = 2v/1 — V1 — r2).
(b) Probar que T'= Vu con u(z) = fom ¢(s) ds convexa, y concluir con el Corolario que
T es 6ptimo.
(c) Generalizar: si ju y v son radiales en R? y < £4, el mapa 6ptimo es radial y esta dado
por el transporte monétono entre las leyes de |z| bajo p y v (Capitulo [8).

Ejercicio 9.4 (Iméigenes afines de una medida invariante por rotaciones). Sea p € Pa(R?) con
Ryp = p para toda matriz ortogonal R (por ejemplo, una gaussiana isétropa o la uniforme en
una bola). Sean A, B simétricas definidas positivas, a,b € R?, L4 (z) = Az +a, Lg(x) = Bx +b,
y 1= (La)gp, v = (Lp)yp-

(a) Probar que Lpo Lgl transporta g en v pero en general no es 6ptimo (jcudndo lo es?).
(b) Hallar el mapa 6ptimo. Sugerencia: buscar T'(z) = b+ M (z —a) con M simétrica definida
positiva tal que (M A)yxp = Byp; usar la invariancia de p y la factorizaciéon polar (Apén-
dice [C)) para reducirlo a M AQ = B con Q ortogonal, y resolver M = A~1(AB2A)/2A-1,
(c) Comparar con la Observacion (Lo = A%, ¥y = B?).

Ejercicio 9.5 (Una reflexion que no es 6ptima). Sea u € P2(R?) y sea S lareflexion S(z1, ..., 24) =
(1, .., Tg—1, —Tq).

(a) Probar que si S es 6ptimo entre p y Syp para el costo cuadrético, entonces p estd con-
centrada en el grafico {xq = f(z1,...,24-1)} de una funcion 1-Lipschitz f. Sugerencia: la
c-monotonia ciclica de dos puntos del soporte da |zg—2)| < |Z—2'| con & = (x1,...,24-1)-

(b) Deducir que S no puede ser 6ptimo si u < £% (un grafico Lipschitz tiene medida de

Lebesgue nula).
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(¢) Dar un ejemplo de u, no Dirac, para el cual S si es 6ptimo.

Ejercicio 9.6 (Knott-Smith y un ejemplo de no unicidad).  (a) (Criterio de Knott-Smith.) Sean

p,v € Po(RY), m € U(p,v) v u: RY — R convexa, con % finita sobre sop v y tal que
u(z)+uly) =x-y para m-casi todo (z,y).

Probar que 7 es 6ptimo para el costo cuadratico. (Es la version “con planes” del Corola-
rio la desigualdad de Fenchel-Young da la admisibilidad.)

(b) Sean pu = %(6(_17_1) +oan)yv= %(5(_171) +61,-1)) en R?, y u(z) = |21 — x2|. Calcular
@ (vale 0 en el segmento {t(1,—1) : |[t| < 1} y +oo fuera) y verificar que los dos planes
extremales de II(u, v) saturan la igualdad de (a) (de hecho, z -y = 0 para los cuatro pares
posibles). Concluir que ambos son 6ptimos, que todo II(u, ) es 6ptimo, y que la hipotesis
p < L% del Teorema no puede suprimirse.

(¢) Comparar con el ejemplo de no unicidad de baricentros de la Seccion

Ejercicio 9.7 (La convexidad como condiciéon de segundo orden). Sea Q C R? un dominio suave,
f una densidad suave y positiva en €2, y 7' = Vu un mapa suave con Ty (fdx) = v. Sea v un
campo suave con V- (fv) =0en Qyv-n=0en 99, V; sufluyjoy T; =T o Y;.

(a) Probar que (Y;)4(fdx) = fdx para todo t (usar la ecuacion de continuidad d;p¢ + V -
(prv) = 0 para py = (Y;)»(f dz) y la unicidad de su solucion), y por lo tanto (T3) 4 (f dx) =
v: los T; son competidores admisibles en el problema de Monge.

(b) Sea j(t) = [, |Ti(2z) — x|* f(x) dz. Usando (a) para escribir

j(t) = cte — 2 /Q (Vuly), Yor()) £ () dy.

probar que 5/(0) =0y que

J(0) = 2 /Q (Vu, (Dv)v)f dy =2 /Q (D?u(y) v(y), v()) f (v) dy.

donde la segunda igualdad sale de integrar V(Vu - v) - v f usando V - (fv) = 0.

(c) Deducir que si u es convexa entonces j”(0) > 0 para todo campo admisible: la convexidad
del potencial de Brenier es la condicion de segundo orden del problema de Monge. (%)
Reciprocamente, probar que si D?u(xg) tiene un autovalor negativo, existe un campo
admisible v, concentrado cerca de zg, con j”(0) < 0.

Ejercicio 9.8 (% Costos concavos de la distancia). Sea c(z,y) = arctan |z — y| en R? y sean
p,v € P(RY) con soportes compactos y disjuntos, u < £,

(a) Probar que las c-transformadas son Lipschitz y describir su modulo de continuidad.

(b) Probar que existe un tnico plan 6ptimo y que esta inducido por un mapa T'; expresarlo
en términos del gradiente de un potencial de Kantorovich ¢, como en el Teorema [9.4.1

(c) ¢(Donde se usa que los soportes son disjuntos? Ver [I, Sec. 3.3.2].
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