A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

PRrRACTICA 11: LA DESIGUALDAD DE BRUNN—MINKOWSKI

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Capitulo 11 de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Ejercicio 11.1 (Casos elementales).  (a) Probar la desigualdad de Brunn-Minkowski direc-
tamente para d = 1 (intervalos y, en general, compactos de R) y para cajas
d d
A:H[ai,bi], B:H[C“dl]
i=1 i=1

en R? (usar la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica).

(b) Probar que hay igualdad si A y B son homotéticos (B = AA + v).

(¢) Sea A un cubo y B un segmento no paralelo a ninguna cara de A. Calcular |A + B| y
comprobar que es estrictamente mayor que |A| aunque |B| = 0.

Ejercicio 11.2 (La forma multiplicativa). Probar que la desigualdad de Brunn—Minkowski es
equivalente a su forma multiplicativa sin exponentes:

(1 —t)A+tB| > |A|'YB| para todo t € [0, 1]

(para A, B compactos de medida positiva). Sugerencia: para deducir la forma aditiva de la mul-
tiplicativa, aplicarla a A’ = |A|~Y/?A, B’ = |B|"YB y un t bien elegido; para la reciproca, usar
la desigualdad entre medias. Observar que la forma multiplicativa no depende de la dimension,
lo que es util para demostrarla por induccion (desigualdad de Prékopa-Leindler).

Ejercicio 11.3 (Unaidentidad de la matriz de cofactores). Seau € C3(Q) y M (x) = cof (D*u(z))
la matriz de cofactores de su hessiano, de modo que M D?u = (det D?u) I.

(a) Probar que ), 0;M;; = 0 para todo j (cada columna de M es un campo de divergencia
nula). Sugerencia: escribir M;; como un determinante de orden d — 1 y usar la simetria de
las derivadas terceras de w.

(b) Deducir la forma de divergencia de la ecuaciéon de Monge-Ampére: det D?u = é >_ij Oi (M,

(c) Usar (b) para dar otra demostraciéon del Lema en la forma integral: si T = Vu es
un difeomorfismo de €2 sobre €', entonces [, det D*udx = ||

Ejercicio 11.4 (La desigualdad isoperimétrica). Sea A C R? compacto con |A| > 0 y sea

. A+eB(0,1)|-|A . . . .
Per(A) = lim,_,o+ He(g—’)'H su contenido de Minkowski, que suponemos existe.

(a) Deducir del Teorema [11.1.1]la desigualdad isoperimétrica
Per(A) > dwcll/d\A|(d_1)/d,

completando los detalles de la Observaciéon

(b) Verificar que para bolas hay igualdad y que para un cubo de lado ¢ el contenido de
Minkowski es 2d ¢%~1; comparar ambos miembros en ese caso.

(¢) Para d = 2, deducir la forma clasica L? > 47 Area para dominios con borde C! (aceptando
que el contenido de Minkowski coincide con la longitud del borde).

Ejercicio 11.5 (Convexidad por desplazamiento de la entropia). Sean ug = poL? v p1 = p1£?
con densidades continuas y positivas en abiertos acotados g, €21, y supongamos que el mapa de
Brenier 7' = Vu entre ellas satisface la hipotesis (R) de la Secci()nm (u € C2, T difeomorfismo).
Sea p; = (T})4po la interpolacion de McCann, con densidad p;.

(a) Probar la ecuacion de Monge-Ampére p(Ty(z)) det DTi(x) = po(z).
1
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(b) Probar que la entropia H(p:) = [ pilog pr dz satistace
H(pue) = /po(x) log po(x) dx — /po(az) log det((1 —t)I + tD?*u(x)) dx,

y que t — logdet((1 —¢)I +tM) es concava para M simétrica definida positiva. Concluir
que t — H(ut) es convexa.

(c) Probar, con el Lema [11.2.1) que ¢t — [ p}* dz es convexa si m > 1y concava si 1 — E <
m < 1 (de modo que — [ pi" es convexa, como en la Observacion |11.3.2 m Sugerencia:
[ o7 = [ pi (det DT;)*™™, y (det DT;)"/? es concava y positiva en t.

Ejercicio 11.6 (% Una desigualdad de tipo Sobolev). Sea Q C R? convexo y acotado, f €
WhP(Q), v p, v € P(Q) con densidades acotadas por C en L. Probar que si ]%+ % + qflr =1+ %,
entonces

/fd v) < CY7 ||V f |l o) Wy (s v)-

Esquema: escribir [ fd(v —p) = fof Vf(Ty(x)) (T(z) — x)dudt con T el mapa de Brenier y
T, la interpolacion; aplicar Holder con exponentes (p, g, ), y controlar ||p¢||z- uniformemente en
t mediante la concavidad de ¢ — det DTtl/d (Lema |11.2.1)), que da p; < méx{||polleo; l|P1]|oc} en
el caso r = oo y la cota L" en general. Ver [I}, Sec. 5.5].
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