A UBA-exactas EXACTAS
Departamento de Matemaética

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO

PRACTICA 13: TRANSPORTE ENTROPICO Y EL ALGORITMO DE SINKHORN

Los ejercicios son los de la seccion de ejercicios del Capitulo 13 de las notas del curso, con la misma numera-
cion; las referencias a teoremas, proposiciones y secciones remiten a las notas (https://github.com/jfbonder/

transporte-optimo).

Cuaderno: Transporte entrépico y Sinkhorn (abrir en Colab).

Ejercicio 13.1 (Propiedades de la entropia relativa). Sean a € R™, b € R™ con entradas positivas
y m € Il(a,b).

(a) Probar que KL(w|a ® b) = >, mjlogm; — >, ailoga; — > ;bjlogh;; es decir, sobre
II(a,b) la entropia relativa difiere de la entropia negativa ) m;; logm;; en una constante.
Deducir que el regularizador de Peyré-Cuturi de la Observacion produce el mismo
minimizador m¢.

(b) (Desigualdad de Pinsker.) Probar que |7 —a®b||3 < 2KL(7|a®b). Sugerencia: reducirlo
al caso de dos puntos (agrupar segin el signo de m;; — a;b; y usar la convexidad de KL) y

estudiar la funcion ¢ +— tlog% + (1 —1t)log %; —2(t —p)2.

(c) Deducir de (b) y de la Proposicién [13.4.1]1a velocidad ||[7¢ — a ® b||1 < 24/||C||s0/e.
(d) Probar que la cota KL(7|a ® b) < log ——— usada en el Teorema [13.4.2| es 6ptima: para

min; a;
a = b uniformes en n puntos y 7 una matriz de permutaciéon dividida por n hay igualdad.

Ejercicio 13.2 (El valor entrépico como funciéon de ).  (a) Probar que € — OT(a,b) es no
decreciente y concava en (0,00) (es un infimo de funciones afines de ¢), y que

d
0T (a,b) = KL(x* [a )

donde sea derivable.

(b) Deducir que ¢ — KL(7®|a ® b) es no creciente y que € — (C,n°) es no decreciente: al
aumentar la regularizacién el plan se vuelve mas “desordenado” y més caro.

(c) Probar que lim._,o OTc(a,b) = (C,a®b) y que lim._,o OT.(a,b) = OT(a,b), y que ambas
convergencias son mondtonas.

Ejercicio 13.3 (El soft-min). Con la notacién de la Definicion [13.2.3;

(a) Probar que (¢ + 5)9° = (¢)%° — s para s € R, y que ¢ < ¢ implica (¢)“* > ().

(b) Probar que ¢ +— (gp)j’s es concava y de clase C*°, y calcular su gradiente: es (menos) el
vector de probabilidad (aie(%*czj)/ﬁ/ Sk ake(%*%i)/s)i, la j-ésima columna normalizada
del plan. Comparar con la c-transformada ¢§ = min;{c;; — ¢;}, que no es diferenciable.

(c) Probar que ¢ — ()¢ es 1-Lipschitz para la norma || - ||s, ¥ que para € — oo, (¢)5° —

J
> i ai(cij — ¢i): el soft-min tiende al promedio.

Ejercicio 13.4 (Unicidad de los potenciales entrépicos). Sean (¢,1) y (¢',4') dos pares tales
que a;bjel$itvi=cis)/e y aibje(“"ﬁwgf%)/g son ambos planes de I1(a, b).

(a) Probar que ambos planes coinciden (son el inico minimizador 7¢), y deducir que yp;+1; =
@i + 1 para todo (i, 7).

(b) Concluir que (¢',9") = (p + 5,9 — s) para algin s € R. Contrastar con el caso € = 0
(Ejercicio , en el que los potenciales pueden no ser dnicos: ;qué propiedad del plan
entrépico lo explica?

(c) Probar que si a = by C es simétrica, entonces ¢ = ¢ con la normalizacion adecuada, y

que en ese caso una iteraciéon de Sinkhorn puede escribirse con un solo potencial.
1


https://github.com/jfbonder/transporte-optimo
https://github.com/jfbonder/transporte-optimo
https://colab.research.google.com/github/jfbonder/transporte-optimo/blob/main/cuadernos/06-transporte-entropico-sinkhorn.ipynb

TEORIA DE TRANSPORTE OPTIMO PrAcTICA 13

Ejercicio 13.5 (Los potenciales entropicos convergen a potenciales de Kantorovich). Completar
los detalles de la Observacion 13.4.31

(a) Normalizando ¢ = 0, probar que (¢°,1°) esta acotado uniformemente para ¢ € (0, 1].
Sugerencia: Y° = (p°)“° y el Lema |13.2.4] dan |[¢* — (¢°)°||cc < €log mﬁlmz-; usar que las
c-transformadas de funciones con ¢ = 0 estan acotadas.

(b) Probar que todo punto limite (%, 4°) satisface 90 = (¢°)¢, ¢° = (¥°)° y 9 + 1!)? = ¢y
sobre el soporte de 7%, y concluir que es un par 6ptimo del problema dual de Kantorovich.

(¢) ;Converge toda la familia (¢, 1%), o sélo subsucesiones? Discutirlo en el ejemplo del
Ejercicio donde los potenciales de Kantorovich forman un segmento: ;a qué punto del
segmento converge el limite entropico? (La respuesta es delicada; ver [1].)

Ejercicio 13.6 (Sinkhorn en un paso).  (a) Probar que si C es de la forma ¢;; = f; + g;
entonces ¢ = a ® b para todo ¢, y el algoritmo de Sinkhorn converge en una iteracion.
(b) Reciprocamente, probar que si 7° = a ® b para algin € > 0, entonces C' es de la forma (a).
Deducir que 7° tiene rango uno si y sélo si C' es de la forma (a).
(¢) Sean =m = 2. Escribir explicitamente 7€ en funcion de a, b, C'y € (el problema se reduce
a una ecuacion escalar) y verificar a mano los limites € — 0y € — oo.

Ejercicio 13.7 (Baricentros entrépicos).  (a) Probar que si alguna b* tiene todas sus entradas
positivas, entonces a — OT.(a, bk) es estrictamente convexa en ¥, y el baricentro entro-
pico es tnico. Sugerencia: la funcion (a,n) — (C,7) + eKL(7 | a ® b¥) es estrictamente
convexa en 7 y el minimizador depende continuamente de a; estudiar la igualdad en la
desigualdad de convexidad.

(b) Interpretar el paso 3 del algoritmo de la Seccion como una proyeccion de Bregman:
dados los planes 7!, ..., 7" (con primeras marginales m* = 7¥1 distintas), probar que el

problema

min{z A KL(7% | 7%) © #%1 = a para todo k, a € En}
k

tiene solucion 7 = diag(a/m*) 7% con a o [], (m*)* (media geométrica ponderada), que
es la actualizacion del algoritmo. ; Por qué no aparece la media aritmética?

(c) En el ejemplo de no unicidad del Capitulo [12] (11 con atomos en (£1,0), g2 con atomos
en (0,%1), sobre una grilla que contenga los cuatro candidatos (£3,=£3)), probar que
el baricentro entrépico es tinico para todo € > 0 y simétrico respecto de los dos ejes, y
describir su limite cuando € — 0.

Ejercicios computacionales. Los ejercicios siguientes se resuelven con el cuaderno Transporte
entrdpico y Sinkhorn (véase el Apéndice; los enunciados figuran también al final del cuaderno.
Las referencias a secciones son a las del cuaderno.

Ejercicio 13.8 (Convergencia de valores). Graficar € — OT.(a,b)—OT(a,b) en escala logaritmi-
ca en ambos ejes para el ejemplo de la Seccion 1 del cuaderno y estimar el orden de convergencia.
.Es O(e), como garantiza el Teorema |13.4.2] o mejor? Comparar la constante observada con
log(1/ min; a;).

Ejercicio 13.9 (Sinkhorn y la mejora de potenciales). Implementar la mejora de potenciales
¢ — ¢ de la Proposicién [6.1.5) sin regularizacién, y compararla con la iteracién de Sinkhorn
para € pequeno partiendo del mismo . ;Converge la version no regularizada? ;Y la regularizada?

Ejercicio 13.10 (Costo de cada iteracion). Medir el tiempo de una iteracion de Sinkhorn para
n = m = 500, 1000, 2000, 4000 y verificar el crecimiento O(nm). Comparar con el tiempo del
solver exacto (ot.emd) para los mismos tamafos.

Ejercicio 13.11 (Un baricentro con € — 0). En el ejemplo de la Seccion 5.1 del cuaderno, calcu-
lar el baricentro entropico de la Proposici()npara e €40,5, 0,2, 0,1, 0,05, 0,02, 0,01, 0,005}
y graficar la distancia Wy entre el baricentro entrépico y el exacto en funcién de ¢, en escala
logaritmica en ambos ejes. ; Cudntas iteraciones hacen falta en cada caso?
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Ejercicio 13.12 (Unicidad del baricentro entrépico). Verificar numeéricamente que el baricentro
entropico del ejemplo de no unicidad del Ejemplo (1 con atomos en (+1,0), p2 con atomos
en (0,£1), sobre una grilla que contenga los cuatro candidatos) es #nico y simétrico: la entropia
rompe la degeneracion eligiendo la combinacién méas “repartida”. Comparar con el Ejercicio [13.7]
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